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Résumé Des notions de développements asymptotiques à caractèreq-Gevrey ont été étudiées
dans [6,7]. Tout récemment, nous nous sommes intéressés à une nouvelle notion asymp-
totique [8] : originaire de l’étude d’une fonction thêta de Jacobi elle fait un pont naturel
entre l’asymptotique des équations auxq-différences et la théorie des fonctions elliptiques.
La présente Note a pour objectif de montrer quelques derniers développements de cette no-
tion asymptotique.Pour citer cet article : J.-P. Ramis, C. Zhang, C. R. Acad. Sci. Paris,
Ser. I 335 (2002) 899–902.
 2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

q-Gevrey asymptotic expansion and Jacobi theta function

Abstract Some notions ofq-Gevrey asymptotic expansion have been studied in [6,7]. Recently we
became interested in a new notion of asymptotic expansion [8]: it is related to a Jacobi
theta function and allows one to establish the natural link between the asymptotics ofq-
difference equations and the theory of elliptic functions. The purpose of this Note is to give
some new results related to this notion of asymptotic expansion.To cite this article: J.-P.
Ramis, C. Zhang, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 335 (2002) 899–902.
 2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

0. Fonctionθ et premières notations

Soitq un nombre complexe fixé tel que|q|> 1. Pour chaqueλ ∈ C∗, on définit la «q-spirale » de baseλ
notée[λ], comme étant l’ensemble{λqn : n ∈ Z}. Si x ∈ C∗, on pose

dq
(
x; [λ]) = |x|−1 sup

n∈Z

∣∣x − λqn
∣∣.

Notonsθ la fonction thêta de Jacobi définie dansC∗ par :

θ(x)=
∑
n∈Z

q−n(n−1)/2xn =
∏
n�0

(
1− q−n−1)(1+ xq−n)(1+ q−n−1

x

)
,

le développement en produit étant la triple formule de Jacobi. On a les propriétés suivantes.
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(i) Si x ∈ C∗, on aθ(qx)= qxθ(x), ce qui donne :θ(qnx)= qn(n+1)/2xnθ(x) pourn ∈ Z.
(ii) Il existe une constanteC > 0 telle que, étant donnésε > 0 etx ∈ C∗, si dq(x; [−1])� ε, alors (cf. le

Lemme 1.3.1 de [8], avec une adaptation évidente) :

Cεθ|q|
(|x|) �

∣∣θ(x)∣∣ � θ|q|
(|x|),

oùx → θ|q|(x) est la fonction obtenue en substituant|q| àq dans la définition deθ(x).
Une série

∑
n�0 anx

n sera diteq-Gevrey d’ordre uns’il existe des constantesC > 0, A > 0 telles que

|an|<CAn|q|n(n−1)/2. L’ensemble de ces séries sera notéC[[x]]q;1.

1. Une notion de développement asymptotiqueq-Gevrey

Nous proposons la définition suivante, motivée par le Théorème 1.3.2 de [8].

DÉFINITION 1.1. – Soitλ ∈ C∗, f̂ = ∑
n�0 anx

n une série entière et soitf une fonction définie et

analytique dans un ouvert de la forme{x ∈ C∗ : |x|< r} \ [−λ]. On noteraf ∈ A
[λ]
q;1 ou, plus précisemment,

f ∼[λ]
q;1 f̂ , et on dira quef admetf̂ pourdéveloppement asymptotiqueq-Gevrey d’ordre un en0 le long

de [λ], s’il existe des constantesC > 0,A > 0 telles que, pour toutρ ∈]0,∞[ et toutr > 0 suffisamment
petit, on ait : ∣∣∣∣f (x)− ∑

0�m<n

amx
m

∣∣∣∣<CρAn|q|n(n−1)/2|x|n

si 0< |x| � r, dq(x; [−λ])� 1/ρ etn ∈ N.

Lorsquef ∈ A
[λ]
q;1, on vérifie aussitôt les propriétés suivantes.

(i) Lorsquer > 0 est assez petit, les points singuliers de la fonctionf dans le disque pointé 0< |x|< r,
s’il y en a, se situent tous sur la spirale[−λ] et ce sont des pôles simples.

(ii) On af ∈ C{x} si, et seulement si, il existe uneq-spirale[µ] distincte de[λ] et telle quef ∈ A
[µ]
q;1.

THÉORÈME 1.2. –Une fonctionf ∈ A
[λ]
q;1 est de développement nul si, et seulement si, il existe un entier

m ∈ Z tel que la fonctionx → f (x)θ(qmλ/x) puisse se prolonger en une fonction analytique dans un
disque de centre0 et de rayon non nul.

COROLLAIRE 1.3. –Soientf ∈ A
[λ]
q;1 et g ∈ A

[λ]
q;1 ; on suppose que leurs développements asymptotiques

sont égaux. Alors on af = g si l’une des conditions suivantes est satisfaite.
(i) Il existe une suite(cn) tendant vers zéro dans{x ∈ C∗ : |x|< r} \ [−λ] telle quef (cn) = g(cn) pour

toutn ∈ N.
(ii) Pour tout entiern suffisamment grand, le résidu def en x = −λq−n est égal à celui deg corres-

pondant.

2. Transformations de Borel et Laplaceq-analogues

Appelonstransformation de Borel(d’ordre un) formelleq-analoguel’unique automorphisme noté̂Bq;1,
continu pour la topologiex-adique, de l’espace vectorielC[[x]] surC qui envoie chaque monômexn sur
q−n(n−1)/2xn. Soit L̂q;1 l’inverse deB̂q;1 ; si n ∈ N etλ ∈ C∗, on a :

L̂q;1xn = qn(n−1)/2xn =
∑
m∈Z

(qmλ)n

θ(qmλ/x)
.

THÉORÈME 2.1 (q-analogue de Borel–Ritt Gevrey). –Soitλ ∈ C∗. Soitϕ une fonction analytique dans
un disque ouvert de centre zéro et de rayonr (0< r <∞), fixonsn0 un entier relatif tel que|λqn0|< r et
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posons, pour toutx ∈ C∗ \ [−λ] :

f (x)=
∑
n�n0

ϕ(qnλ)

θ(qnλ/x)
.

Alorsf ∈ A
[λ]
q;1 et son développement asymptotique est égal àL̂q;1ϕ.

Par conséquent, l’application qui à chaque élément deA
[λ]
q;1 associe son développement asymptotique est

surjective deA[λ]
q;1 sur C[[x]]q;1.

Soitf ∈ A
[λ]
q;1. On choisit unr > 0 suffisamment petit et tel quer /∈ |λ||q|Z, de sorte que le cercleC(0; r)

appartient au domaine de définition def . Soit nr le plus petit entier tel que|λq−nr | < r, et choissions
ensuite unε > 0 suffisamment petit de telle manière que, sin� nr , on ait l’inclusionC(−λq−n; ε|q|−n)⊂
{x ∈ C∗ : |x|< r} ; posons enfin

�Nr,ε = C(0; r)−
N∑

n=nr
C
(−λq−n; ε|q|−n)

pour tout entierN � nr .

THÉORÈME 2.2 (Transformée de Borelq-analogue). –Si f ∼[λ]
q;1 f̂ et queϕ est la fonction somme de

B̂q;1f̂ , alors on a:

ϕ(ξ)= 1

2π i
lim
N→∞

∫
�Nr,ε

f (x)θ

(
ξ

x

)
dx

x

pour toutξ ∈ C
∗ de module suffisamment petit.

En effet, par Cauchy chaque contour d’intégration�Nr,ε ci-dessus peut être remplacé par le cercle

C(0; ε|q|−N) ; la convergence recherchée, pourN → ∞, s’en déduit avec la décompositionf = f̂N +
RN(f, f̂ ), la somme partiellef̂N d’ordreN de f̂ donnant lieu à celle deϕ correspondante.

Lorsquef est analytique au voisinage de zéro, l’intégrale étudiée dans le théorème ci-dessus peut être
calculée uniquement sur le cercleC(0; r). Pour une interprétation thermodynamique de cette formule de
convolution multiplicative (avec une variante deθ ), nous nous référons à la formule (28.14) de [2], p. 353.

3. Résidus et prolongements dans laq-spirale

Appelonsespace des suitesq-Gevrey d’ordre un(resp. moins un) le sous-espace vectoriel deCZ

constitué des suites(cn)n∈Z telles qu’il existen0 ∈ Z, C > 0, A > 0 avec ceci :cn = 0 si n < n0,
|cn| � CAn|q|n(n−1)/2 (resp.� CAn|q|−n(n−1)/2) si n � n0 ; cet espace sera notéCZ+

q;1 (resp.CZ+
q;−1). On

munit ensuiteCZ+
q;±1 d’une relation d’équivalence notée≡ : on a(cn) ≡ (dn) si, et seulement si, il existe

N ∈ N tel quecn = dn pour tout entiern�N . On obtient ainsi les espacesC
Z+
q;1/≡ etCZ+

q;−1/≡.

SoitO0 le sous-espace vectoriel deA
[λ]
q;1 constitué des germes de fonctions analytiques en zéro du plan

complexe.

THÉORÈME 3.1. –L’application qui associe à chaque fonctionf ∈ A
[λ]
q;1 ses résidus en les points

−λq−n pour les entiersn suffisamment grands induit un isomorphisme, notéR, deA
[λ]
q;1/O0 surC

Z+
q;−1/≡ ;

l’application inverseR−1 est donnée par la sommation de Mittag–Leffler rappelée ici: si (cn) ∈ C
Z+
q;−1/≡,

on pose

R−1((cn)) =
∑
n∈Z

cn

x + λq−n modO0.
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En termes deq-intégrale [1], p. 19, on a∑
n�0

cn

x + λq−n = 1

1− q−1

∫ 1

0

f (u)

x + λu
dqu

si f (q−n) = cnq
n. L’applicationR−1 définie ci-dessus est alors unq-analogue de la formule suivante

(cf. [3]), p. 176, dite deCauchy–Heine, laquelle permet de recomposer, modulo les germes de fonctions
analytiques au voisinage dex = 0, une fonction « multivaluée »F à partir de sa variation varF connue sur
[0,1] :

F(x)= 1

2π i

∫ 1

0

varF(u)

x + u
du.

THÉORÈME 3.2. –Sif ∼[λ]
q;1 f̂ etϕ = B̂q;1f̂ , alors il existe une unique suite(cn) ∈ C

Z+
q;1/≡ telle que:

f (x)=
∑
n�n0

ϕ(λqn)

θ(λqn/x)
+

∑
n>n0

cn

θ(λqn/x)
,

oùn0 est un entier suffisamment petit.
Autrement dit, l’espace vectorielA

[λ]
q;1 est isomorphe à l’espace produitC{ξ} × (CZ+

q;1/≡).
La sérief̂ sera ditesommable suivant la spirale[λ] si ϕ peut se prolonger en une fonction analytique et à

croissanceq-exponentielle d’ordre un dans un connexeW contenant toutes lesq-spirales[µ] suffisamment
voisines de[λ] : il existe un voisinageU de λ dansC∗ tel que

⋃
µ∈U [µ] ⊂ W . Lorsque c’est le cas, on

définitL[λ]
q;1ϕ de manière évidente.

D’après le Théorème 1.2.1 de [8] (avecq réel), toute solution formelle d’une équation auxq-différences
linéaire et à coefficients analytiques est sommable suivant presque toutes lesq-spirales sauf un nombre fini
lorsque le polygone de Newton de l’équation considérée admet une unique pente valant un. La seconde
partie du même article montre que, pour les séries hypergéométriques confluentes (basiques) du type
Kummer, le procédé de sommationL[λ]

q;1◦ B̂q;1 converge, quandq tend vers un, vers la sommation classique
de Borel–Laplace.

Dans [5], on étendra la sommationL[λ]
q;1 ◦ B̂q;1 au cas de « niveaux multiples ».
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