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Résumé Dans ce travail nous généralisons les résultats d’estimation et de prévision des processus
autorégressifs hilbertiens et à valeurs dans C[0,δ] établis par Bosq, Mourid et Pumo, dans
le cadre des processus autorégressifs à valeurs dans un espace de Banach séparable.Pour
citer cet article : A. Labbas, T. Mourid, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 335 (2002) 767–772.
 2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Estimation and prediction of a Banach valued autoregressive process

Abstract We generalize the estimation and prediction results for an Hilbertian autoregressive
and C[0,δ]-valued processes obtained by Bosq, Mourid and Pumo for Banach valued
autoregressive processes.To cite this article: A. Labbas, T. Mourid, C. R. Acad. Sci. Paris,
Ser. I 335 (2002) 767–772.
 2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Abridged English version

The interpretation of a continuous time stochastic process as a random element in a function space
has been proved to be useful in limit theory for Banach space valued random variables and in statistical
inference for stochastic processes. Especially useful is the prediction of a continuous time random process,
for knowing its values up to the present arises naturally in many applications. In this Note we study
infinite dimensional autoregressive processes which give a new vision on the prediction of continuous time
random processes ([1], Synopsis, [8]). This class of functional autoregressive random processes provides
the prediction of a continuous time random processY = (Y (t), t ∈ R) on an entire interval by requiring the
prediction of random variables (r.v.) with values in a function space. A continuous time random process
Y = (Y (t), t ∈ R) is said to have an autoregressive representation in the function space C[0,δ] of all
continuous real functions defined on the interval[0, δ] whereδ > 0 if the sequence of r.v.’s (Xn, n ∈ Z)
defined byXn(t) := Y (t + nδ), t ∈ [0, δ], satisfies the following relation:

Xn = ρXn−1 + εn,

whereρ is an bounded linear operator and(εn, n ∈ Z) are r.v.’s, independent identically distributed (iid)
of zero mean and 0< E‖ε0‖2 := σ 2

ε < ∞. Under the condition‖ρj0‖ < 1 for j0 ∈ N
∗, where‖ · ‖ is the
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norm of bounded linear operators, the process(Xt , t ∈ Z) is strictly stationary ([1], p. 74; [8], Chapter 2,
Proposition 3.1). The prediction of the r.v.Xn in the function space C[0,δ] has been treated in ([9], Chapter 3;
[1], Chapter 8). The aim of this Note is to extend the previous results to the framework of Banach space
valued processes. The key idea is a Kuelb’s lemma [4] which permits an embeding with density of a
Banach separable space in an Hilbert separable space (see Lemma K below). We specify an example of
this construction (Lemma 1). We obtain convergence of predictors with Hilbert space norm instead of
the Banach space norm. This results extend those in [2,7–9] obtained for Hilbert space or C[0,δ]-valued
processes.

1. Introduction

SoitY = (Y (t), t ∈ R) un processus aléatoire à temps continu observé sur un intervalle de temps[0, T ].
Le problème naturel de de la prédiction deY sur un intervalle[T ,T + δ], δ > 0, a connu de grands
développements. Nous nous intéressons à une modélisation autorégressive fonctionnelle du processusY qui
semble plus adaptée à ce type de problème ([1], Synopsis ; [8], Chapitre 1 ; [9], Chapitre 2). Le processus
stochastique réelY = (Y (t), t ∈ R) à temps continu défini sur un espace de probabilité(�,A,P ) est dit à
représentation autorégressive d’ordre 1 dans l’espace de Banach C[0,δ] des fonctions continues sur[0, δ], si
la suiteX = (Xn, n ∈ Z) de C[0,δ] définie parXn(t) := Y (t + nδ), t ∈ [0, δ], vérifie la relation suivante :

Xn = ρXn−1 + εn, (1)

oùρ est un opérateur linéaire borné définie sur C[0,δ] et(εn, n ∈ Z) une suite de variables aléatoires centrées
du second ordre à valeurs dans C[0,δ] (i.e.E(ε0) = 0 etE(‖ε0‖2) < ∞ : unC-bruit blanc fort). Le processus
stochastiqueX = (Xn, n ∈ Z) définie sur un(�,A,P ) et à valeurs dans l’espace de Banach C[0,δ] est
appelé processus autorégressif Banachique d’ordre 1 et noté ARC(1). Sous la condition :‖ρj0‖ < 1 pour
un j0 ∈ N

∗, il existe un processus strictement stationnaire du second ordre vérifiant (1) ([1], Chapitre 6,
p. 148 ; [8], Chapitre 2, Proposition 3.1). Ainsi la prédiction du processusY sur l’intervalle[T ,T + δ] où
on peut choisirT = nδ, est ramenée à la prédiction de la v.a. BanachiqueXn. Dans la suite nous pouvons
supposer queδ = 1. La prédiction globale deXn vérifiant (1) comme élément de C[0,1] a été résolue dans
([9], Chapitre 3 ; [1], Chapitre 8) par construction d’un estimateurρ̂ de l’opérateurρ et en posant comme
prédicteur̂ρ(Xn−1).

Le but de cette Note est la généralisation des résultats d’estimation et de prédiction des processus
autorégressifs à valeurs dans un espace de Hilbert séparable établis dans [1,9,8] au cadre des processus
autorégressifs à valeurs dans un espace de Banach séparable. Pumo [9] avait étudié l’estimation dans le
modèle (1) dans le cas de v.a.(Xn, n ∈ Z) à valeurs dans C[0,1] en les considérant naturellement à valeurs
dans L2[0,1]. Nous allons remarquer que cela est un cas particulier d’une situation plus générale. Dans cette
étude nous considérons la relation (1) pour des variables aléatoires(Xn, n ∈ Z) à valeurs dans un espace
de Banach séparable réelB. Pour cela nous utilisons un résultat de Kuelbs [4] qui permet de plonger avec
densité un espace de Banach séparable B dans un espace de Hilbert noté H. Nous remarqueons par la suite
la justification du choix de l’espace L2[0,1] dans le cas d’observations à valeurs dans C[0,1] faite dans [9].

LEMME K ([4,5]). – Soit (B,‖ · ‖B) un espace de Banach separable. Il existe un produit scalaire noté
(·, ·) sur B de norme induite notée ‖ · ‖ plus faible que la norme de B : ∀x ∈ B : ‖x‖B � ‖x‖.

De plus si on note H le complété de B pour la norme ‖ · ‖ alors AB = B ∩ AH où AB et AH désignent
les tribus boréliennes de B et de H respectivement.

Nous supposons que la suite de v.a.(Xn, n ∈ Z) est à valeurs dans un Banach séparable(B,‖ · ‖B)
et vérifie l’équation d’autorégression (1) oùρ est un opérateur linéaire borné deB dansB (ρ ∈ L(B)).
Sous la condition‖ρj0‖ < 1 pour unj0 ∈ N

∗, il existe un processus strictement stationnaire du second ordre
qui s’écrit :Xn =∑j∈N ρjεn−j , n ∈ Z, où la série converge p.s. et dans L2

B ([1], Théorème 3.1 ; [6,8],
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Chapitre 2). L’espace de Hilbert H du Lemme K étant séparable nous notons(en)n∈Z une base orthonormale
deH .

Nous définissons de nouvelles v.a. en posant :

X′
n :=

∑
j�1

(Xn, ej )H ej , ε′
n :=

∑
j�1

(εn, ej )H ej , n ∈ Z. (2)

Les v.a.X′
n et ε′

n, n ∈ Z, sont à valeurs dans l’espace de Hilbert H et constituent des prolongements des
v.a.Xn et εn, n ∈ Z, respectivement. Nous prolongeons l’opérateurρ en un opérateur linéaire bornéρ′ sur
H (voir la condition A). Avec les notations précédentes de (2) et de la relation (1) nous obtenons la relation
suivante :

X′
n = ρ′X′

n−1 + ε′
n. (3)

Ainsi le processus(X′
n, n ∈ Z) est un ARH(1).

Nous formulons l’hypothèse de travail suivante :
A. « l’opérateurρ se prolonge en un opérateur linéaire bornéρ′ défini surH et vérifiant‖ρ′j0‖L(H) < 1 ».
Nous présentons un exemple où l’hypothèse A est vérifiée.
Remarquons que le théorème classique de prolongement d’un opérateur à domaine dense ne s’applique

pas dans cette situation car dans le Lemme K l’espace de Banach B est dense dans H pour la topologie
induite par la norme du produit scalaire et l’opérateurρ est un opérateur continu sur B muni de sa topologie
induite par sa norme‖ · ‖B qui est plus forte que la norme‖ · ‖.

Premièrement, nous donnons un lemme qui permet d’identifier l’espace de Hilbert H du Lemme K à
L2[0,1] dans le cas de l’espace de BanachB = C[0,1].

LEMME 1. –Soit l’espace C[0,1] muni de la norme uniforme. Alors l’espace de Hilbert H du Lemme K
est l’espace de Hilbert H = L2

([0,1],µ) muni de la mesure µ :=∑n∈N znδtn où (zn) est une suite de réels
positifs tels que

∑
n∈N zn = 1 et (tn) une suite de réels dense dans [0,1].

Exemple. – Considérons un processus(Xn) ARC(1) à valeurs dans C[0,1] vérifiant la relation (1) où
l’opérateurρ est un opérateur intégral à noyau défini par : pourf ∈ C[0,1],

ρ(f )(t) =
∫ 1

0
r(s, t)f (s)µ(ds) (4)

où ‖r‖C[0,1]2 < 1. Donc‖ρ‖L(C) < 1. On définit un prolongementρ′ deρ sur l’espaceH = L2
([0,1],µ) (cf.

Lemme 1) par la formule (4). Nous avons aussi‖ρ′‖L(L2) < 1. On associe alors le processus(X′
n) défini par

la relation (3) où(ej ) est une base orthonormale dans L2
([0,1],µ). Par suite(X′

n) est un processus ARL2(1).
Nous remarquons dans le cas où la mesureµ est la mesure de Lebesgue sur[0,1] les résultats précédents
justifient le choix de l’espace de Hilbert L2

([0,1],µ) dans les problèmes d’estimation considérés dans [9].
Dans la suite les résultats d’estimation et de prédiction portent sur l’opérateurρ′ et le processus(X′

n) et
sont donc vrais pourρ et le processus(Xn).

2. Estimation et prédiction

On suppose de l’on dispose de n observationsX1, . . . ,Xn à valeurs dans l’espace de BanachB vérifiant
(1) et nous associons par (3) les observationsX′

1, . . . ,X
′
n qui sont à valeurs dans l’espace de HilbertH du

Lemme K. Pour estimer l’opérateurρ nous allons utiliser la méthode exposée dans [1], Chapitre 8. Elle
consiste à projeter les observations sur des espaces appropriés de dimension finie et croissant avecn et à
construire un estimateur du type « moindres carrés ». Cet estimateur à été étudié dans le cas d’observations
à valeurs dans un espace de Hilbert séparable et dans le cas de l’espace de Banach C([0,1] dans [1,9,8].
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Le produit scalaire deH étant notét (·, ·), nous considérons les opérateurs de covariance et de covariance
croisé CX′

0
(·) = E((X′

0, ·)X′
0) et CX′

0X
′
1
(·) = E((X′

0, ·)X′
1). Notons (λk,hk)k�1 les éléments propres

deCX′
0
.

Les valeurs propres sont rangées dans l’ordre décroissantλ1 � λ2 � · · · et on a
∑

λi < +∞. Dans une
premier temps nous supposons que la suite des vecteurs propres(hj , j ∈ N) deCX′

0
est connue. On note

Ekn le sous espace vectoriel engendré par(h1, h2, . . . , hkn) où kn est une suite croissante d’entiers posi-
tifs et Pkn le projecteur orthogonal surEkn défini parPkn(x) =∑kn

i=1(x,hi)hi , x ∈ H . Nous associons
aux observationsX′

i,n = PknX′
i , i = 1, . . . , n, leurs opérateurs de covariance et de covariance empirique

respectifs$n = PknCX′
0
Pkn et $̂n = PknCnP

kn oùCn(·) = 1
n

∑kn
i=1(X

′
i , ·)X′

i est l’opérateur de covariance
empirique deX1, . . . ,Xn. De même les opérateurs de covariance croisé et de covariance croisé empiriques
s’écrivent :

%n = PknRX′
0X

′
1
Pkn et %̂n = PknRnP

kn oùRn(·) = 1

n − 1

n−1∑
i=1

(
X′

i , ·
)
X′

i+1.

Dans toute cette étude nous imposons la conditionE‖X0‖4 < ∞. Nous résumons les principales
propriétés des opérateurs précédents dans la proposition suivante [1,8] où‖·‖s désigne la norme de Hilbert–
Schmidt des opérateurs de H dans H.

PROPOSITION 2. –E‖Cn − CX′
0
‖2
s = O( 1

n
) et ‖Cn − CX′

0
‖s −→

n→∞ 0 p.s., E‖Rn − RX′
0X

′
1
‖2
s = O( 1

n
),

‖Rn − RX′
0X

′
1
‖s −→

n→∞ 0 p.s., ‖R∗
n − R∗

X′
0X

′
1
‖s −→

n→∞ 0 p.s., E‖$̂n − CX′
0
‖2
s � K1

n+2

∑∞
i=kn+1λ

2
i , K1 > 0,

‖$n −CX′
0
‖L(H) < λkn+1 .

Si kn → ∞, E‖$̂n − CX′
0
‖2
s −→
n→∞ 0, ‖$̂n − CX′

0
‖s −→

n→∞ 0 p.s., E‖%̂n − CX′
0X

′
1
‖2
s −→
n→∞ 0, ‖%̂n −

CX′
0X

′
1
‖s −→

n→∞ 0 p.s., E‖%̂∗
n −C∗

X′
0X

′
1
‖2
s −→
n→∞ et ‖%̂∗

n −CX′
0X

′
1
‖s −→

n→∞ 0 p.s.

Nous définissons un estimateur deρ′ en posant

ρ̂′
n = %̂n$̂

−1
n p.s. (5)

Nous imposons les conditions d’estimabilité suivantes :
A1 : λ1 > λ2 > · · · > 0.
A2 : pour toutn ∈ N, det(

∑n
i=1Mi) �= 0 p.s. oùMi est la matriceMi = ((X′

i , hk)(X
′
i , hl))k,l=1,...,kn .

Remarquons que sous A1 et A2 les opérateurs$n et $̂n sont inversibles sur H et‖$−1
n ‖L(H) =

1
λkn

, ‖$−1
n ‖s = (∑kn

i=1λ
−2
i

)1/2 et$−1
n (·) =∑kn

i=1λ
−1
i (ki, ·)hi .

Le résultat suivant montre la convergence en probabilité de l’estimateurρ̂′
n défini par (5).

PROPOSITION 3. –Pour tout ε > 0 nous avons

P
(∥∥ρ̂′

n − Pknρ′Pkn
∥∥

L(H)
> ε
)
� Kε

nλ4
kn

, où Kε > 0.

COROLLAIRE 4. –Si nλ4
kn

−→
n→∞ 0 alors ‖(ρ̂′

n −ρ′)CX′
0
‖s −→

n→∞ 0 en probabilité et ‖(ρ̂′
n −ρ′)$̂n‖s −→

n→∞ 0
p.s. et en m.q.

De la relation (3), le meilleur prédicteur probabiliste deX′
n+1 estρ′(X′

n). Le lemme suivant permet

d’evaluer l’erreur quadratique entrêρ′
n(X

′
n) et sa projection sur le sous espaceEkn .

LEMME 5. –E‖ρ̂′
n(X

′
n)− Pknρ′(X′

n)‖2 =∑∞
i=kn+1(ρ

′CX′
0
ρ′∗hi, hi) �

∑∞
i=kn+1λi .
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PROPOSITION 6. –Si kn et nλ4
kn

−→
n→∞ ∞, alors ‖ρ̂′

n(X
′
n) − ρ′(X′

n)‖ −→
n→∞ 0 en probabilté. Plus précise-

ment pour tout ε > 0

P
(∥∥ρ̂′

n

(
X′

n

)− ρ′(X′
n

)∥∥> ε
)

� K ′
ε

nλ4
kn

+ 9

ε2

(
1+ ‖ρ′‖2

L(H)

) ∞∑
i=kn+1

λi, où Kε > 0.

Si on spécifie les valeurs propresλj deCX′
0

on obtient des vitesses de convergence.

PROPOSITION 7. –On suppose que kn → ∞ et nλ4
kn

−→
n→∞ 0.

(1) Si λj = arj , a > 0, 0< r < 1, j = 1,2, . . . , alors n1/10

log logn‖ρ̂′
n(X

′
n)− ρ′(X′

n)‖ −→
n→∞ 0 en probabilité.

(2) Si λj = C/jγ (où λj = O(1/jγ ), γ > 1, j = 1,2, . . .), alors (γ−1)/n(10(γ−1/5))
log logn ‖ρ̂′

n(X
′
n) −

ρ′(X′
n)‖ −→

n→∞ 0 en probabilité.

Dans cette partie nous supposons que la suite des éléments propres(λj , hj ) deCX′
0

est inconnue. La suite
des éléments propres(λj,n, hj,n) deCn constitue des estimateurs naturels des éléments propres deCX′

0
([1],

Chapitre 4, p. 102). Soit(kn) une suite croissante dansN telle que limkn = ∞. On noteÊkn le sous espace
vectoriel engendré par les vecteurs(h1,n, . . . , hkn,n) et P̂ kn le projecteur orthogonal sur̂Ekn défini par
P̂ kn (x) =∑kn

i=1(x,hi,n)hi,n, x ∈ H . On considère les observationsX̂′
i,n = P̂ knX′

i , i = 1,2, . . . , n. Leurs
opérateurs de covariance et de covariance empiriques s’ecrivent dans ce cas :

Gn = P̂ knCX′
0
P̂ kn et Ĝn = P̂ knCnP̂

kn

et leurs opérateurs de covariance croisé et leurs analogues empiriques s’ecrivent :

Dn = P̂ knCX′
0X

′
1
P̂ kn , D̂n = P̂ knRnP̂

kn , D∗
n = P̂ knC∗

X′
0X

′
1
P̂ kn , et D̂∗

n = P̂ knR∗
nP̂

kn .

Nous imposons dans la suite la condition d’estimabilité suivante :
A3 : λ1,n > λ2,n > · · ·> λkn,n > 0 p.s.

Sous la condition A3 l’opérateurĜn est inversible sur̂Ekn et on peut définir son inveerse sur H et
Ĝ−1

n (x) =∑λ−1
i,n (x,hi,n)hi,n, x ∈ H . Ceci permet de définir un estimateur de l’opérateurρ′ en posant :̂̂

ρ′
n = D̂nĜ

−1
n . (6)

La proposition suivante résume les principales proprietés des estimateurs empiriques précédents.

PROPOSITION 8. –‖Ĝn −Cn‖L(H) = λkn+1 � λkn+1 + akn+1‖Cn −CX′
0
‖L(H),∥∥Ĝn −CX′

0

∥∥
L(H)

� λkn+1 + 1+ akn+1‖Cn −CX′
0
‖L(H),

∥∥%̂n − %̂n

∥∥
L(H)

� 2

(
kn∑
i=1

ai

)
‖Rn‖‖Cn −CX′

0
‖L(H), où aj = 2

√
2
(
min(λj−1 − λj ,λj − λj+1)

−1).
Le résultat suivant précise l’écart en norme des opérateurs entre les estimateursρ̂′

n défini par (5) et

l’estimateur̂̂ρ′
n défini par (6).

LEMME 9. –‖̂̂ρ′
n − ρ̂′

n‖L(H) � αn‖Cn −CX′
0
‖L(H) + βn‖Rn −CX′

0X
′
1
‖L(H)

où αn = ‖CX′
0X

′
1
‖L(H)

(∑kn
i=1 ai

)(
λ−1
kn

λ−1
kn,n

+ 2(1+ 2λ−1
kn

)
)

et βn = λ−1
kn,n

.

Le résultat suivant donne la convergence en probabilité.

PROPOSITION 10. –Si λj = arj , a > 0, 0 < r < 1, j = 1,2, . . . , et kn = 0(logn), alors ‖̂̂ρ′
n −

ρ̂′
n‖L(H) −→

n→∞ 0 en probabilité.
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Plus précisement pour tout ε > 0.

P
(∥∥̂̂ρ′

n − ρ̂′
n

∥∥
L(H)

> ε
)
� Kε

nr4kn
, où Kε > 0.

COROLLAIRE 11. –Sous les hypothèses de Proposition 10, nous avons ‖(̂̂ρ′
n − ρ̂n)CX′

0
‖s −→

n→∞ 0 en

probabilité.

Pour la prévision de la v.a.Xn nous avons.

PROPOSITION 12. –Sous les hypothèses de Proposition 10 nous avons ‖̂̂ρ′
n(X

′
n) − ρ′(X′

n)‖ −→
n→∞ 0 en

probabilité. Plus précisement, pour tout ε > 0

P
(∥∥̂̂ρ′

n

(
X′

n

)− ρ′(X′
n

)∥∥> ε
)

� K ′
ε

nλ4
kn,n

+ 9

ε2

(
1+ ‖ρ′‖L(H)

)( ∞∑
i=kn+1

λi,n

)
,

où K ′
ε > 0.

Si on spécifie les valeurs propres de on obtient des vitesses de convergence p.s. dans Proposition 12.

PROPOSITION 13. –Sous les hypothèses suivantes :
(1) (X′

n) est borné et géométriquement fortement H-mélangeant.

(2) λi = ari, a > 0, 0< r < 1, i = 1,2, . . . et si kn = 0(logn) alors ‖(ρ̂′
n − ρ′)CX′

0
‖s −→

n→∞ 0 p.s.,

∥∥(̂̂ρ′
n − ρ′)CX′

0

∥∥
s

−→
n→∞ 0 p.s. et

∥∥ρ̂′
n

(
X′

n

)− ρ′(X′
n

)∥∥ −→
n→∞ 0 p.s.,

∥∥̂̂ρ′
n

(
X′

n

)− ρ′(X′
n

)∥∥ −→
n→∞ 0 p.s.

3. Conclusion

Nous remarquons que l’utilisation du Lemme de Kuelbs nous a permis de résoudre le problème de
l’estimation de l’opérateur d’autocorélation dans un processus ARB(1). Par contre le problème de la
prédiction de la v.a.Xn est résolue seulement en norme de H et non en norme de B. Une étude en cours
permet d’obtenir cette fois des vitesses de convergence p.s. exponentielles.
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