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Note présentée par Jean-Pierre Demailly.

Résumé Soit(M, J) une variété presque complexe. Une applicationM, J) — [—oo, +oo[ semi-
continue supérieurement est dite plurisousharmoniqueosh est sousharmonique, pour
toute courbe pseudo-holomorphe: (A, Jg) — (M, J). En utilisant des techniques de
régularisation des courants et des développements de Taylor dans des coordonnées locales
adaptées a la structure on démontre qu’une application: (M, J) — [—o0, +00[ semi-
continue supérieurement et non identiquement égatecest plurisousharmonique si et
seulement si la partie de tyggé, 1) de —dJ* du est (semi-)positive au sens des courants.
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Plurisubharmonic functionsin almost complex manifolds

Abstract Let (M, J) be an almost complex manifold. An upper semi-continuous imag\, J) —
[—o0, +o0o[ is said to be plurisubharmonic if o ¢ is subharmonic for every pseudo-
holomorphic curveyp : (A, Jg) — (M, J). By using regularization techniques for currents
and Taylor series expansions in suitable coordinates with respect to the strictues
prove that an upper semi-continuous nag M, J) — [—oo, +oo[ which is not identically
equal to—oo is plurisubharmonic if and only if thel, 1)-part of —dJ* du is (semi-)positive
as a currentTo citethisarticle: F. Haggui, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 509—
514.
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Abridged English version

Let (M, J) be an almost complex manifold of dimensienThe standard complex structure 64 is
denoted byJg. An upper semi-continuous mag: (M, J) — [—oo, +oo[ is said to be plurisubharmonic
if, for every pseudo-holomorphic curye: (A, Jo) — (M, J) defined on a disk, the compositiar ¢ is a
subharmonic map. We use the following trivial observation (see, e.g., Demailly [1]): for everyipoimt,
there exists a smooth coordinate system centeradsath thatiz;(a) =0 for j = 1,...,n. We say that
such a coordinate systemabmnost holomorphic ata. We prove:

MAIN THEOREM. —Let (M, J) bean almost complex manifold, and let u : (M, J) — [—o0, +oo[ bean
upper semi-continuous function. If « is of class C? we have

@*(dJ* du) = ¢*(dJ* du) Y = dJg d(u 0 @)
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for every pseudo-holomorphic curve ¢. In general, u is plurisubharmonic if and only either u = —oo or u
islocally integrable and the current (—dJ* du)X-D) is positive.

Remark 1. - In the case thatV, J) is a complex (integrable) manifold we havé'ty = —2iddu.

In order to prove the main theorem, we proceed in the following way. In the first step we prove
that, in a neighborhood of zero, the almost complex strucfuige of the form given by Eq. (1), where
bk.e.m, ck.e.m € C. In the second step we prove the identity stated in the main theorem when the function
is of classC2. In the third step we compute a Taylor expansion of the Hessian of

ProPOSITION 0.1. —Let u be a locally integrable function on M. Then the Hermitian form Hu,
associated with the (1, 1)-form (—dJ* du) >V is given in the sense of distributions by Eq. (4) where a; x.,
are the coefficients of the Taylor development of 3z, in a neighborhood of 0.

In the last step, we use this expansion and regularization techniques similar to those employed by
Demailly [2] to prove the main theorem in the general case.

DEFINITION 0.2. - Soieni{M, J) une variété presque complexewet M — [—o0, +oo[, une fonction
semi-continue supérieurement. La fonctiorest dite plurisouharmonique si pour toute courbe pseudo-
holomorphey : (A, Jo) — (M, J) définie sur un disque, I'application composéep est sousharmonique
SurA.

THEOREM 0.1. —Soit (M, J) une variété presque complexe et soit u : M — [—o0, +o0o[ une fonction
semi-continue supérieurement. S u est de classe C?, ona

@*(dJ* du) = ¢*(dJ* du) Y = dJg d(u 0 @)

pour toute cour be pseudo-holomorpheg. En général, 1a fonction u est plurisousharmoniquesi et seulement
S u=—o0 0us u est localement intégrable avec —dJ* du > 0 au sens des courants.

Remarque 1. — Dans le cas ol est une variété complexe (i.e. la structure complexe est intégrable), on
ad/j du = —2iddu.

Démonstration. — Soit a € M, il existe un systeme de coordonnées localesy1, ..., x,, y») centré
au pointa tel que J(0) soit la structure complexe usuelle. S@it, ..., z,) le systétme de coordonnées
complexe deéfinipat; =x; +iy;, 1< j <n.Dans ce cas on&(d/dx,) = d/dyr au pointz = 0. On note
encore dy et dy, les extension€-linéaires alc M de dv; et dyx. On pose alors

o 1/ 9 .0 o 1/ 90 .0

— == — —— s —_— == — |— . dzy =d id et =d —idvs.
dzk 2<8xk 3)’k> 07k 2<8xk+ ayk> <k = Oxg + 1dyk k= dxy Vk

Alors dz;(8/dzx) =8k, 0z (3/0zx) =38k, dzj(3/9zx) = 0. On rappelle quezd (1) = dzx ().
Considérons la structure complexe usuelle,

n
. a _ d
J(O):JOZIZde(X)gj—de@E.
j=1
CommeJ est une sectiod*, le développement de Taylor dedans un voisinage de 0 s’écrit

_ a _ 0
J(@)=Jo+ § (Ak,e,m2m + a]/{’gymZm) dzx ® 97 + g (bk,e,mzm + bllc,gymZm) dzx ® 9z
4 4
k,l,m k,t,m
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ad ad
+ Z(CkZmZm‘i‘Ck[mZm)dzk@Z‘i‘ Z(dklmZm +dk[m2m)d2k®—+0(|Z| )
k,t,m k,t,m

Comme J2 = —Id, on a d’ (O)J(0)+J(O)§” (0)=0, ce qui impliqueax,¢m = a;,,, = diem =

f:ii]i’z’m =0. De plusJ = J, doncci¢m = bk,e,m et Ck,l,m = br.¢.m. Par conséquent, dans un voisinage
eOona:

" 0
J(Z)—lzk:<d2k®a——d2k®—) Z(bk2m2m+6kemzm)de®a—_
0
+ Z(kamZm+Cklm2m)d2k®—+0(|2| )- (1)
k,L,m

CommeJ (0) est la structure complexe usuelle, on voit facilement qu’on a les relations
dz;=0(lzl), 9z;=0z;+0O(|zl) et 3z;=0(lzl),

doncd;j Adzg =9z Adze +O(lz), dzj Adzg =3z A dze + O(Iz]) et & Adze —@Aa_ngrO(lzl)
Soitu : (M, J) — [—o0, +oo[ une application de class# et tu = >_)_; 02”{ dz, + dz L dz,. D'apres
I'équation (1) on a

" du u _
J*(du) = Z a—ZZJ*(dze) + B—E[J*(dze)
=1 :

= Z T(Zmbk em+ Ck e, mZm) de + 970 (Zmbk om+ Ck £, mZm) de

k,4,m
"/ ou du
i — dz — —dz O(|z)?

+ ;(8 P oy zk>+ (1z1%)

et
92u 92u
dJ* du = —2i dzi AdZ, +1i d Adzp —i dzx A dz
kZ:aZkaZ kA Tep Z kAT kzl;aZk 9Z¢ kAT

u
+k;na—umedzmAde+a—_bkemdzm/\de

u ou
+ Z —k,e,m Azm A OZk + ——Cr em A2 A dzg + O([2])
Py az¢ )

2,

:—2|Z

u _ ou _ -
+ Y ok em Ozm A G2k + o= Chem B A dzi + O(I2])
Pt 9z¢ 0z¢

=d/*du™Y — 0% du) — 6(J* du) + O(|z),

dzx Adzg + Z TbkemdzmAdevLa—medzm/\de
]

0zx0Z¢ it
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ouf = Zu,m Di.e.m Oz A dzm% est le tenseur de torsion de Nijenhuis de la structure presque complexe,
etol d/* du>-D est la partie de bidegrd., 1) donnée par

2,

ou
LDy _ E E
dJ* du =2i dze Adzx + 8—Z£Ckzmd2mAde+8_CkZdemAdzk+O(|z|) (2)

0292 k,tm
Soity : (A, Jo) — (M, J) une courbe pseudo-holomorphe, on cherche & comareré ¢) et la partie
de bidegrg1, 1) dep*(dJ*du),ona:

az(uw)_z 0%u_ dgpcdon 0% 3Guden 0% deu 09k
dwow 7 07x0z¢ 0w 0w  0z;x0Z¢ dw dw  0Zxdze Ow AW

%u AP 0Pk~ Ou 0°p du 921

0Zx0z¢ 0w Oow o] Az Owdw 97k Jwdw’

Commeg est une courbe pseudo-holomorphe, alps = O(j¢|) pour tout 1< I < n et gy = dgp +
O(Je|), ce qui implique que

82(u o)
dwow

3%u du
—Zazkaz dped ¢k+z—33¢k+—88§0k+(’)(|§0|)

De plus @ oi=J odg; ce quiimplique que

(3 — 5¢Z) = i(0¢¢ +5¢Z) + Z (@mgk,l,m + Ck,l,m‘ﬂm)@‘i‘ (Ombk.e.m + @mgklm)é_wk + O(|§0|2)

k,l,m
= S — i _
= =200pc = pmciemdor +O(I912) = pr =5 D gmeie.mdor + O(I91%),
k,m L,m
_ i _
= 00pe =5 >k emdomder +O(ll).

k,m
Commeddgy = d0¢r + O = —5 3 ¢.m Ck.tm0ed0m + O(lg]), alors

2

_ 0“u i ou
0o ¢) = Za 7,000+ 5 Z chzmawmawk—i > 32, Chtmdedon +O(Il)- (3)
kim < k,l,m

D’autre part et d'aprés (2) on a :
2

32u
o (dJ* du)=—2i) -
k.l

du
) b PmIGE — —— Gk 0. m Ok + O
2%, et > chzcem Ondpk = 5=-Ctmd9d9m + O(lgl)

k,t,m

. 9%u
:_ZI(ZE) 3%, ek + = Z —cumafﬂmawk

i _ - -
= a—;czc,e,mawkfﬁpm + O(le)) = —2i00(u o) + O(l¢l)
£,m

en particulier au point 0 on a I'égalitép* (dJ* du) = 2id0(u o ). Donc I'égalité est vérifiée point par
point.
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On se propose maintenant de démontrer le résultat pour les fonctions semi-continues supérieurement.

On note dans la suit@ = (a1, ...,a2,) € N etz = (z1,...,2,) € C", 2% =27 .- z"‘”zl”“ 7 et
pourtout 1< p <monnotes, =(0,...,1,...) ets; = 5,4, (le coefficient 1 étant situé a pxiéme place
pours, et ala(p + n)-ieme place pous ;.

Pour démontrer le résultat dans le cas général, on démontre la proposition suivante :

PROPOSITION 0.3. —=Soit u : (M, J) — [—o00, +o0o[ une application semi-continue supérieurement. Le
dével oppement de Taylor du Hessien Hu, associéala (1, 1)-forme (—dJ* du) ™ au sensdesdistributions
est donné par

2

0“u
Hu () = Z 07x0Z¢

k.l

Aehe + 29%(2

+ Z ajpwvpz’ P p 2 Ak + Z Clj,k,v&i,p,MZUZM_Ep)‘fp)"i>)s 4)
lv|=2 lv|=1

Saseachy + 3 g% (X e i

0zk0z¢ V=2

oulesa;,, sont les coefficients du développement de Taylor de dz; au voisinage de 0.

Démonstration. —On adz;(0) = 0, ce qui implique dzx =Y, >1a,k.v2"9z,. Par conséquent, gi
est une courbe pseudo-holomorphe, @pg/dw = >, > 14/ kvp" dg;/dw.
Soitu : M — [—o00, +oo[ une application de clasg¥. Un calcul fournit

92 92u g dpr 92u dgi 0 " ou 92
o) —Z L ] o pccy A Y () N 43
owow 02x0Z¢ Ow dw ' 0Zx0z¢ Ow Ow o] 0zr Jwow

u _ — 9%u N 0
= Aihe 4+ 20 A Vhi )+ 20 — v
kzz:azkaie Khet (Za bz KU )+ <k=132k8w<zajkv(p ))

lv|>1

B R P 3 P sty + 20 32 Y gy T
gz dzidze IO 92k Jeve dw dw

k=1 [v|>1

+ Zaj,k,vVﬁwu_sﬁéi,p,uéukiij + Clj,k’vﬂp(ﬂ”(li,j’u(pﬂ_sl’)\,iip))

d’'ou le résultat.

Essayons de démontrer le résultat dans le cas est semi-continue supérieurement. On reprend la
méthode de convolution utilisée par Demailly dans [2]. SoitR™ — R une fonction de classé™ qui
vérifie

x@®) >0 sir<1l, x@t)=0 sir>1, / x(jvf?) =1.
veCn

Pouru une application Psh on définit potie> O :

1 €17 + 17817
us(Z)_ﬁ/senxu(ZJrS)x (T V211222 ®)

ou dV, signifie I'élément de volume associé a une métrique riemannignBffectuons le changement de
variablest € C" — 5 € C" C-linéaire tel qudn|? = (|&|° + |J£|%)/2. Comme on a

[TEP =D (T8,

k=1
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n

=) &P+ —ibemzmEebi — ibeemInEeEi +ibeemInEekr +ibremimEokr

k=1 L,m
: £ s s EE o ooz 2 42
+ Y —ickemimbekk — G e.mZmEebi +iCk.omImEckr + ik emimEedi +O(I2% £2),
L,m

i _ _ [ - _ _oo
=8 — 5 > bremZnke + > > beemznke — > > Gkemimbe + > > cemzmée +O(12%),
l,m L,m L,m L,m
d'ou

[ - _ [ _ i _ _ [
E =1+ > Zbk,e,mzmﬂe -5 %bk,i,mZmnE + > Ezn;ck,g,mzmn@ =3 ch,gymzmn@ + O(|z|217)

£,m L,m

ce qui implique que

| I T | _
In|? = E |&c|% — > E br,e,mzm&ebx — Ebk,tz,mzmézék + Ebk,é,mZmSZ‘i:k + Ebk,l,mZmSZ‘i:k
k=1 ktm

i _ i_ o i_ - i _
+5 sz; ckt.maméeb = ek eminkebk = SCkemInbebi — Sk emanEebi + O(IzI%1£12),

N 2 .
d'olus(z) = 6% fneTZM u(h(z, 77)))((“57—‘2) di(n) avechi(z, &) = zk + &k + Z|a‘,|ﬂ|>1ck,a,ﬁza$ﬂ OUc, B €
N2, ck,a,p € C, a partir de I'expression de, on remarque qué; (u o h) = €9¢ (u o k), de plus, modulo la
formule d’intégration par partie on a poja| > 1 et|8| > 2;

d __
/T M%C‘Y,a,ﬂﬂzﬂkz%‘ﬂ‘_léﬂ_sf %y (161%) dr(&) = O(Jz]) et pourle| > 1, |B] > 1;

82
/TM PO ;‘5 cs.apBez”e P TIEP 0y (181%) diE) = O(121),
M5 a B s

ce qui nous permet de conclure que pour towt T, M, Hu.(z)(A) = nyM Hu(h(z, €€))(he) + O(z]),

avecCie ¢ = Ay + Zw,ﬂcz,a,ﬁﬁsz“s‘ﬁ“lsﬂ—‘*ks, ce qui implique que au voisinage de Bu(z) > 0,
commeHu,(z) converge verg{u(z), on conclut qué-u(z) > 0.
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