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Abstract We prove a converse to the mean value theorem for classical biharmonic functions.To cite
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1. Introduction

Il est bien connu que toute fonction harmoniqueh intégrable dans un domaine� deRn vérifie la formule
de la moyenne sur toute bouleB = Br(x) de centrex ∈ � et de rayonr > 0 telle queB ⊂ � :

h(x) = 1

|B|
∫

B

hdλ,

où |B| est le volume de la bouleB etλ est la mesure de Lebesgue surRn.
Inversement, toute fonction intégrableh sur � qui vérifie la formule de la moyenne sur toute boule

B ⊂ � est harmonique dans�.
On peut même seulement exiger deh d’être localement intégrable et de vérifier la formule de la moyenne

sur certaines boules de� pour qu’elle soit harmonique dans� (on dit alors queh vérifie la propriété de
la moyenne restreinte). Ceci a fait l’objet de nombreux travaux anciens et récents. Lorsque� est borné,
Kellog [8] et Volterra [12] ont montré que cela est vrai lorsqueh est continue sur�, ensuite des résultats
positifs ont été obtenus sous des conditions restrictives sur les rayons des boules (Akcoglu et Sharpe [1],
Baxter [2], Feller [4], Heath [7], Veech [10] et [11]). Récemment Hansen et Nadirashvili [5,6] ont obtenu
des résultats plus généraux.

Dans [5] et [6] Hansen et Nadirashvili ont montré que, sous certaines conditions sur les fonctionsf et r,
si f vérifie la propriété de la moyenne restreinte, alorsf est harmonique dans�.
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Notre but dans ce travail est d’étendre ces résultats aux fonctions biharmoniques, pour répondre au
problème de savoir si une fonction qui possède la propriété de la moyenne biharmonique restreinte
est biharmonique. La méthode utilisée consiste à trouver des mesures de représentation des fonctions
harmoniques en liaison avec la formule de la moyenne pour les fonctions biharmoniques, auquelles seront
appliqués les résultat de [6] après avoir vérifié que les conditions de [6] sont remplies.

Le mot fonction signifiera toujours, sauf mention expresse du contraire, fonction à valeurs dansR.
Tous les résultats de ce travail s’étendent sans difficulté aux fonctions polyharmoniques d’ordre> 2.

Nous n’avons considéré le cas des fonctions biharmoniques que pour des raisons de simplicité.

2. Enoncé des résultats

Soit � un domaine deRn, � �= Rn, n � 2, de complémentaire non polaire sin = 2. Considérons une
fonctionr : � → R+ telle quer(x) � d(x,C�) = �(x) pour toutx ∈ �. On noteB(x) la boule ouverte de
centrex et de rayonr(x).

On rappelle qu’une fonction biharmoniquef dans�, i.e. solution de l’équation�2u = 0, vérifie la
formule de la moyenne biharmonique

f (x) = 1

|B|
∫

B

f dλ − r2

2(n + 2)
�f (x),

pour toutx ∈ � et toute bouleB de centrex et de rayonr > 0, B ⊂ B ⊂ �. Si f � 0 ou intégrable sur
toute boule ouverte de�, cette formule est vérifiée pour toute boule (ouverte ou fermée)B ⊂ � (voir [9]).

Soit k une fonction harmonique� 1 dans� qu’on se fixera dans la suite. On dit qu’une fonctionf sur
� estk-bornée s’il existe une constantec > 0 telle que|f | � ck.

THÉORÈME 2.1. –Soit r une fonction réelle sur � telle que 0 < r � � et soit f une fonction intégrable
sur les boules B(x), x ∈ �, et dont le Laplacien au sens des distributions est une fonction continue k-bornée
et telle que

f (x) = 1

|B(x)|
∫

B(x)

f dλ − r(x)2

2(n + 2)
�f (x),

pour tout x ∈ �. Alors f est biharmonique dans �.

THÉORÈME 2.2. –Soit r une fonction réelle sur � telle que 0 < r � �, bornée inférieurement sur tout
compact par une constante > 0 et soit f une fonction intégrable sur les boules B(x), x ∈ �, et dont le
Laplacien au sens des distributions est une fonction k-bornée et telle que

f (x) = 1

|B(x)|
∫

B(x)

f dλ − r(x)2

2(n + 2)
�f (x),

pour tout x ∈ �. Alors f est biharmonique dans �.

Idée de la démonstration. – Pour toute bouleB = Br(x) ⊂ �, posons

wB(x, z) = GU(x, z) − 1

|B|
∫

B

GU(y, z)dλ(y),

où U est un domaine borné deRn contenantB et GU sa fonction de Green. La fonctionwB ne dépend
pas deU et on awB(x, z) = 0 pourz ∈ Rn \ B. Pour toutx ∈ �, notonsµx la mesure2(n+2)

r(x)2 wB(x)(x, ·)λ.
Alors, pour toutx ∈ �, µx est une mesure de probabilité invariante par rotations autour dex. On montre
que les mesuresµx vérifient toutes les conditions de [6], ce qui permet d’en appliquer les résultats. Pour ce
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faire, il suffit de remarquer que les conditions des théorèmes entrainent

�f (x) =
∫

�f dµx.

Les détails des démonstrations de ces résultats paraîtront dans [3].

Remarques. – 1. Sir(x) < �(x) pour toutx ∈ �, l’hypothèse selon laquellef est localement intégrable
entraîne quef est intégrable sur les boulesB(x), x ∈ �.

2. Les résultats sont vrais aussi pour toute fonction harmoniquek � 0, car on peut se ramener au cas
k � 1 en remplaçantk park + 1.
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