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Résumé Etant donnée une théoriE de langagel, T, est la théoriel' a laquelle on ajoute les
axiomes qui expriment que est un L-automorphisme. Nous montrons ici que pour
la théorie de(Z, <,s) ou pour toute théori@-minimale w-catégorique, il existe une
expansion par définition naturelle dg admettant un modéle compagndtur citer cet
article: G. Duby, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 417-420.
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o-minimal theories with an automorphism

Abstract Let T be a theory of languagg. SetT, = T U {o is an L-automorphisth We show that
if T is the theory ofZ, <, s) or if T is o-minimal andw-categorical then there is a natural
expansion by definition of,; having a model companioro cite this article: G. Duby,

C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 417-420.
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Soit T une théorie compléte de langagePosonsl, = T U {o est unL-automorphismeou o est un
nouveau symbole 1-fonctionnel. On ndlg le langage d&, (i.e. LU{c}). Dans cette Note, hous montrons
que pour certaines théori&so-minimales, il existe une expansion par définition naturell&gdadmettant
un modéle compagnon. Une théorie ordonnée estoditénimale si dans tous ses modelgs!, <, ...),
les sous ensembles définissablesidesont des unions finies de singletons et d’intervalles du typé)
aveca etb € M U {—o0, 0o}. H. Kikyo et S. Shelah ont montré dans [2] quelsest instable, alorg,
n'admet pas de modele compagnon. Et donc, a fortioffi, ssto-minimale, le modéle compagnon dg
n’existe pas.

Les théories que nous analysons ici sont tout d’abord la thégeeTh(Z, <, s, s~ 1) ous représente la
fonction successeur et par la suite toute théomeinimalew-catégorique (noté&). Les expansions par
définitions deT,, sont les suivantes :

— pourTy, on regarde I'expansion décrite ci-dessoud/pun € Z U {+, —}) sont de nouveaux symboles

2-relationnels :

(Tl)cr

Vx,y Vulx,y) & Vzelx,yl s"(z)=0(2) neZ),
Vx,y Vilx,y) & Vzelx,yl z<o0(2),

Vx,y V_(x,y)&Vzelx,y] z>0(2);

TV =
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— pour les théorieg», on s’intéressera a I'expansion suivantelad, V_, V— et V sont de nouveaux
symboles 2-relationnels :

(TZ)U

Vx,y Vi(x,y)eVzelx,y] z<o0(2),
TV ={VYxy V_(x,y)oVzelx,y] z>0(2),

Vx,y V_(x,y)&x=0(x)Al[x,y]estfini

Vx,y Vi, y) & Vi, y) vV V=(x,y) vV V_(x,y).

Avant de continuer, je précise que, dans cette Note, la notatidr représente 'ensemble des éléments
se trouvant entre etb. En particulier[a, b] n'implique pas que: < b. Remarquez aussi que, daig/,
la condition «{x, y] est fini» est du premiére ordre CBr estw-catégorique.

1. Lecasdesentiersmunisdel’ordre

Avant d’énoncer le théoréme, je rappelle dljen’est pasw-catégorique car, par exemple, il existe un
nombre infini de 2-types engendrés par les formules: s”(x1) (n € Z). C'est d’ailleurs a cause de ces
formules que I'expansion par définitidh V comporte un nombre infini de nouveaux symboles. Je signale
aussi qud’y admet I'élimination des quanteurs dans le langage, s 1} et que Sid est une sous-structure
d'un modéleM deT; alors elle est une sous-structure élémentairatie

THEOREME 1.1. —La théorieT1V A décrite ci-dessous est le modéle compagnoiiide De plus, elle
admet I'élimination des quanteurs dans le langéges, s 1, o, VineZU{+, P}

TV
pour toutn € Z U {+, —} et tout entienn,
NWVA= Vx,y Vya(x,x) A=Vy(x,y) =3z €x,y] Vaul(z, 2),

Vx Vyx,x)=3z x <zA—=Vy(x,2),
Vx Vyx,x)=3z z<xA=Vyx,2).

Rappelons qu'un modeél@1 de Ty est isomorphe & un ordre lexicographique de la foimeZ, la
fonctions étant définie pas(i,n) = s(i,n + 1). Lautomorphismer induit alors une permutation de
Sin € Z, nous dirons qu’un élémente M est de couleun s'il satisfait V,,(x, x). Si n € {+, —}, nous
dirons quex est de couleur s'il satisfait V;,(x, x) et ne satisfait aucun dég, (x, x), n € Z. Nous avons
donc partitionné notre ensemhlef en sous-ensembles de couleyrs Z U {+, —}. Commeos est un
automorphisme qui respecte l'ordre, nous avéhéx, y) < V,(x,o(y)). Et donc, chaque relatiof,
définit une relation d’équivalence sur I'ensemble des points de couylegtrles classes de cette relation
sont stables par, o1, s ets 1, et sont convexes. De plus, la structure induite sur chdfudasse est celle
d’'un modéle de&l'; muni d’un automorphisme, qui égales” sin =n € Z (et est donc définissable dans le
langage dd1), ou bien satisfait < o (x) sin=+, eto(x) <x Sin=—.

Soit V(x, y) la relation d’équivalence définie parVi(x, y) si et seulement si le segmept, y] est
monochrome (si et seulementsiet y sont de la méme couleur et satisfontV,). Comme pour les
relationsV;,, les V-classes sont des convexes stablesopar 2, s et s~1. Soit M un modéle der1 V.
Nous définissons un ordre coloré sur le quotienf\dgpar V en prenant pour ordre, I'ordre induit pAn
et comme couleurs, les couleurs des classds.de

Supposons maintenant gé soit un modele d@1V A. Alors, dans I'ordre coloré induit sur le quotient,
les éléments de couleuissont denses, cofinaux et coinitiaux pour tewt Z. Si, de plus, M estw-saturé,
les éléments de couledr et de couleur sont aussi denses, cofinaux et coinitiaux.

Avant de commencer la preuve je tiens encore a préciser qu’'un motitle) de 7, est existentielle-
ment clos dans la clase des modéleggai et seulement si quand on regarde son expansion en un modéle
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deT1V, c’est un modele d&;V A dont chaqué/-classe est la fermeture convexe d’une orbited€ette
derniére condition n’est évidemment pas stable par ultraproduit.

Démonstration. -Nous devons a la fois montrer q@igV A admet I'élimination des quanteurs et qu’elle
est une compagne dB V. Pour cette deuxiéme partie, il suffit de vérifier que tout model&;de peut
s’étendre en un modele dgV A carT1V € T1V A. Nous laissons le soin au lecteur de prouver cette
deuxieme partie.

Pour I'élimination des quanteurs, nous allons procéder par la méthode du va-etwoenpédr
exemple [4]). SoientM et N deux modéles dg1V A avec N w-saturé. Soiené et b deux n-uples
provenant deV et respectivement, ef : @ — b un isomorphisme local. Nous devons montrer que, pour
touta € M, il existe 8 € N tel que f U {(«, B)} est un isomorphisme local. Avant de commencer, nous
étendons’ & (a) oul (a) est la sous-structure engendréepdrnsM pour le langagé<, s, o+, Vy(n €
ZU{+, =D}

Si«o est danga) alors c’est trivial. Supposons donc ouet ().

¢ Il n'existe aucun élément deéquivalent ax pourV.

Posonsi =a_Uay ola_ <a < ays (a— ouay peuvent étre vide). Supposons qusoit de couleur.
Comme)\ est un modele-saturé de1V A, il existe ung de couleur se trouvant entref (a_) et f (ay) et
non-équivalent (pouv’) atout f (a) € f(a). Nous avons tout de suite qyfeJ {(«, 8)} est un isomorphisme
local.

o |l existea’ dansa tel quea’ eta soient équivalents pour.

Soit A 'ensemble des éléments ¢& en relation avea pourV.PosonsA = A_UA; OUA_ <a < A..
Par saturation dd/, il existe ung e N tel quef(A_) < B < f(AL) et B soit dans laV -classe def (a').
Pour toutm, n € Z eta € a nous avong s («) <a < o s "(a) € A4, ce qui montre qu¢g U {(«, B)}
est un isomorphisme local.0

Ce théoréme se généralise aux théoriegale<, s, s, 0) et de(Z, <, s, s, —) ol — représente la
fonctionx — —x. Par exemple, pouf; = Th(w, <, s, s~1,0), on prend comme expansidijV la théorie
T1V dans laquelle on remplac&1), par(T;), et pour son modéle compagnon, on prend la thébrieA
dans laquelle on échan@gV avecT,|V et ou on retire le dernier schéma d’axionvasV,, (x, x) = 3z z <
x A=V, (x,z) pourleremplacer parx V,(x,x) A=V=(x,00 = Jzz <x A=V,(x,2) .

2. Lecasdesthéories o-miniales et w-catégoriques

Avant de passer au théoréme central de cette section, je mentionne ci-dessous la caractérisation des
théorieso-minimalesw-catégoriques de A. Pillay et C. Steinhorn provenant de [3]. Cette caractérisation
simplifie grandement la preuve du Théoréme 2.2.

THEOREME 2.1. — SoitT une théorieo-minimalew-catégorique et soit\ son modéle dénombrable.
Alors, il existe
(i) un ensemble fini d’éléments définissables sans paramétsegco, ..., c,} € M U {—o0, co} tel
guecg < c1 < --- < ¢, €t pourtoutj e [1,n] soitI; = (cj_1, c;) est vide, soit c’est un ordre dense
sans premier ni dernier élément,
(ii) une relation d’équivalenc& C 12 ol I = {; | I; # ¢} telle que pour chaque pairg, j) € E, |l
existe une bijection monotone définissafile: I; — I; et telle quef;; estl'identité etf; j o fjx =
fi.k pour toutes pairesi, j) et(j, k) € E,
tels queT” admet I'élimination des quanteurs dans le langagg U {c; |0<i <n}U{fi ;| (i, j) € E}.

THEOREME 2.2. — SoitT> une théoriev-minimalew-catégorique admettant I'élimination des quanteurs
dans le langage€. Alors, la théorieT>V A décrite ci-dessous est le modéle compagnofi-dé De plus,
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elle admet I'élimination des quanteurs dans le langdgeuJ {V,, V_, V_, V}.

TV

Vx,y —=Vx,y)=3z€lx,y]Vi(z, 2),

Vx,y =V(x,y)=3z€[x,y] V_(z,2),

Vx,y —=V(x,y)=3zelx,y] V=(z,2).

Pour tout intervalle ouvert infinl définissable sur le vide,
Vx el 3Jzg,z1€1 (2o <x <z1) A=V (x,z0) A=V (x,z1).

TohVA =

En fait, ce résultat reste valable si on se place dans le lan@jageL, U{V} c’est-a-direqud’ VA 1.,
admet I'élimination des quanteurs et est le modele compagndnidé,,, . Tout ceci est da au fait que
les symboled’,, V_ et V_ sont définissables daisV 1., par des combinaisons booléennes de formules
atomiques.

Comme corollaire immédiat du Théoréme 2.1, nous avons queest fini, alorsT>V A est finiment
axiomatisable.

Avant de donner la preuve du Théoréme 2.2, remarquez que tout comme dangjld@aslationV est
une relation d’équivalence dont les classes sont des convexes stabtestpar®. Supposons maintenant
queT> soit simplement la théorie des ordres denses sans extremités. Nous dirons\gtclasse[x] est
de couleum € {+, —, =}, si nous avon¥, (x, x). Un modele d&>V A est un modéle d&V dans lequel
les trois couleurs sont coinitiales et cofinales et tel que entre toute paire d’éléments non-equivalénts pour
il existe un élément de couleyrpour touty € {+, —, =}.

Démonstration. -Soit 7 une théorieo-minimale w-catégorique éliminant les quanteurs dans le
language£. Nous pouvons, sans perte de généralité, supposerfgest le langage décrit dans le
Théoreme 2.1. En appliquant de nouveau le Théoréme 2.1, nous pouvons nous ramener facilement au cas
ouTr =Th(Q, <).

La preuve par va-et-vient qu&V A admet I'élimination des quanteurs se ramene maintenant aux deux
problémes suivants :

Fait 1. Soit(7, P,, <)yezui+,—) Un ordre dense sans extremités,Bzgormant une partition dé, et chaque
P, étant dense, cofinal et coinitial dahsAlors I'ensemble des isomorphismes partiels/dée domaine
fini a la propriété du va-et-vient.

Fait 2. Soit (I, <, o), un ordre dense sans extrémités, avec un automorphissatisfaisan¥x x < (x).
Alors I'ensemble des isomophismes partielddie domaine fini a la propriété du va-et-vienta

Il est trés tentant de vouloir étendre ces résultats a toutes les theaniesmales. Hélas, ceci n’est pas
toujours possible. On peut montrer que pour la théori¢Rle<, .¢) (ou .¢ est la multiplication scalaire
par le réel non nuy) avoir une relation d’équivalendé infiniment définissable (par formules atomiques)
dont les classes sont closes pane suffit plus & prouver I'existence d’'un modele compagnon. Et de plus,
ce comportement négatif peut étre reproduit avec les théories des corps réels clos et des groupes ordonnés
abéliens divisibles et ainsi que dans la plupart des théoriegimales. D’un autre coté, il est possible
d’obtenir des résultats positifs si on suppose fjuest une théorie d’ordre-catégoriquevoir [1]).
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