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Résumé Dans ce travail nous étendons au cas d’observations aléatoirement censurées I'étude des
mesures prédictives dans le modéle non paramétrique bayésien de Cox—Dirichlet effectuée,
pour des observations non censurées, par N. Gouget et J.P. Raoult, dans [3]. Nous
montrons que dans les différents cas de censure envisagés, les mesures prédictives restent
régulieres par portions au sens de l'article [3]. Il en résulte une partition de I'espace des
observations en parties contenues dans des sous espaces vectoriels, sur chacune desquelles
la mesure prédictive est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue. Nous
calculons, dans le cas de la censure a droite, les densités ainsi défmie<iter cet
article: F. Messaci, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 557-560.
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Predictive measuresin the Cox-Dirichlet model with random censures

Abstract This paper is devoted to the extension to randomly censored observations of the study of
predictive measures in the nonparametric bayesian Cox—Dirichlet model, which has been
developed for non censored observations by N. Gouget and J.P. Raoult in [3]. We show
that in all cases, the predictive measures stay piecewise regular (as defined in [3]). This
implies that there exists a partition of the space of observations in subsets, included in
linear subspaces, such that in each of them the predictive measure is absolutely continuous
w.r.t. the Lebesgue measure. We compute the so defined densities for right cenBwring.
citethisarticle: F. Messaci, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 557-560.
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Abridged English version

A probability measure ofR” is said piecewise regular (see [3]) if, for any permutatiog (o1, ..., 0,)
the restriction of its survival function (s.f§to
Ay = {(ti)lg,'gn Vje{l,...,n—=1}, 1; < tng}
admits a continuous-derivatived” S, /oty - - - 0t;,.
It is known that a piecewise regular measure is not necessarily absolutely continuous w.r.t. the Lebesgue
measure ofR” but that absolute continuity holds for its restrictions to amymensional (with 1< 1 < n)
subset defined by equalities and strict inequalities between coordinates, that is any

Ay ={t1<i<n Vi€ (L)t a==1a, Vi€ (L.l =1} fo, <lo, .4},
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wherer = (A1..... ) with Sy A =n andn; =37 _; Ay (with no = 0).

This property holds for the predictive measure in the following bayesian Cox—Dirichlet model which
provides a modelisation for life duration data with multiple right censoring: we obseimdependent
random variables, i.e.

T =inf(Tig, ..., i) = Tia Ao AT

(1<i<n)whereT;,..., T, are independent and, for eakh(1 < k < m), there exists a baseline

s.f. Gy and strictly positive fixed constantg; so that the s.f. of;  is G;"k. For eachk, Gy is unknown

and endowed with a Dirichlet prior (as defined in [1]), characterized by a positive finite megsute

priors relative to different values @f are independent. The case with= 1 had been considered in [3];

by generalizing the computations in that paper we obtain a closed form for the density of the predictive
measure on each subsg} w.r.t. the Lebesgue measure (see Theorem 1). Piecewise regularity also holds
for left censoring (observation df; 1 Vv T;2) and for every form of right—left censoring (observation of
[TiaA(Ti 2V Ti3)]V (Ti2ATi3), (Ti 1V T 3) A(Ti 2V T; 3) Or [T; 1V (T; 2 A T; 3) | A T; 2) where computation

of densities is feasable but intricated. Details of proofs and computations are given in [4].

1. Introduction

Dans [3], Gouget et Raoult introduisent la notion de mesure réguliére par portioR$ stirpartant de
la fonction de survie de la loi prédictive dans le modéle bayésien de Cox—Dirichlet, calculée dans [5], ils
montrent que la mesure qui lui est associée rentre dans ce cadre. lls en déduisent les densités restreintes
de la loi prédictive & des sous ensembles caractérisés par des égalités et des inégalités strictes entre les
observations. Pour préciser ce résultat, rappelons les notions et notations suivantes de [3].

Une configuration d’ex aequo est toute suite de nombres entiers strictement pasitifg, .. ., A;) telle
quezlj:l Aj =n.Nous notong; = >_7_, 4 (avecng = 0). Pour chaque-permutationr = (o1, . .., o)
et chaque configuration d’ex sequmous introduisons le sous ensembldRfedéfini par

Ak ={t)1<i<n Vi ell,... 1}, toy, 1 =""=tlo,, Vie{l....l =1}, 15, < tgnﬁl}.

A’ est I'ensemble de toutes les suites d&Asjui peuvent étre réordonnées en croissant par I'usage de la
permutatiors et dans lesquelles il y a exactemébtocs d’ex aequo qui, lorsqu’on les recense en croissant,
ont les tailles successivas, ..., A;.

AQ est en bijection avec un sous ensembleRdear I'application W(t)igisn = (tgnj_)lgjg;, ce qui

permet de définir la mesure de Lebesguessiipar transport de la mesure de LebesgueRsur

Pouri = (1, ..., 1), la suite de longueur dont tous les éléments sont égaux a 1, nous obtenons les sous
ensembles\, = {(fi)1<i<n 1 Vj €1{L,...,n =1}, 15, < foji1}s dont la fermeture esh, = {(t)1gign
Vie{l,...,n—1}, lo; gtgﬁl}.

Une mesure finie sUR” est dite réguliere par portions si pour tout@ermutationr, la restriction de sa
fonction de survie$, a A, notées, , admet laz-dérivée continu@” S, /dry - - - 9t,,.

Dans ce travail, dont une version plus détaillée est [4], nous étendons le résultat de [3] au cas ou les
observations sont censurées soit & droite, soit & gauche, soit en méme temps a droite et & gauche (censure
mixte). Pour tous ces cas nous montrons que la mesure prédictive obtenue reste réguliére par portions. Les
densités prédictives restreintes ank sont calculées, dans le cas de la censure a droite.

Dans toute la suite, pour tout1 < i < n), 'observationT; résulte (en un sens que nous préciserons dans
chaque cas) de: variables aléatoires inobservablgg (1 < k < m) strictement positives indépendantes
et, pour tout, le vecteur aléatoir€T; ;) 1<i<» €St lui méme régi par le modéle bayésien de Cox—Dirichlet
etudié dans [3]. De maniere précise, il existe une famille de fonctions de survie dé(haser < et
une famille doublement indexée de contraintes strictement positive®; 1) 1< <n, 1<k<m de telle sorte
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gue la fonction de survie d&; ; soit la puissancef;;""‘. D’autre part chaque famille de lois de base
est munie d’un a priori de DirichIeDa;:, caractérisé par une mesure firig sur R, de fonction de
survieay (i.e. ax (1) = o (It, +oo[). Rappelons (voir par exemple [2]) que cela signifie que pour tout
et pour toute suite strictement croissaqte, u1, ..., us, us11) oUug =0 etuy;,1 = +00, la suite aléatoire

(1 — Gr(u1), Gr(u1) — Gr(u2), ..., Gr(us—1) — Gi(ug)) admet pour densité par rapport a la mesure de
Lebesgue suR? I'application :

F((X ) K s Us+1k 1

0,k o r—1

AU — b x| 1— ; 1 s Vs),
1030 = s 11 ( ; yz> AsOLs s ¥s)

. Dlogtak) ie1

ou I désigne la fonction gamma eulériennt, = {(yi)1<i<s : Vi O<yi <1, Y i jvi <1} etVie

(1. s+ 1), 0 = of (ui—sui]), @0k = Si07 ik
Nous supposons enfin que lesfonctions de survie de base sont a priori indépendantes, autrement dit
(Gr)1< k< m €St muni de l'a prior{ [;, Dy

2. Censureadroite

Ici
Ti=inf(Ti1,....Tim) =Tia A AT .

Ce modéle peut en particulier étre utilisé si les variablassont des durées de vie indépendantes, subissant
chacunen — 1 censures & droitg », ..., T; ,,. C'est pourquoi nous I'appelerons modéle bayésien de Cox—
Dirichlet a censures a droite multiples indépendantes. L'expression de la fonction de survie permet de voir
que la mesure prédictive est réguliére par portions. Ensuite, par application du Théoreme 1 de [3], nous
déduisons les densités correspondantes données par le théoréme suivant.

THEOREME 1. —Soitu la loi prédictive den durées de survie dans le modéle bayésien de Cox—Dirichlet
a censures a droite multiples et indépendantes. Les fonctions de survie des mesures de Dirichlet sont
supposeées continment dérivables. Soit (1;)1¢ ;< une configuration d’ex sequo, selon laquelle nous

décomposons chacune dessuites de contraintesc; x)1< i< » €Nl SOUS Suites SUCCGSSiVG#)lgjg[
avec c,{ = (c{) K)1<v<a; 5 hous introduisons les sommes partielles supérieures de contrainies=
h
Zh =j Zv 160 k-
Alors la restriction degx & A% admet comme densité par rapport a la mesure de Lebesgue la foggétion
définie par.

i PN F@00) T nr o
gh(tn, ... 1) = <1)Hr(a0k+elk)HlBAx])cjm),

oux; estla valeur commune des observatigreppartenant aui‘“m¢ bloc d’ex sequo, une fois rangées en

ordre croissantB; (x;) =[]/, %m et, P ;1 designant 'ensemble de tous les sous ensembles
J J+L
de{l, '-'7)‘]' — 1},

Cixpy= > (=DM i (x))
k=1

MGP}L/.—].

x [(Lnﬁ’(ak(x,-) tektel ity c{;,k> - (Lnr>’(ak(xj> tejikt c{;,k)].

veM veM
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3. Censure a gauche
Soiticim =2 et
T; =sunT;1,T;2) =Ti1V Ti2.

Le calcul de la fonction de survie prédictive (voir [4], 4) permet de voir que la mesure qui lui est associée est
réguliére par portions. L'expression de la densité est plus lourde que pour la censure & droite ; par exemple,
sur la diagonale dans le cas=2 c’est :

5 —> g e [INAc,(x) —INAc(x) — InAg(x) + N A, (x)]
Ao(x) ¢ ¢ 0 c1
B
+b Bzgi [In By (x) = In By (x) = In Bo(x) + In By, (x)]
Ac) b—Bd(x) [INAc,(x) —In Ag(x) + In B4, (x) — In Bo(x)

a
Ao(x)  Bo(x)

—INAc(x) +InAe (x) — I By (x) +In By, (x)]

, Ac) Bo(0) <Bd2(X) By, (x)
Ao(x) Bo(x) \ B4,(0) ~ B, (0)
Bi(x) Ao(0) (ACZ(X) n Ay (1)
Bo(x) Ao(x) \ Ac,(0) = A (0)

Olc=c11+c21 d=cra+c22 a= ks, b=, Ay(t) =T(e1(t) + h) et By(r) =
[(o2(t) + h).

) [INAc(x) = INAgy (x) — INAgy (x) + I Ao(x)]

> [IN B4(x) — In By, (x) — In B, (x) + In Bo(x)] ',

4. Censuresmixtes

Nous nous intéressons aux trois modeles suivants.
Modéle symétriqudci I'observation d’indice est :

Ti=[Tian(Ti2v Ti3)| V(T2 ATi3).
Modéle a censure initiale a droite pdk. Ici I'observation d'indicei est :
Ti=TiavTiz)AN(Ti2VTi3).
Modéle a censure initiale & gauche p&s. Ici 'observation d’indice est :
Ti=[Ti1V (Ti2ATi3)| AT

Pour tous ces cas, le calcul de la fonction de survie (voir [4], 5) permet de voir que la mesure prédictive est
réguliére par portions.
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