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Résumé Soit X une variété algébrique lisse et projective sur un corpsk algébriquement clos de
caractéristique nulle. Nous montrons que la catégorie des faisceaux réflexifsµ-semistables
de penteµ et équivariants pour l’action de certains groupes surX est abélienne. En
examinant le même énoncé surX = P2

C, avec une condition de semistabilité plus forte,
nous en déduisons une démonstration géométrique du fait que la catégorie des structures de
Hodge mixtes est abélienne.Pour citer cet article : O. Penacchio, C. R. Acad. Sci. Paris,
Ser. I 335 (2002) 475–480.
 2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Mixed Hodge structures and semistable reflexive sheaves

Abstract LetX be a smooth projective variety over an algebraically closed field of characteristic 0.
We prove that the category ofµ-semistable reflexive sheaves of slopeµ equivariant for
the action of some group onX is Abelian. The same claim forX = P2

C and a stronger
semistability condition gives us a geometric proof of the fact that the category of mixed
Hodge structures is Abelian.To cite this article: O. Penacchio, C. R. Acad. Sci. Paris,
Ser. I 335 (2002) 475–480.
 2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Abridged English version

Let F be a coherent sheaf on a smooth projective varietyX. There is a canonical morphism fromF to
its bidual,ν :F → F∗∗. F is said to be reflexive ifν is an isomorphism. Recall from [3] thatF∗∗is itself
reflexive as the dual sheaf of a coherent sheaf. We call it the reflexive sheaf associated toF .

We define the slope of each coherent sheafF asµ(F) = c1(F)/rk(F) if rk (F) > 0 andµ(F) = 0
otherwise.F is said to beµ-semistable of slopeµ if for all coherent subsheavesE ⊂ F we have
µ(E)� µ(F)= µ.

Kernel, cokernel, image and coimage of a morphism in the category of reflexive sheaves are defined to be
reflexive sheaves associated respectively to kernel, cokernel, image and coimage in the category of sheaves.

THEOREM 0.1. – The category Reflµ(X) of µ-semistable reflexive sheaves of slope µ over a smooth
projective algebraic variety is Abelian.

The additivity of this category is clear following Lemma 1.1. The Abelian character comes from the fact
thatµ-semistability allows to exhibit an isomorphism between image and coimage in the complement of a
subset of codimension at least 2. This provides an isomorphism since reflexive sheaves are normal.
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Suppose thatX is endowed with a flat action of a group schemeG (see the French version for definitions).
The facts that in this case taking the dual commutes with the action and that the category ofG-equivariant
coherent sheaves onX is Abelian (cf. [8]) give:

COROLLARY 0.2. –LetX be a smooth projective algebraic variety endowed with a flat action of a group
scheme G. Then the category Reflµ(X/G) of G-equivariant µ-semistable reflexive sheaves of slope µ is
Abelian.

Fork = C we introduce the notion ofP1
0-semistability for fiber bundles overP2

C, whereP1
0 is some given

divisor. A vector bundleE is said to beP1
0-semistable if its restriction to this divisor is semistable as a vector

bundle over a curve. AP1
0-semistable vector bundle isµ-semistable.

Theorem 3.1 of the French version gives an equivalence of categories between the category of mixed
Hodge structures and some category ofP1

0-semistable equivariant sheaves of slope 0 over the projective
plane. Using the proof of the theorem above in the caseX = P2

C, we show that the last category is Abelian
(Proposition 3.2). This result combined with the equivalence of category of Theorem 3.1 gives a geometric
proof of following fact (see [1]):

COROLLARY 0.3. –The category of mixed Hodge structures is Abelian.

1. La catégorie des faisceaux réflexifsµ-semistables de penteµ est abélienne

Un faisceaux cohérentF est dit réflexif si le morphisme canonique vers son bidualν :F → F∗∗ est
un isomorphisme. En général, le faisceauF∗∗ est appelé faisceau réflexif associé au faisceau cohérentF .
Remarquons que sif :F → G est un morphisme entre faisceaux cohérents et queG est réflexif, alorsf se
factorise de manière canonique parν. En effet, notonsν′ l’isomorphismeG → G∗∗ etf ∗∗ l’image def par
le morphisme canonique de Hom(F ,G)→ Hom(F∗∗,G∗∗), alorsf = ν′−1◦f ∗∗ ◦ν donne la factorisation.

Soit X une variété projective lisse. On définit la pente d’un faisceau cohérentF surX par µ(F) =
c1(F)/rang(F) si rang(F) > 0 etµ(F)= 0 sinon. On dit queF estµ-semistable de penteµ si pour tout
sous-faisceauE ⊂F on aµ(E)� µ(F)= µ.

Soit C(µ) la catégorie des faisceaux cohérents sans torsionµ-semistable de penteµ sur X. La
démonstration du lemme suivant est analogue à celle de la Proposition 5.3.5, p. 75 dans [4].

LEMME 1.1. – Soit 0 → E → F → G → 0 une suite exacte de faisceaux sans torsion telle que E et G
soient dans C(µ). Alors F est dans C(µ).

PROPOSITION 1.2. – Soit 0 → E e→F f→ G → 0 une suite exacte de faisceaux cohérents sur une variété
algébrique projective lisse X telle que F soit réflexif et G soit sans torsion, alors E est réflexif.

Démonstration. – Le faisceau cohérentE est un sous-faisceau du faisceau réflexifF et est donc sans
torsion, ainsi le morphisme canoniqueν :E → E∗∗ est injectif. On veut montrer queν est un isomorphisme.
Comme on l’a noté en début de section, on peut factorisere par ν. CommeE est sans torsion, il est
localement libre en dehors d’un ensemble algébriqueY de codimension au moins 2. Ainsiν|X\Y :E |X\Y →
E∗∗|X\Y est un isomorphisme, de même pourη|X\Y :G|X\Y → Coker(e∗∗)|X\Y . Le support du noyau ker(η)
est donc de codimension au moins 2, donc est de torsion, maisG est sans torsion d’où ker(η) = 0 ce qui
achève la preuve.✷

Noyau, image, conoyau et coïmage d’un morphisme dans la catégorie des faisceaux réflexifs sont définis
comme étant les faisceaux réflexifs respectivement associés au noyau, conoyau, image et coïmage du
morphisme vu dans la catégorie des faisceaux cohérents.
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THÉORÈME 1.3. – La catégorie Reflµ(X) des faisceaux réflexifs µ-semistables de pente µ sur une
variété algébrique lisse et complète X est abélienne.

Démonstration. – Reflµ(X) est une sous-catégorie additive de la catégorieC(µ) car elle a des sommes
directes par le Lemme 1.1. Montrons qu’elle est exacte. Soitf :E → F un morphisme dansReflµ(X).
On dispose dans la catégorie des faisceaux cohérents de noyaux, conoyaux, images et coïmages
Ker(f ), Coker(f ), Im(f ) et Coim(f ) qui vérifient les isomorphismes Im(f ) ∼= E/Ker(f ) ∼= Coim(f )
et Coker(f )∼=F/Im(f ). On notei : Ker(f )→ E etπ :F → Coker(f ).

On définit le noyau def dans la catégorieReflµ(X), que l’on noteKer, comme étant le faisceau réflexif
associé au noyau def dans la catégorie des faisceaux cohérents Ker(f ). Or Ker(f ) est réflexif. En effet
il s’insère dans la suite exacte 0→ Ker(f )→ E → Coim(f )→ 0. Or Coim(f )∼= Im(f ) et Im(f ) est un
sous-faisceau du faisceau réflexifF , donc sans-torsion, etE est réflexif. D’après la Proposition 1.2, Ker(f )
est réflexif, ainsiKer = Ker(f ).

Ker est de penteµ. En effet Ker(f ) et Im(f ) sont respectivement des sous-faisceaux cohérents des
faisceauxE et F , µ-semistables de penteµ, doncµ(Ker(f )) � µ et Im(f ) � µ. Maisµ est barycentre
à coefficients positifs deµ(Ker(f )) et µ(Im(f )) doncµ(Ker) = µ(Ker(f )) = µ(Im(f )) = µ. Il estµ-
semistable car tout sous-faisceau cohérent deKer est un sous-faisceau cohérent deE donc de pente� µ.
Soit d :D → E un morphisme entre faisceaux réflexifs tel quee ◦ d = 0. Alors d se factorise par Ker(f )
dans la catégorie des faisceaux donc parKer dansReflµ(X). Ainsi Ker est un noyau dansReflµ(X).

On définit le conoyau dansReflµ(X), que l’on noteCoker, comme étant le faisceau réflexif associé au
faisceau cohérent Coker(f ), i.e. Coker = Coker(f )∗∗. On noteπ∗∗ :F → Coker le morphisme associé à
π :F → Coker(f ) (π∗∗ = ν ◦ π où ν est le morphisme canonique de Coker(f ) vers son bidual). Ainsi
définit,Coker est bien un conoyau dans la catégorie des faisceaux réflexifs : soitg :F → G un morphisme
de faisceaux réflexifs tel queg ◦ f = 0. On peut alors factoriserg dans la catégorie des faisceaux par un
morphismeg′ : Coker(f )→ G. On ag = g′ ◦ π . Notonsν : Coker(f )→ Coker le morphisme canonique.
Comme on l’a vu en début de section,g′ se factorise parν via un morphisme deCoker versG que nous
noteronsg′′. Soitπ∗∗ = ν ◦ π :F → Coker. Alors g = g′′ ◦ π∗∗ ce qui prouve queCoker est un conoyau
dansReflµ(X).

Prouvons queCoker estµ-semistable de penteµ. Considérons le faisceau cohérent ker(π∗∗), noyau de
π∗∗ :F → Coker. NotonsT le conoyau du morphisme de Im(f ) vers ker(π∗∗). On a alors le diagramme
commutatif

0

0 T

0 Im(f ) F π

id

Coker(f )

ν

0

0 Ker(π∗∗) F π∗∗
Coker = Coker(f )∗∗ 0

T 0

0

477



O. Penacchio / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 335 (2002) 475–480

Prouvons que le morphisme de Im(f ) vers ker(π∗∗) est en effet injectif. NotonsS son noyau. Montrons
d’abord que le support deS est de codimension au moins 2. Supposons qu’il contienne une composante
V de codimension 1. Alors, commeX est complète, d’après [2], il existe une courbei :C ↪→X transverse
à V . i∗S est de torsion surC donc est supporté par des points deC qui contribuent chacun strictement
positivement à c1(i∗S) donc c1(i∗S) > 0. CommeC est transverse àV , c1(i

∗S)= i∗c1(S), donci∗c1(S) >

0 ce qui est une contradiction car Im(f ) estµ-semistable de pente 0. Donc le support est de codimension au
moins 2, doncS est de torsion donc nul comme sous-faisceau d’un faisceau sans torsion. D’où l’injectivité
voulue et donc la surjectivité deν.

Comme rg(Coker(f )) = rg(Coker(f )∗∗) on a aussi rg(Im(f )) = rg(Ker(π∗∗)). Or c1(Ker(π∗∗)) =
c1(Im(f ))+ c1(T ), donc c1(T )� 0 sans quoi on auraitµ(Ker(π∗∗)) > µ ce qui nierait laµ-semistabilité
deF . Or µ(F) = µ et µ(Ker(π∗∗)) � µ impliqueµ(Coker) � µ ce qui sachant queµ(Coker(f )) = µ
implique c1(T )� 0 et donc c1(T )= 0. Ainsiµ(Coker)= µ.

Montrons queCoker estµ-semistable. SoitE un sous-faisceau cohérent deCoker et soitF le faisceau
cohérent quotient deCoker parE, on a la suite exacte 0→ E → Coker → F → 0. Commeπ∗∗ :F →
Coker est surjective, on a un morphisme surjectif deF versF . NotonsK son noyau, c’est un sous-faisceau
cohérent deF . On a la suite exacte 0→ K → F → F → 0. Supposons queµ(E) > µ, alors comme
µ(Coker) = µ(F) = µ, il vient µ(F) < µ et doncµ(K) > µ ce qui contredit laµ-semistabilité deG.
Donc, siE est un sous-faisceau cohérent deCoker, µ(E)� µ. Coker est bienµ-semistable.

On définit ensuite l’image def dansReflµ(X), Im, comme étant le noyau pour le conoyau, c’est à dire
le faisceau réflexif associé au faisceau cohérent ker(π∗∗), noyau faisceautique du morphisme de faisceaux
réflexifsπ∗∗ :F → Coker. Comme on l’a montré pour le noyau, ker(π∗∗) est déjà un faisceau réflexif carG
est réflexif etCoker est sans torsion car réflexif. On a vu de plus que ker(π∗∗) estµ-semistable de penteµ.
Donc l’imageIm∼= ker(π∗∗) estµ-semistable de penteµ.

La coïmageCoim de f est le faisceau réflexif associé au conoyau du noyaui :Ker → F . On a
Coim = Coker(i)∗∗. D’après l’étude faite surCoker, Coim estµ-semistable de penteµ. De plus d’après
la Proposition 1.2,Coim est isomorphe à Coim(f ).

Reste à montrer que l’image et la coïmage sont isomorphes. Montrons d’abord que le support deT est de
codimension au moins 2. Supposons qu’il contienne une composanteV de codimension 1. Par les mêmes
arguments que pour montrer l’injectivité du morphisme de Im(f ) vers ker(π∗∗), on montre qu’il existe alors
une courbei :C ↪→X transverse àV telle quei∗c1(T ) > 0 ce qui est une contradiction. Donc supp(T ) est
de codimension au moins 2. Ainsi il existe un sous-ensemble algébriqueY deX de codimension au moins 2
tel queCoker et Coker(f ) soient isomorphes surX\Y . Donc, par le diagramme commutatif précédent, le
morphisme de Im(f ) versIm est un isomorphisme surX\Y . Ainsi la composée des restrictions àX\Y
de l’isomorphisme surX entreCoim et Coim(f ) puis de l’isomorphisme surX entre Coim et Im(f ) et
de l’isomorphisme surX\Y entre Im(f ) et Im fournit un isomorphisme entreIm et Coim surX privé
d’un ensemble de codimension au moins 2,Y . Ces faisceaux étant réflexifs, d’après [3], ils sont normaux
et donc entièrement définis par leurs restrictions aux complémentaires d’ensembles de codimension au
moins 2, d’où l’isomorphismeIm ∼= Coim. ✷

Suivant [3] les faisceaux réflexifs sont localement libres en dehors d’un sous-ensemble de codimension
au moins 3, tout faisceaux réflexif sur une courbe ou une surface est localement libre. On déduit donc du
théorème le résultat classique :

COROLLAIRE 1.4. –La catégorie des fibrés vectoriels µ-semistables de pente µ sur une courbe ou une
surface algébrique lisse et projective est abélienne.

2. Le cas des faisceaux équivariants

SoitG un schéma en groupe. Une action deG surX est un morphismeσ :G×k X → X qui satisfait
les conditions d’associativité et d’identité. UnG-faisceau cohérent sur la variétéX est alors un faisceau
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de OX-modulesF surX avec un isomorphisme F : σ ∗F ∼= p∗
2F , où p2 est la projection deG × X

sur le deuxième facteur, tel que F vérifie la condition habituelle de cocycle (cf. [8]).f : E → F est un
morphisme deG-faisceaux cohérents s’il commute aux linéarisations, i.e. F ◦ σ ∗f = p∗

2f ◦ E .

LEMME 2.1. – Le dual F∗ d’unG-faisceau de OX-modules cohérent F est unG-faisceau cohérent. Le
morphisme canonique ν d’un G-faisceau F vers son G-faisceau réflexif associé F∗∗ est un morphisme de
G-faisceaux.

Démonstration. – p2 :G×k X→X est plate.σ est plate comme composée dep2 avec l’isomorphisme
G×k X ∼= G×k X donné par(g, x) �→ (g, gx). Les foncteursp∗

2 et σ ∗ sont donc exacts. Donc, d’après
[3], Proposition 1.8, on ap∗

2(F∗) ∼= (p∗
2F)∗ et σ ∗(F∗) ∼= (σ ∗F)∗. Ainsi l’isomorphisme image de F

dans Hom((p∗
2F)∗, (σ ∗F)∗) se transporte en isomorphisme dans Hom(p∗

2(F∗), σ ∗(F∗)) ce qui permet de
conclure.

On vient de voir queF∗∗ est unG-faisceau. Soit ∗∗
F le morphisme entre faisceaux réflexif associé à F .

Alors ∗∗
F ◦ σ ∗ν = p∗

2ν ◦ F et (σ ∗F)∗∗ ∼= σ ∗(F∗∗) et (p∗
2F)∗∗ ∼= p∗

2(F∗∗) permettent de conclure.✷
COROLLAIRE 2.2. – Soit X une variété algébrique projective et lisse munie d’une action plate d’un

schéma en groupe G. Alors la catégorie Reflµ(X/G) des G-faisceaux réflexifs µ-semistables de pente µ
sur X est abélienne.

Démonstration. – Elle est clairement additive. D’après [8], Section 1.4, la catégorie desG-faisceaux
cohérents surX est abélienne. Avec les notations du théorème précédent, les faisceauxKer, Coim(f ),
Im et Coker(f ) sont desG-faisceaux cohérents et les morphismes associés sont desG-morphismes. Par
le Lemme 2.1Coim, Coker sont desG-faisceaux, les morphismes de coïmage et de conoyau sont desG-
morphismes, on possède donc noyaux, images, conoyaux et coïmages dansReflµ(X/G).

Reste à voir que l’isomorphisme entre image et coïmage dans la catégorie des faisceaux réflexifs est
unG-isomorphisme. Commep2 et σ sont plates, on déduit deux suites exactes courtes par pullback sur
G×X de la suite exacte courte surX du théorème 0→ T → Coker(f )→ Coker → 0. Donc les pullbacks
de Coim et Im sont isomorphes en dehors d’un ensemble de codimension au moins 2 ce qui permet de
conclure queCoim etIm sontG-isomorphes. ✷
3. La catégorie des structures de Hodge mixtes est abélienne

Dans cette section on se place sur le corpsk = C. Soit P2
C le plan projectif complexe. Il est muni de

l’action standard par translation du toreT = G3
m/#(G

3
m), σ : T × P2

C → P2
C qui est plate. Considérons

l’involution antiholomorphe deP2
C, τ : (u0 : u1 : u2) �→ (u0,−u2, u1). SoitE un faisceau deOP2

C
-modules

localement libre. On peut définir le faisceauτ ∗E par : pour tout ouvert de ZariskiU , τ ∗E(U)= E(τ (U)).
τ ∗E est muni d’une structure deOP2

C
-module par : pour toute ∈ τ ∗E(U), toutf ∈OP2

C
(U), f.e= τ∗(f )e.

Un τ -faisceau localement libre surP2
C est la donnée d’un faisceau localement libreE et d’un morphisme

de faisceauxf :E → τ ∗E tel queτ ∗(f ) ◦ f = idE . Un Tτ -faisceau équivariant est unT-faisceau qui est à
la fois unτ -faisceau.

NotonsP1
0 le diviseur d’équationu0 = 0. Un fibréE surP2

C est ditP1
0-semistable si sa restriction àP1

0 est
semistable ; il est alorsµ-semistable. Le morphisme d’inclusion est notéj : P1

0 ↪→ P2
C.

Nous distinguerons deux catégories de structures de Hodge mixtes. La catégorieCatR-MHS des structures
de Hodge mixtes réelles dont les objets sont de la forme(HR,W•,F •,F •

), oùHR est un espace vectoriel
sur R, W• une filtration croissante et exhaustive (la filtration par le poids),F • une filtration décroissante
et exhaustive deHC =HR ⊗R C etF

•
est sa conjuguée par rapport à la structure réelle sous-jacente. On

demande de plus queF • etF
•

soientn-opposée surGrnWHC =WnHC/Wn−1HC. Un objet de la catégorie
des structures de Hodge mixtes complexesCatC-MHS est un espace vectoriel muni de trois filtrations
opposées(HC,W•,F •,F •

) telles que la filtration par le poids soit croissante et les autres décroissantes.
Dans les deux catégories, les morphismes sont les morphismes strictement compatibles aux filtrations.
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Dans [5] on associe des fibrésT-équivariants surP2
C aux espaces vectoriels munis de trois filtrations

suivant la philosophie des constructions de fibrés de Rees surP1 associés aux filtrationsF •, F
•

dans [7] et
F •,W• dans [6]. On montre alors :

THÉORÈME 3.1. –
• La catégorie des structures de Hodge mixtes complexes CatC-MHS est équivalente à la catégorie des

fibrés T-équivariants P1
0-semistables de pente µ = 0 munie des morphismes P1

0T-équivariants dont
l’ensemble de singularité du conoyau est inclu dans (1 : 0 : 0).

• La catégorie des structures de Hodge mixtes réelles CatR-MHS est équivalente à la catégorie des
fibrés Tτ -équivariants P1

0-semistables de pente µ = 0 munie des morphismes Tτ -équivariants dont
l’ensemble de singularité du conoyau est inclu dans (1 : 0 : 0).

PourX = P2
C, avec cette nouvelle condition de semistabilité, l’énoncé du Théorème 1.3 devient :

PROPOSITION 3.2. – La catégorie des fibrés T-équivariants (respectivement Tτ -équivariants)
P1

0-semistables de pente µ= 0 est abélienne.

Démonstration. – On reprend les notations du Théorème 1.3 avecX = P2
C, les faisceaux réflexifs sont

donc localement libres. Pour montrer que cette catégorie est abélienne, il reste à prouver qu’elle est
stable par noyau et conoyau. Considérons le morphismef :E → F et la suite exacte qui s’en déduit :
0 → Ker → E → F → Coker → 0. La restriction au diviseurP1

0 est un foncteur exact car le seul point de
singularité des conoyaux des morphismes est le point(1 : 0 : 0). D’où la suite exacte 0→ j∗Ker → j∗E →
j∗F → j∗Coker → 0.

La semistabilité dej∗Ker se déduit directement de la semistabilité dej∗E . Soit H un sous-faisceau
cohérent dej∗Coker. On peut alors écrire les deux suites exactes 0→ H → j∗Coker → j∗Coker/H → 0
et 0→ K → j∗F → j∗Coker/H → 0 oùK est le noyau du morphisme canoniquej∗F → j∗Coker/H.
Commej∗Coker et j∗F sont de degré 0,µ(K)� 0 impliqueµ(H)� 0 ce qui permet de conclure,Ker et
Coker sont bienP1

0-semistables.
La catégorie reste abélienne si l’on ajoute l’action de l’involution carτ est un isomorphisme

topologique. ✷
D’après la proposition précédente les catégories de fibrés équivariants évoquées dans le Théorème 3.1

sont abéliennes. Cette propriété est transportée par l’équivalence de catégories donnée dans le Théo-
rème 3.1, d’où la démonstration géométrique du fait suivant (cf. [1]) :

COROLLAIRE 3.3. –Les catégories des structures de Hodge mixtes réelles CatR-MHS et complexes
CatC-MHS sont abéliennes.
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