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Résumé On montre qu’une fonction holomorphe non-constantef définie sur un sous-espace
analytique deCp est injective si et seulement si on a∣∣∣∣

f (x)− f (y)

x − y

∣∣∣∣
2

= ∣∣f ′(x) · f ′(y)
∣∣, pour tousx ety distincts.

Cette caractérisation démontre l’analogue, pour les fonctions holomorphes, d’une conjec-
ture de A. Escassut et M.C. Sarmant. D’autre part on donne un contre-exemple à cette
conjecture, qui concerne les éléments bi-analytiques.Pour citer cet article : J. Rivera-
Letelier, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 335 (2002) 441–446.
 2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

A characterization of injective holomorphic functions in ultrametric
analysis

Abstract We prove that a non constant holomorphic functionf defined over an analytic subspace of
Cp is injective if and only if∣∣∣∣

f (x)− f (y)

x − y

∣∣∣∣
2

= ∣∣f ′(x) · f ′(y)
∣∣, for every distinctx andy.

This characterization proves the analogue, for holomorphic functions, of a conjecture of
A. Escassut and M.C. Sarmant. On the other hand we give a counter-example to this
conjecture, that concerns bi-analytic elements.To cite this article: J. Rivera-Letelier, C. R.
Acad. Sci. Paris, Ser. I 335 (2002) 441–446.
 2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Abridged English version

Fix a prime numberp and letQp be the field ofp-adic numbers and letCp be the least extension of
Qp, which is algebraically closed and complete. We denote byC∗

p the multiplicative group of non-zero
elements ofCp and|C∗

p| = {|z| | z ∈ C∗
p}, where| · | is the norm ofCp.
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A closed or open ball of Cp is a set of the form

{
z ∈ Cp | |z− a| � r

}
or

{
z ∈ Cp | |z− a|< r

}
, respectively,

wherea ∈ Cp andr ∈ |C∗
p|. A (closed ) affinoïd is a set of the formB − (B1 ∪ · · · ∪ Bn), whereB is a

closed ball and the ballsB1, . . . ,Bn are open. Ananalytic space is an increasing union of affinoïds.
An holomorphic function defined on an affinoïd is a uniform limit of rational maps without poles in the

affinoïd. Anholomorphic function is a function defined on an analytic spaceX ⊂ Cp , whose restriction to
any affinoïd contained inX is holomorphic, see e.g. [3] or [9].

THEOREM 1. –Let X ⊂ Cp be an analytic space and let f be a non-constant analytic function. Then f

is injective if and only if

∣∣∣∣
f (x)− f (y)

x − y

∣∣∣∣
2

= ∣∣f ′(x) · f ′(y)
∣∣, for every distinct x, y ∈X. (1)

For a, b, c, d ∈ Cp distinct we callR(a, b; c, d) = (a−c)(b−d)
(a−d)(b−c)

∈ C∗
p the cross ratio of (a, b, c, d). The

following corollary is an easy consequence of Theorem 1.

COROLLARY 1. –Let f be a holomorphic and injective function defined on an analytic space X ⊂ Cp .
Then for every distinct a, b, c, d ∈ Cp the cross ratio R(f (a), f (b);f (c), f (d)) is well defined and we
have

∣∣R(a, b; c, d)∣∣ = ∣∣R(
f (a), f (b);f (c), f (d))∣∣.

It is easy to see that the only functions that preserve the cross ratio are restrictions of homographies. So
we may interpret Theorem 1 as saying that those holomorphic functions that are injective are those which
are “close” to homographies.

The proof that the property (1) implies thatf is injective is simple and general. For the proof of the
reverse implication, we consider the mapf∗ : X̂ → Hp induced byf , whereHp is thep-adic hyperbolic
space and̂X is the convex hull ofX in Hp; see [6,9,7]. Then the property (1) follows easily from the fact
that, whenf is injective, the mapf∗ induces an isometry between̂X andf∗(X̂), see [6,9].

1. On analytic and bi-analytic elements

For general references to this section see e.g. [1].
Recall that ananalytic element defined on a setD ⊂ Cp is a uniform limit of rational maps without poles

in D. An injective analytic element whose inverse is also an analytic element is calledbi-analytic. Finally
recall that a setD ⊂ Cp is calledinfraconnected if for every a ∈ Cp andr ′ > r > 0 such that the annulus
{r < |z− a|< r ′} is disjoint fromD, we haveD ⊂ {|z− a| � r} orD ∩ {|z− a|< r ′} = ∅.

The equivalence of Theorem 1 does not hold in other contexts. In fact A. Escassut and M.C. Sarmant
described an open infraconnected setD ⊂ Cp where the polynomialP0(z)= z2 is injective and such that
the functionP0|D does not satisfy property (1), see [2, p. 161]. Moreover they remarked that the analytic
elementP0|D is not bi-analytic.

Motivated by this example, A. Escassut and M.C. Sarmant conjectured thatfor an analytic element
defined on an open infraconnected set, the property (1) is equivalent to the analytic element being bi-
analytic, see Conjecture 3 of [2, p. 162].

In [8] we prove one part of this conjecture: a bi-analytic element defined on an open infraconnected set,
satisfies property (2). We remark that the polynomialz+ z2 ∈ Cp[z], as an analytic element on{|z|< 1}, is
a counter-example to the reverse implication, and hence to the mentioned conjecture.
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We remark that the inverse of a holomorphic and injective function is also holomorphic, see [5] or [9].
So Theorem 1 implies the conjecture of A. Escassut and M.C. Sarmant, for holomorphic functions.

Fixons un nombre premierp et soientQp le corps des nombresp-adiques etCp la plus petite extension
algébriquement close et complète deQp . On noteC∗

p le groupe multiplicatif des éléments non-nuls deCp

et on note|C∗
p| = {|z| | z ∈ C∗

p}, où | · | est la norme deCp.
Uneboule fermée (resp.ouverte) deCp est un ensemble de la forme

{
z ∈ Cp | |z− a| � r

}
(resp.

{
z ∈ Cp | |z− a|< r

}
),

où a ∈ Cp et r ∈ |C∗
p|. Un affinoïde ( fermé) est un ensemble de la formeB − (B1 ∪ · · · ∪ Bn), oùB est

une boule fermée et les boulesB1, . . . ,Bn sont ouvertes. Unespace analytique est une réunion croissante
d’affinoïdes.

Une fonction holomorphe définie sur un affinoïde est une limite uniforme de fonctions rationnelles sans
pôles dans l’affinoïde. Unefonction holomorphe est une fonction définie sur un espace analytiqueX ⊂ Cp ,
telle que sa restriction à tout affinoïde contenu dansX est holomorphe, voir e.g. [3] ou [9].

THÉORÈME 1. – Soit X ⊂ Cp un espace analytique et soit f une fonction holomorphe non-constante.
Alors f est injective si et seulement si on a

∣∣∣∣
f (x)− f (y)

x − y

∣∣∣∣
2

= ∣∣f ′(x) · f ′(y)
∣∣, pour tous x, y ∈X distincts. (2)

Poura, b, c, d ∈ Cp distincts on appelleR(a, b; c, d)= (a−c)(b−d)
(a−d)(b−c)

∈ C∗
p le birapport de(a, b, c, d). La

preuve du corollaire suivant est ci-dessous.

COROLLAIRE 2. – Soit f une fonction holomorphe et injective définie sur un espace analytique
X ⊂ Cp. Alors pour tous a, b, c, d ∈ Cp distincts, le birapport R(f (a), f (b);f (c), f (d)) est bien défini et
on a ∣∣R(a, b; c, d)∣∣ = ∣∣R(

f (a), f (b);f (c), f (d))∣∣.
Il est facile de voir que toute fonction qui préserve le birapport coïncide avec une homographie. Donc on

peut interpréter le Théorème 1 en disant que les fonctions holomorphes qui sont injectives sont celles qui
sont « proches » des homographies.

La démonstration que la propriété (2) implique quef est injective est simple et assez générale. Pour
montrer l’implication inverse, on considère l’applicationf∗ : X̂ → Hp induite parf , où Hp est l’espace
hyperboliquep-adique etX̂ est l’enveloppe convexe deX dansHp ; voir [6,9,7]. La propriété (2) suit
facilement du fait que, quandf est injective, l’applicationf∗ induit une isométrie entrêX et f∗(X̂), voir
[6,9].

Preuve du Corollaire 2. – Commef est injective, les pointsf (a), f (b), f (c), f (d) ∈ Cp sont distincts
et donc le birapportR(f (a), f (b);f (c), f (d)) est bien défini. Si l’on applique la propriété (2) aux paires
(a, c), (b, d), (a, d) et (b, c) on obtient

|R(f (a), f (b);f (c), f (d))|2
|R(a, b; c, d)|2 = |f ′(a) · f ′(c)| · |f ′(b) · f ′(d)|

|f ′(a) · f ′(d)| · |f ′(b) · f ′(c)| = 1. ✷
2. Sur les éléments analytiques et bi-analytiques

Pour des références générales à cette section on renvoie le lecteur à [1].
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Rappelons qu’unélément analytique défini sur une partieD ⊂ Cp , est une limite uniforme de fonctions
rationnelles sans pôles dansD. Un élément analytique injectif dont l’inverse est aussi un élément analytique,
est appelébi-analytique. Rappelons finalement qu’une partieD ⊂ Cp estinfraconnexe si pour tousa ∈ Cp

et r ′ > r > 0 tels que la couronne{r < |z − a| < r ′} soit disjointe deD, on aD ⊂ {|z − a| � r} ou
D ∩ {|z− a|< r ′} = ∅.

L’équivalence du Théorème 1 n’est pas valable dans d’autres contextes. En effet A. Escassut et
M.C. Sarmant ont décrit un ouvert infraconnexeD ⊂ Cp où le polynômeP0(z)= z2 est injectif et tel que
la fonctionP0|D ne satisfait pas la propriété (2), voir [2, p. 161]. De plus, ils ont remarqué que l’élément
analytiqueP0|D n’est pas bi-analytique.

Motivés par cet exemple, A. Escassut et M.C. Sarmant ont conjecturé quepour un élément analytique
défini sur un ouvert infraconnexe, la propriété (2) est équivalente à ce que l’élément analytique soit bi-
analytique, voir Conjecture 3 de [2, p. 162].

Dans [8] on montre une partie de cette conjecture : tout élément bi-analytique défini sur un ouvert
infraconnexe satisfait la propriété (2). D’autre part l’Exemple 1 ci-dessous est un contre-exemple à
l’implication inverse.

On remarque que l’inverse d’une fonction holomorphe et injective est aussi une fonction holomorphe,
voir e.g. [9] ou [5]. Donc le Théorème 1 implique la conjecture de A. Escassut et M.C. Sarmant, pour les
fonctions holomorphes.

Exemple 1. – Considérons le polynômeP(z) = z + z2 ∈ Cp[z]. La boule unité ouverteB = {|z| < 1}
est fixée parP et la restriction deP àB préserve la distance induite par la norme| · |. En particulierP |B
satisfait la propriété (2).

ClairementP |B est un élément analytique. On montrera queP |B n’est pas bi-analytique. On utilisera la
notion debonne réduction (introduite dans [4]) et la notion deréduction non-triviale ; voir [7, Section 5.1].

Supposons par contradiction que l’inverseg :B → B deP |B est un élément analytique. Il existe alors
une fonction rationnelleR ∈ Cp(z) sans pôles dansB et telle que

sup
{∣∣R(z)− g(z)

∣∣ | z ∈B
}
< 1. (3)

Commeg(B)= B on a aussiR(B)= B et doncR a une réduction non-trivialẽR ∈ C̃p(z), oùC̃p désigne
le corps résiduel deCp .

D’autre part, le polynômeP a une bonne réduction, égale àP̃ (z)= z+z2 ∈ C̃p[z]. Donc deg(R̃ ◦ P̃ ) > 1
et par conséquent la fonction rationnelleR ◦ P(z) − z ∈ Cp(z) a une réduction non-triviale, égale à
R̃ ◦ P̃ (z)− z ∈ C̃p(z). En particulier

sup
{∣∣R ◦P(z)− z

∣∣ | z ∈B
} = 1.

On obtient une contradiction avec (3).

3. Une réduction

Maintenant on réduit le Théorème 1 à la proposition suivante.
Notons que toute fonction qui préserve la distance induite par la norme| · |, satisfait la propriété (2).

PROPOSITION 3. – Soit Y ⊂ Cp un affinoïde et soit f une fonction holomorphe définie sur Y . Si f est
injective, alors il existe une homographie ϕ telle que ϕ ◦ f (Y )⊂ Cp et telle que ϕ ◦ f préserve la distance
induite par la norme | · |.

Preuve du Théorème 1. – Soit f une fonction holomorphe non-constante définie surX et satisfaisant la
propriété (2). Notons que si pour un certainx ∈ X on af ′(x) = 0, alors la propriété (2) implique quef
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est constante égale àf (x). On conclut quef ′(x) �= 0 pour toutx ∈ X. Par conséquent six, y ∈ X sont
distincts, on a

∣∣f (x)− f (y)
∣∣2 = |x − y|2∣∣f ′(x) · f ′(y)

∣∣ �= 0,

et doncf (x) �= f (y).
Supposons d’autre part quef est une fonction holomorphe et injective, définie surX. Etant donnés

x, y ∈X distincts, soitY ⊂X un affinoïde contenantx ety. Par la Proposition 3, il existe une homographie
ϕ telle queϕ ◦ f (Y )⊂ Cp et telle queϕ ◦ f |Y préserve la distance induite par la norme| · |.

En particulier la fonctionϕ ◦ f |Y satisfait la propriété (2). Commeϕ est une homographie, ceci implique
que la fonctionf satisfait aussi la propriété (2) pourx, y ∈X. ✷
4. Espace hyperbolique p-adique

Pour des références à cette section on renvoie le lecteur à [9] ou [7].
Considérons la relation d’équivalence∼ surCp × R définie par

(w, t)∼ (w′, t ′) si et seulement si t = t ′ etpt � |w−w′|.

On considère la distanced sur Cp × R induite par la distance usuelle deR : la distance entre les points
représentés par(w, t) et (w′, t ′) est donnée par|t − t ′| si |w−w′| � pmax{t,t ′} et en général par

2 max
{
t, t ′, logp |w−w′|} − t − t ′.

L’ espace hyperbolique Hp est par définition l’espace métrique(Cp × R/∼, d) (voir Appendice 2 de [7],
où on a considéré la complétion de cet espace métrique). Lespoints rationnels deHp sont par définition
les points représentés par(w, t), avect rationnel.

Le groupe des homographies agit par isométries surHp ; pour une homographieϕ, on noteϕ∗ l’action
surHp correspondante. Cette action est déterminée, au niveau deCp × R, par les définitions suivantes :

– SiT (w)=w + τ , τ ∈ Cp , alorsT∗((w, t)) = (w+ τ, t).
– SiM(w)= λw, λ ∈ C∗

p , alorsM∗((w, t))= (λw, t + logp |λ|).
– Si I (w)= 1/w, alorsI∗((w, t))= (0,−t) quand|w| � pt et I∗((w, t))= (1/w, t − 2 logp |w|) quand

|w| � pt .
Notons que cette action du groupe des homographies est transitive sur les points rationnels deHp .

Etant donnét ∈ R, soit St le point deHp représenté par(0, t). On note(0,St ) = {St ′ | t ′ < t} et
(0,St ] = {St ′ | t ′ � t}, et pourt0 < t1 on note[St0,St1] = {St | t0 � t � t1}.

Etant donnéz ∈ P(Cp) = Cp ∪ {∞} et S ∈ Hp on peut trouvert ∈ R et une homographieϕ, tel que
ϕ(z)= 0 etϕ∗(S) = St . Alors on définit(z,S) = ϕ−1∗ ((0,St )) et (z,S] = ϕ−1∗ ((0,St ]), qui ne dépendent
pas du choix deϕ. On appelle(z,S) et (z,S] desdemi-géodésiques. PourS0,S1 ∈ Hp on définit[S0,S1]
de façon analogue.

5. Preuve de la Proposition 3

Soit Y = B − (B1 ∪ · · · ∪ Bn) un affinoïde. Considéronsa ∈ B et posonsr = diam(B) ∈ |C∗
p|. On note

S le point (rationnel) deHp représenté par(a, logp r) ∈ Cp × R. On appellêY = ⋃
z∈Y (z,S] l’ enveloppe

convexe de Y ; voir [7, Section 3.3].
Toute fonction holomorphef définie surY induit une applicationf∗ : Ŷ → Hp , voir [9]. De plus, sif

est injective, alorsf∗ induit une isométrie entrêY etf∗(Ŷ ).
La Proposition 3 est une conséquence immédiate de la proposition suivante.
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PROPOSITION 4. –On garde les notations précédentes. Alors on a les propriétés suivantes.
(1) Il existe une homographie ϕ telle que (ϕ ◦ f )(Y )⊂ B et (ϕ ◦ f )∗(S)= S .
(2) Si f (Y )⊂ B et f∗(S)= S , alors f préserve la distance induite par la norme | · |.

Démonstration. – 1.– Après un changement de coordonnée affine au départ on supposeB = {|z| � 1}.
Comme le groupe des homographies agit de façon transitive sur les points rationnels deHp, on peut trouver
une homographieϕ telle que(ϕ ◦ f )∗(S)= S.

SoitOp = B = {|z| � 1} l’anneau des entiers deCp et soitmp = {|z|< 1} son idéal maximal. On étend
la projection deOp à C̃p = Op/mp, à une projectionπ deP(Cp) à P(C̃p), parπ−1(∞)= P(Cp)−Op .
Notons que deux pointsz, z′ ∈ P(Cp) ont la même projection dansP(C̃p) si et seulement si l’intersection
(z,S)∩ (z′,S) est non-vide.

Comme(ϕ ◦ f )∗ induit une isométrie entrêY et (ϕ ◦ f )∗(Ŷ ), pour toutz ∈ Y on a(ϕ ◦ f )∗((z,S)) =
(ϕ ◦ f (z),S). Par conséquentϕ ◦ f induit une application deπ(Y ) ⊂ P(C̃p) à P(C̃p). On sait que cette
application est une restiction d’une fonction rationnellef̃ ∈ C̃p(z), voir [9]. De plus, commef est injective
surY , le degré def̃ est égale à 1. Donc on peut choisirϕ de telle façon quẽf soit égale à l’identité. Comme
Y ⊂ B =Op , dans ce cas on aϕ ◦ f (Y )⊂Op = B.

2.– Etant donné deux pointsx, y ∈ B, soit〈x|y〉 le point deHp déterminé par(x,S]∩(y,S] = [〈x|y〉,S].
On a

|x − y| = diam(B) · p−d(〈x|y〉,S).

Commef∗(S) = S et f∗ induit une isométrie entrêY et f∗(Ŷ ), pour toutz ∈ Y l’image de la demi-
géodésique(z,S] parf∗ est la demi-géodésique(f (z),S]. Donc pourx, y ∈ Y distincts on af∗(〈x|y〉)=
〈f (x)|f (y)〉 et par conséquent

d
(〈
f (x)|f (y)〉,S) = d

(
f∗

(〈x|y〉), f∗(S)
) = d

(〈x|y〉,S)
.

Commef (x), f (y) ∈B on obtient

∣∣f (x)− f (y)
∣∣ = diam(B) · p−d(〈f (x)|f (y)〉,S) = diam(B) · p−d(〈x|y〉,S) = |x − y|. ✷
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