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Note présentée par Thierry Aubin.

Résumé SoientM une variété riemannienne compacte, E un fibré vectoriel riemannie girs
le sous-fibré unitaire d&. On détermine des plongementsXelanskE dont on prescrit des
courbures moyennes de divers typeaur citer cet article: P. Cherrier, A. Hanani, C. R.
Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 525-528.
O 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Compact hypersurfaces of a Riemannian vector bundle with
prescribed mean curvature

Abstract Let M be a compact Riemannian manifoll,a Riemannian vector bundle af andX the
sphere subbundle df. We look for embeddings of into E admitting prescribed mean
curvatures of various type3o cite this article: P. Cherrier, A. Hanani, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. | 335 (2002) 525-528.
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1. Notations

Dans cette Note, on désigne pa@, g) une variété riemannienne compacte sans bord, de dimension
n > 1, et parV la connexion de Levi-Civita deM, g). Soient(E, g) un fibré vectoriel riemannien s/
derangn > 2, X le fibré unitaire correspondarfi, le fibré E privé de la section nulle, & une connexion
métrique SurE, g). On notev le champ radial unitairen(£) = ||£]|~1¢ pour toutt € E,, etr la fonction
r@&) =1l

SoientU un ouvert deM muni de coordonnée(s:i)lg,-gn, & = % et Ff‘j les symboles de Christoffel
deV: Ve = Ffjek. Soit (So)n+1<a<n+m UN repere de sections de au dessus d&. n désignant la
projection deE surM, sié € 7 ~1(U) etx = m(£), on écrité = y%s,(x); (x', y%);.« €st alors un systéme
de coordonnées sar—1(U). Notonsl“fa les symboles de Christoffel dé définis parve, s, = FfQSﬁ. Le

d

N . , ﬁ 9 . 9 N
relevement horizontal; deg; est donné pag¢; = Pyl “Fiaay—ﬂ. Sie, = Fya {ei, extia €St UN repere

mobile tangent & ~1(U). Les champsg, (resp.¢;) engendrent le sous-fibré vertical (resp. horizontal) du
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fibré tangent & ~1(U). On définit sur E une métrique riemannier@en posant
Gei,ej)=g(ei,ej), Gleq,ep) =g(ea.ep), Glei,eq) =0,

ol on identifie tout vecteur vertical & un point BeCette définition précise la dépendancezienV.
Sur la variétéE, on dispose alors de la connexi® de Levi-Civita associée a la métriqaeet de la
connexionD de Sasaki [5] dans laquelle, pour des raisons techniques, sont effectués les calculs. On a

Deiejzrfjek, DeieazFﬁxeﬂ, De,ei = Deyeg =0.

D est compatible ave6 ; sa torsion dépend, tout comme le tensBUr D, de la courbure d¥, cf. [5].
__Enfin, u, étant égal a 0 ou 1 selon que la directioast verticale ou horizontale, gic C*°(E), on note
Dau =€ Doy, Dypu = eHatin)i p 0y et

v(u) = r?vi(u) + € v(u), vi() = (1— pg) DauDu, va(u) = g DauDu.

2. Probléme de la courbure moyenne prescrite

Il s’agit de déterminer un plongemejitde X dansk, admettant une courbure moyenne prescrite égale
a K, fonctionC* donnée suk,, et définie comme la trace de la seconde forme fondamentale relativement
a la métrique. On cherch® sous la forme d’'un graphe radial construit Stiy i.e. comme application
de ¥ dansE, du type& — €®¢g, ollu € C®(T) est une fonction inconnue qu'on prolongeEa en
la maintenant radialement constante. Notd8(u) = [1 + v(«)]G*® — D*uD’u ; u doit vérifier surs
I'équation elliptique suivante :

A ) Dapu = = v2(u) + (m — DL+ v@)] — [L+vw)] &K (€'¢). @)

Dans le cadre euclidien, i.e. quaid est réduite & un point, un théoreme de Bakelman et Kantor [2]
assure en dimension 3 I'existence d’une telle hypersurface sous la condition que la féhdgenoit plus
vite que la courbure moyenne de sphéres concentriques (cf. hypothéese (3) ci-dessous), jointe a I'hypothése
de monotonicité

ApK(p§)]
ap
Une autre preuve, valable en toute dimension, est donnée par Treibergs et Wei [4] sous les conditions
précédentes.
Dans le cadre des fibrés envisagés ici, des méthodes différentes de celles des auteurs précités s'imposent.
En effet, dans I'équation (1), les dérivéesudsont pondérées par des puissances'dioet le degré varie
de 0 & 4. Ceci complique radicalement I'obtention de la cruciale estifhée

<0 pourtout € x. (2)

THEOREME 1. — SoitK une fonction continue sUt, telle que0 < K (&) = K (||&]|) pour touté € E,.
Alors, il existe un graphe radi@y sur X, de class&°, a courbure moyenne égalekd, si et seulement si,
pour une valeur > 0, K (&) = (m — 1)r~ quel que soit € X.

On généralise ce résultat comme suit :

THEOREME 2. — SoitK € C*(E,) une fonction partout strictement positive. On fait I'hypothése qu'il
existe deux réelg etrptelsqued <r; <1< rp et

KE) > m-DIEI™ silgll <r,
KE) <m—-DIEI™r silgll > ro. ®)

526



Pour citer cet article : P. Cherrier, A. Hanani, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 525-528

On suppose aussi que K véri{®) en tout point dex,, ., = {§ € E; r1 < ||§]| < r2} et que la composante
horizontale de son gradient y est partout nulle. Il existe alors un graphe r@dsur X dont la courbure
moyenne est donnée pAr. ) est de la formé € = — & @&, ollu € C*®(X) est une fonction a gradient
horizontal identiquement nul.

Démonstration. Pour tout entier naturél > 1 et tout réekr €10, 1[, on note pard®* (%) 'ensemble
des fonctions: € C¥*(x) dont la composante horizontale du gradient est identiquement nulle. Pour tout
w e ALY(X) et toutr € [0, 1], on montre d’abord que I'unique solution, notBev = u,, de I'équation

> B (w)Dypu — u
n+1<a, <n+m—1

=t[-w+m-D[1+v(w)] - [1+ vl(w)]s/zewl((ew&)],

ol B (w) = [1 4 v1(w)]G¥ — D*wDPw, est dansA??(X). On raméne ainsi 'estimée’? de toute
solution deu; — T;u; = 0 a une estimation a priori de la composante verticale du gradient. Celle-ci est
établie en utilisant la fonctionnellé(u) = [1 + v1(u)] expllu). On applique alors un argument de degré
pour conclure a I'existence d’une solutiore A%2%(X) de

S BPWDapu=(m - D1+ vw)] — [1+ viw)]*? K €€).

n+1<a, f<n+m—1

La nullité du gradient horizontal implique queest une solution de (1).0
Pour une fonction K quelconque, on démontre le théoréme suivant :

THEOREME 3. — Soit K € C®°(E,) une fonction> 0 vérifiant I'hnypothése de croissand8) du
Théoreme. Alors, il existe un graphe radigb sur X, de classe”*°, dont la courbure moyenne est donnée
par K ettel query < ||€]| < r2 pourtouts € V.

Démonstration. -On noteX’ = {€ € E; 1< €| < 2}. Soientx €10, 1] etw € B%%(X'), ol BZ¥(X')
désigne I'ensemble des fonctions de clas$é€ sur ¥’ admettant une dérivée radiale secoade®®(x’).
On désigne paw; la restriction dew & X que I'on prolonge en une fonction radialement constante. On
note

F(w) = =" vp(w1) + (m — D [L+ v(wy)] — [1+ v(wp)]¥? 1K (e"1]15] 1),

Aab(w) — [1 + v(wl)] G _ 2= ta—b g(iatip)wi pya wthwl’

et B(w) = (m — D[1+ v(w1)] — r?vi(wy). Siz € [0, 1] etw € B>%(%), on désigne par; = T,w 'unique
solution du probléme de Neumann

Dyyu + A% (w)r?(r=1e®1) Bat o) Dy + g In(r) €41 D4y — u

= Dyyw +rBw)Dyw — t[w1 — F(w) + BIn(r) [v(wn)] 7] dansy’,
Dy,u=0 surgy’,

ou B est un réeb> 0 assez grand. On montre que toute solution d’une équation de la form@;u, =

0, 0 <r <1, est radialement constante. |l s’agit ensuite d’estimer ces points fixes éveaptuddss
Ccl(x). Par dérivation radiale et restriction3 de I'’équation satisfaite par, sur ¥’, on parvient & un
contréle du laplacien horizontal de. On peut alors obtenir 'estimég! visée en usant de la fonctionnelle
Cw)=[1+vm)]exp(—ku). O
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3. Courbures moyennes verticale et horizontale prescrites

La géométrie du fibré ambiant permet de définir d’autres notions de courbure moyenne pour les graphes
radiaux)’.

Six € M etsi& € Y, = E, NY, la courbure moyenne verticale deau point§ est la courbure moyenne
en¢ de la fibre), considérée comme hypersurface Be Chercher un graphei— € ©¢ a courbure
moyenne verticale prescrifé revient a résoudre st I'équation elliptique dégénérée suivante :

S BP@Dapu=(m - D1+ uw)] — [1+ viw)] K €€),

n+1<o, f<n+m—1

ol on noteB*? (1) = [1+ v1(1)]G* — D*uDPu. On établit alors les résultats suivants :

THEOREME 4. — SoitK € C*(E,) une fonction telle qu® < K (§) = K (r(¢)) pour touté&. Il existe
alors un graphe radial a courbure moyenne verticale égaké.a

THEOREME 5. — SoitK € C*°(E,) une fonction partout strictement positive. On suppose qu'il existe
deux réels etry, 0 < r1 < 1< rp, tels que les inégalitéB) soient satisfaites. Il existe alors un graphe
radial Y & courbure moyenne verticale donnée par K, et telgu€ ||£| < r2 pour touté € ).

Remarquons qu’au Théoreme 4, I'hypothése (2) n’est pas satisfaite et qu’au Théoréme 5, elle n’est pas
requise.

Si &€ € E,, lesn vecteurse; (£), 1 < i < n, forment une base du sous-espace horizofat de
T:E. Au point Y(£) du grapheY:¢ € = > e'®)¢, lesn vecteursw; = DY(e;) forment une base du
sous-espac®d) (H: E) = Hy)) de Ty ). Notonsv(Y(§)) I'orthogonal unitaire defHy ) dans
Hy @) E @ Rv(Y(£)). Les composantes de la seconde forme fondamentale horizénsalet définies par

L(w;i,wj) =G(Dy,v,w;), 1<i,j<n.

La courbure moyenne horizontale gieau point)(¢) est alors la trace dé relativement a la métrique
induite parG surHy ). Lexistence d’un graphe radigl a courbure moyenne horizontale donnée par
une fonctionk revient a résoudre S I'équation elliptique dégénérée suivante :

S CUw)Diju = —v2(u) — [1+ )] VP e K (),

1<i,j<n

ol on noteC™ (1) = [1+ € vo(u)|GY — e D'uDJu. 'équation ci-dessus ne peut admettre une solution
si la fonctionK est partout strictement positive ou partout strictement négative ; cette remarque justifie les
hypothéses du résultat suivant :

THEOREME 6. — SoitK € C*(E,). On suppose qu'il existe deux réelsetrz, 0 <r; <1< rp, tels
quek(§) > 0si|l&|| <rp etK (&) <0si|&] > ro. Alors, il existe un graphe radigy a courbure moyenne
horizontale donnée pak, et tel query < ||€]| < r2 pour touté € .
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