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Résumé Dans cette Note, nous proposons et nous démontrons la convergence d’un algorithme de
décomposition de domaine de type Neumann–Dirichlet. Celui-ci permet d’approcher un
problème de contact unilatéral sans frottement entre deux matériaux élastiques en gardant
les interfaces (physiques) de contact comme interfaces (numériques) de décomposition.
L’idée est de remplacer dans l’approche proposée par [4], le problème de Dirichlet par une
inéquation variationnelle.Pour citer cet article : G. Bayada et al., C. R. Acad. Sci. Paris,
Ser. I 335 (2002) 381–386.
 2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Neumann–Dirichlet algorithm for unilateral contact problems:
Convergence results

Abstract In this Note, we propose and we prove the convergence of a Neumann–Dirichlet algorithm
in order to approximate a Signorini problem between two elastic bodies. The idea is to
retain the natural interface between the two bodies as numerical interface for the domain
decomposition and to replace the Dirichlet problem in [4] by a variational inequality.To
cite this article: G. Bayada et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 335 (2002) 381–386.
 2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Abridged English version

We consider a Signorini problem between two elastic bodies�α , α = 1,2, in contact through an
interface�c . Assuming linear elasticity behavior and classical boundary conditions, the problem is given
by (2)–(5), and the weak related formulation is:{

Findu ∈ K

a(u, v − u) � F(v − u) ∀v ∈ K,
(P1)

where K is a convex defined in Section 2. Existence and uniqueness of solution are well known (see[3]).
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The first step is to introduce the following equivalent multibody formulation.
divσ 2 + f = 0 in �2,
σ 1
N = σ 2

N, σ 1
T = σ 2

T on�c,
σ 2n2 = 0 on�2

l ,
u2 = 0 on�2

u.


divσ 1 + f = 0 in �1,
[uN ] � 0, σ 1

N � 0, σ 1
N [uN ] = 0 on�c,

σ 1
T = 0 on�c,

σ 1n1 = 0 on�1
l ,

u1 = 0 on�1
u.

This allows us to define the following algorithm(Qn) in which θn is a non negative parameter that will be
determined in order te ensure the convergence of the algorithm, andRα

D is an extension of traces which is
defined by (6).

Let g2
0 ∈ V 2′

be given. Forn � 1, we build the sequence of functions(u1
n)n�0 ∈ V 1 and(u2

n)n�0 ∈ V 2,
by solving the following problems:

(Qn)



(i) Findu2
n ∈ V 2

a2(u2
n, v) = F 2(v) + 〈g2

n−1, v〉2 ∀v ∈ V 2,

(ii) Findu1
n ∈ V 1−

(u2
n,N )

a1(u1
n,ω + R1

D(γ u2
n) − u1

n) � F 1(ω + R1
D(γ u2

n) − u1
n) ∀ω ∈ V 1−

(0),

(iii )〈g2
n, v〉2 := θn(−a1(u1

n,R
1
Dγ v) +F 1(R1

Dγ v)) + (1− θn)〈g2
n−1, v〉2 ∀v ∈ V 2.

(1)

The convergence of this algorithm towards the solution of(P2),(P3) and then of (2)–(5) is given by a two-
step procedure. We prove first in Proposition 3.1 that the convergence of(gn)n in V 2′

induces the strong
convergence of(uα

n)n. Then in Proposition 3.4, the contraction of an auxilary operatorTθ defined by (11)
is gained. This induces the convergence of the sequence(gn)n by way of Theorem 3.5 for 0< θn < θ∗.

1. Introduction
Les problèmes de contact et d’impact représentent depuis longtemps une part significative en calcul des

structures non linéaires. Nous proposons une méthode de décomposition naturelle de domaine qui consiste à
adapter l’approche de sous-structuration « Neumann » à un problème de contact sans frottement en gardant
la décomposition physique du problème (contrairement à [1]). Notons que cette méthode a déjà fait l’objet
de simulations numériques [2] et permetterait d’utiliser des opérateurs de discretisations différents dans
chacun des domaines.

On considère deux matériaux élastiques, occupant deux domaines�
α
, α = 1,2, deR

2, et susceptibles
d’entrer en contact unilatéral sans frottement à travers une zone�c = �1

c = �2
c . Le problème étudié consiste

à trouver les déplacementsuα et les contraintesσ(uα) tels que :
divσ(uα) + f α = 0 sur�α,
σ(uα)nα = 0 sur�α

l ,
uα = 0 sur�α

u .
(2)

�α
u , �α

l , �α
c forment une partition de la frontière�α = ∂�α , avec�α

u = ∅. La forcef α est une donnée
régulière. La loi de comportement élastique, avec les hypothèses habituelles de coercivité, est :

σij

(
uα

) = Aα
ijkhekh

(
uα

)
, avece(u) = 1

2

(∇u + ∇uT)
, (3)

oùAα est le tenseur d’élasticité du corps élastique occupant le domaine�
α
.

On définit la composante normale du déplacementuα et le déplacement normal relatif d’un solide par
rapport à l’autre sur la zone de contact�c par :uα

N = uα
i n

α
i et [uN ] = u1 · n1 + u2 · n2, oùnα est la normale

unitaire extérieure à�α . Les composantes normales et tangentielles du vecteur de contraintesσα sont
définies, avec convention des indices répétés, par :σα

N = σij (u
α)nα

i n
α
j etσα

T = σij (u
α)nα

j − σα
Nnα

i .

Les conditions sur�c pour un contact unilatéral sans frottement sont :

σ 1
N = σ 2

N = σN, σ 1
T = σ 2

T = 0, (4)

[uN ] � 0, σN � 0, σN · [uN ] = 0. (5)
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2. Formulation multidomaine du problème de Signorini

Pour obtenir la formulation multidomaine du problème (2)–(5), on introduit le cadre fonctionnel suivant :
V α = {vα ∈ (H1(�α))2, v = 0 sur�α

u }, muni de la norme‖ · ‖α = ‖ · ‖(H1(�α))2, V = V 1 × V 2 muni

de la norme‖ · ‖V = (∑
α ‖ · ‖2

α

)1/2
, K = {v ∈ V, [vN ] � 0 p.p. sur�c}, H1/2(�c) = {

ϕ ∈ (L2(�c))
2 ;

∃v ∈ V α; γ v|�c
= ϕ

}
, muni de la norme‖ϕ‖1/2,�c = inf{‖v‖V α ; v ∈ V α, γ v|�c

= ϕ} et H1/2(�c) ={
ϕ ∈ L2(�c); ∃v ∈ H1(�α); γ v|�c

= ϕ
}

, où γ signifie l’application trace pour les fonctions vectorielles

dans la définition deH1/2(�c), et scalaires dans la définition de H1/2(�c). On noteV α′
l’espace dual

de V α et 〈·, ·〉α le produit de dualité entre ces deux espaces. La norme duale induite est définie par
‖ψ‖V α′ = supv∈V α 〈ψ,v〉α/‖v‖α.

On utilise les notations suivantes :

aα(u, v) =
∫
�α

Aα
ijkleij (u)ekl(v)dx, a(u, v) =

2∑
α=1

aα(u, v),

Fα(v) =
∫
�α

f v dx et F(v) =
2∑

α=1

Fα(v).

Pourα = 1,2, on définit le relèvement :

Rα
D: H1/2(�c) −→ V α,

ϕ −→ Rα
Dϕ.

(6)

{
aα(Rα

Dϕ,v) = 0 ∀v ∈ V α tel quevN = 0 sur�c,

γ (Rα
Dϕ)nα = ϕnα sur�c,

dont la formulation forte est :
divσα = 0 dans�α avecAe(Rα

Dϕ) = σα ,
γ (Rα

Dϕ)nα = ϕnα, σα
T = 0 sur�c,

σαnα = 0 sur�α
l ,

γ (Rα
Dϕ) = 0 sur�α

u .

(7)

PROPOSITION 2.1. – (i) Les trois normes‖ϕN‖H1/2(�c)
et ‖Rα

Dϕ‖α,α = 1,2, sont équivalentes sur
H1/2(�c).

(ii) Il existe une constanteC > 0 telle que∀v ∈ V i‖Rj
Dγ v|�c

‖
j

� C‖v‖i , i, j = 1,2 et i = j .

Démonstration. –On utilise la définition de‖ · ‖1/2,�c et l’inégalité‖Rα
Dϕ‖1 � C‖ϕ‖1/2,�c [5]. ✷

Remarque1. – Afin de ne pas alourdir les notations, on écritRα
D(γ v) au lieu deRα

D(γ v|�c ).

On introduit pour toutϕ ∈ H1/2(�c) l’ensemble :

V 1−
(ϕ) = {

v1 ∈ V 1, v1n1 � −ϕ p.p. sur�c

}
.

PROPOSITION 2.2. –La formulation variationnelle(P1) est équivalente aux deux problèmes suivants:{
Trouveru2 ∈ V 2

a2(u2, v) = F 2(v) − a1(u1,R1
D(γ v)) + F 1(R1

D(γ v)) ∀v ∈ V 2,
(P2)

et {
Trouveru1 ∈ V 1−

(u2
N)

a1(u1, v − u1) � F 1(v − u1) ∀v ∈ V 1−
(u2

N).
(P3)
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Démonstration. –L’implication (P1) ⇒ (P3) est immédiate. Pour montrer que(P1) implique (P2), on
considère pour toutv2 ∈ V 2 les fonctions admissibles̃v = ∓(R1

D(γ v2), v2), ce qui implique :

a(u, ṽ) = F(ṽ)

d’où le résultat.
Inversement, soitv = (v1, v2) ∈ K, puisquev1n1−(v2−u2)n1 � −u2

N sur�c , alorsw = v1−R1
Dγ (v2−

u2) ∈ V 1−
(u2

N). On choisitw (resp.v2−u2) comme fonction-test dans(P3) (resp. dans(P2)). Par addition,
on trouve(P1). ✷

Remarque2. – L’espace des fonctions admissibles du problème variationnel(P3) dépend de la trace
de la solution du problème de Neumann(P2). Pour avoir un espace fixe, on effectue une translation des
fonctions admissiblesv1 ∈ V 1−

(u2
N) : w = v1 − R1

D(γ u2). On obtient le problème(P
′
3) qui est équivalent

au problème(P3) :{
Trouveru1 ∈ V 1−

(u2
N)

a1(u1,w + R1
D(γ u2) − u1) � F 1(w + R1

D(γ u2) − u1) ∀w ∈ V 1−
(0).

(P ′
3)

3. Algorithme et convergence

On considère l’algorithme(Qn) introduit dans (1) qui permet de construire des suites(uα
n)n�0 ∈ V α ,

α = 1,2, à l’aide d’un paramètre de relaxationθn et du relèvementR1
D .

Remarque3. – Grâce à l’inégalité (ii) de la Proposition 2.1, l’écriture〈g2
n, v〉2 dans (1) (iii) a bien un

sens, i.e.g2
n ∈ V 2′

.

PROPOSITION 3.1. – On suppose qu’il existe un réel strictement positifθmin tel que∀θn � θmin, la suite

(g2
n)n�0 converge dansV 2

′
. Alorsuα

n → uα dansV α fortement.

Démonstration. –Soient(u1
n,u

2
n) et (u1

m,u2
m) les solutions des problèmes(Qn) et (Qm) respectivement,

alors

a1(u1
n − u1

m,R1
Dγ v

) = −〈
g2
n−1 − g2

m−1, v
〉

2 −
〈

g2
n − g2

n−1

θn
− g2

m − g2
m−1

θm
, v

〉
2

∀v ∈ V 2,

en choisissantv = R2
Dγ (u1

n − u1
m) et en vérifiant queR1

Dγ (R2
Dγ (u1

n − u1
m)) = u1

n − u1
m, l’inégalité

précédente devient :∥∥u1
n − u1

m

∥∥2
1 � c

(∥∥g2
n−1 − g2

m−1

∥∥
V 2′ + ∥∥g2

n − g2
n−1

∥∥
V 2′ + ∥∥g2

m − g2
m−1

∥∥
V 2′

)∥∥R2
Dγ

(
u1
n − u1

m

)∥∥
2

en utilisant la Proposition 2.1(i), et la convergence forte de(g2
n)n�0 dansV 2′

, on obtient la convergence de
(u1

n)n.
La convergence forte de(u2

n)n s’obtient à partir de celle de(g2
n)n�0, en utilisant la coercivité dea2(·, ·).

Pour finir la démonstration, on passe à la limite dans les équations (ii) et (iii) du problème(Qn). La
limite de(uα

n)n, α = 1,2, apparaît comme l’unique solution du problème(P2), (P3). ✷
Afin de prouver la convergence de(g2

n)n, on introduit l’opérateurT défini par :

T : V 2′ −→ V 2′
,

ψ �−→ Tψ (8)

tel que :

〈T ψ,v〉2 = −a1(w1,R1
Dγ v

) + F 1(R1
Dγ v

) ∀v ∈ V 2,

oùw1 est la solution du problème d’obstacle suivant :

a1(w1, v − ω1) � F 1(v − w1) ∀v ∈ V 1−(
w2

N

)
(9)
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etw2 est la solution dansV 2 du problème de Neumann :

a2(w2, v
) = F 2(v) + 〈ψ,v〉2 ∀v ∈ V 2. (10)

On définit également l’opérateurTθ par :

Tθ : V 2′ −→ V 2′
,

ψ �−→ Tθ (ψ) = θT (ψ) + (1− θ)ψ.

(11)

PROPOSITION 3.2. – L’opérateurT est lipschitzien.

Démonstration. –Soientψ et ψ̃ dansV 2′
, w1 (resp.w̃1) etw2 (resp.w̃2) les solutions correspondantes

de (9) et (10). La continuité dea1(·, ·) et la Proposition 2.1(i) impliquent∣∣〈T ψ − T ψ̃, v〉2

∣∣ � C
∥∥w1 − w̃1

∥∥
1‖v‖2. (12)

En posantx1 = w1 − R1
D(γw2) et x̃1 = w̃1 − R1

D(γ w̃2), l’inégalité (9) devient

a1(x1 + R1
D

(
γw2), v − x1) � F 1(v − x1) ∀v ∈ V 1−

(0), (13)

(resp.) a1(x̃1 + R1
D

(
γ w̃2), v − x̃1) � F 1(v − x̃1) ∀v ∈ V 1−

(0). (14)

On choisit dans (13)v = x̃1, et dans (14),v = x1. En rassemblant les deux inégalités, il vient :∥∥w1 − w̃1
∥∥

1 � M + m

m

∥∥R1
D

(
γ w̃2 − γw2)∥∥

1, (15)

oùm etM sont respectivement les constantes de coercivité et de continuité de la forme bilinéairea1(·, ·).
En utilisant la Proposition 2.1, et le fait queR2

D(γ w̃2 − γw2) = w2 − w̃2, l’inégalité (15) devient :∥∥w1 − w̃1
∥∥

1 � C
∥∥w2 − w̃2

∥∥
2 (16)

d’après l’équation (10), on a : ∥∥w2 − w̃2
∥∥

2 � C‖ψ − ψ̃‖
V 2′ . (17)

De (12), (16 ) et (17), on déduit l’existence d’une constanteCT telle que :

‖T (ψ) − T (ψ̃)‖V 2′ � CT ‖ψ − ψ̃‖V 2′ . ✷
On définit le relèvement suivant :

R2: V 2′ −→ V 2,

ψ �−→ R2ψ,

oùR2ψ est l’unique solution du problème :

a2(R2(ψ), v
) = 〈ψ,v〉2 ∀v ∈ V 2. (18)

On introduit la norme suivante surV 2′
:

‖|ψ‖| = (
a2(R2ψ,R2ψ

))1/2
. (19)

PROPOSITION 3.3. – Les normes‖| · ‖| et ‖ · ‖
V 2′ sont équivalentes sur l’espaceV 2′

.

Démonstration. –Il suffit d’utiliser la continuité et la coercivité de la forme bilinéairea2(·, ·),
dans (18). ✷

PROPOSITION 3.4. – Il existeθ∗ tel que∀0< θ < θ∗, Tθ est contractante.

Démonstration. –Soientψ et ψ̃ dansV 2′
alors :∥∥∣∣Tθ (ψ) − Tθ (ψ̃)

∥∥∣∣2 = θ2
∥∥∣∣T (ψ) − T (ψ̃)

∥∥∣∣2 + (1− θ)2
∥∥∣∣ψ − ψ̃

∥∥∣∣2
+ 2θ(1− θ)a2(R2(T (ψ) − T (ψ̃)

)
,R2(ψ − ψ̃)

)
.
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Montrons que :a2(R2(T (ψ) − T (ψ̃)),R2(ψ − ψ̃)) � 0.
En gardant les mêmes notations utilisées dans la démonstration de la Proposition 3.2, et puisque

R2(ψ − ψ̃) = w2 − w̃2, alors :

a2(R2(T (ψ) − T (ψ̃)
)
,R2(ψ − ψ̃)

) = a2(R2(T (ψ) − T (ψ̃)
)
,w2 − w̃2)

= −a1(w1 − w̃1,R1
Dγ

(
w2 − w̃2))

= −a1(w1, w̃1 −R1
Dγ w̃2 + R1

Dγw2 − w1)
− a1(w̃1,w1 − R1

Dγw2 + R1
Dγ w̃2 − w̃1)

− a1(w1 − w̃1,w1 − w̃1).
Le choixv = w̃1−R1

Dγ w̃2+R1
Dγw2 (resp.v = w1−R1

Dγw2+R1
Dγ w̃2) dans (9), (resp. dans (9) avecψ̃ ),

montre que les deux premiers termes à droite de l’équation précédente sont négatifs, d’où

a2(R2(T (ψ) − T (ψ̃)
)
,R2(ψ − ψ̃)

)
� −a1(w1 − w̃1,w1 − w̃1) � 0.

Par conséquent ∥∥∣∣Tθ (ψ) − Tθ (ψ̃)
∥∥∣∣2 � θ2

∥∥∣∣T (ψ) − T (ψ̃)
∥∥∣∣2 + (1− θ)2‖|ψ − ψ̃‖|2.

De la Proposition 3.2, et en étudiant la fonctionK(θ) = θ2C2
T + (1 − θ)2, on montre que∀θ ∈]0, θ∗[, où

θ∗ = min(1,2/(1+ C2
T )), on a 0<K(θ) < 1, d’où le résultat. ✷

THÉORÈME 3.5. – Si 0< θn < θ∗ alors la suite(g2
n)n�0 converge versg2 défini par:

〈g2, v〉2 = −a1(u1,R1
D(γ v)

) + F 1(R1
D(γ v)

) ∀v ∈ V 2,

où (u1, u2) est la solution du problème(P1).

Démonstration. –D’après l’algorithme(Qn), il est facile de remarquer queTθ (g
2
n−1) = g2

n. D’autre part,
on déduit des problèmes(P2) et (P3) queTθ (g

2) = g2. La Proposition 3.4 permet de conclure.✷
Remarque4. – L’approche décrite ci-dessus peut se généraliser au cas d’un contact avec frottement en

changeant la définition du relèvementRα
D , et en remplaçant le problème (ii) de (1) par un problème de type

Tresca variationnel. La convergence est prouvée dans le cas d’un frottement de type Tresca, Coulomb à
seuil fixe, et pour un coefficient de frottement petit dans le cas de frottement de type Coulomb.

Une version parallélisable peut être obtenue en résolvant simultanément le problème de Neumann (i) de
(1) et le problème d’obstacle (ii) dans lequel on utilise la solution du problème de Neumann à l’itération
précédente. Les détails de cette généralisation et les simulations numériques sont en cours de rédaction [6].
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