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Résumé Dans cette Note, nous étudions I'image numérique et la compacité de certains opérateurs
de composition, définis sur un espace de Hilbert de séries de Dirichlet introduit par
Hedenmalm, Lindqvist et Seip. Nous montrons que dans la plupart des cas, zéro est un point
intérieur a cette image numérique. L'étude de la compacité fait apparaitre un phénoméne
rappelant le théoréme de Polya sur les marches aléatoires en diménsida longueur du
symbole de 'opérateur egt+ 1, et I'image du symbole est non-triviale, alors I'opérateur
est non compact si = 1; compact, non Hilbert—Schmidt, 8i= 2 ; Hilbert—Schmidt si
d > 3. Pour citer cet article: C. Finet et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002)
325-328.
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Abstract In this Note, we study the numerical range and compacity of some composition operators,
defined on a Hilbert space of Dirichlet series introduced by Hedenmalm, Lingvist and Seip.
We show that most often, zero is the interior of this numerical range. The study of compacity
exhibits a phenomenon which recalls Polya’s theorem on random walks in dimehsfon
the length of the symbol of the operatordst 1, and if its image is non-trivial, then the
operator is non-compactdf= 1; compact, non Hilbert—Schmidt,df= 2; Hilbert-Schmidt
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1. Introduction

Nous nous intéressons aux opérateurs de composition sur I'espace de Hiltbestséries de Dirichlet

1/2
fs)=2 am™, avec|f] = ( > |an|2> < 0.
n>1 n>1
Si on noteCy le demi-plan{s € C, Rs > 0}, ou6 € R, l'inégalité de Cauchy—Schwarz montre que les
fonctions de# sont holomorphes daris;», et # apparait comme un espace de Hilbert fonctionnel sur
Cy/2, dont le noyau reproduisant ek}, (s) = ¢ (s + a), ¢ étant la fonction dzéta de Riemann, et dont une
base orthonormée est constituée des fonctiorisn =1, 2, ... [10].
Dans [7], Gordon et Hedenmalm ont caractérisé les fonctions analygqués > — Cy/2, qui génerent
un opérateur de compositi@, (/) = f o ¢, envoyant¥# dans# (de fagon automatiquement bornée).

THEOREME 1.1 ([7]). —Une fonction analytique : C1,2 — Cy/2 définit un opérateur de composition
bornéCy : # — # si et seulement si

(@) ¢ estde laforme¢(s) = cos + ¢(s), OUco est un entieg= 0, et oty est une fonction analytique sur
Cy/2, qui se représente par une série de Dirichlet convergente dans un demEplarourd assez
grand(¢p € D) ;

(b) ¢ a un prolongement analytiquencore noté) a Co, tel que
(1) ¢(Co) cCosSico>0;
(2) ¢(Co) C Cyy28ico=0.

Ce théoréme est 'analogue da#ié du principe de subordination de Littlewood [11]. Soulignons
cependant que la situation dafsest différente de celle dans I'espace de Hardy», avecD le disque
unité, ol toute fonction analytique: D — D induit un opérateur de composition borné sd(H), [12].

Du Théoréme 4.2 de [7], on peut extraire le lemme utile suivant :

LEMME 1.2. -Soit¢(s) = cos + ¢(s) : Co — Cp, ¢ € D,

o0
o(s) = Z can” .
n=1

Alors
(1) sip(s)=c1,0naRc1 >0;
(2) si n’est pas constante, on&cy > 0.

L'image numérique d'un opératefirsur un espace de Hilbert H est 'ensemble

W(T)={(Tf, f): feHet|f]|=1}.
W(T) est une partie convexe [8,9,13] et borélienne [1] du plan complexe; pocompact, elle est
fermée si et seulement si® W(T) [4]. Bourdon et Shapiro [5] ont étudié I'image numeérique des
opérateurs de composition sufH), et nous menons ici une étude analogue #urNous décrivons
l'image numériqué¥ pour des symboleg « simples», et dans le cas général étudierons I'appartenance de
I'origine 0, soit aW (ce qui se produit toujours gi+ I), soit aW ou méme ai’/ (ce qui se produit presque
toujours).

Le résultat de [4] faisant le lien entre image numérique et compacité, il est naturel de s'intéresser a la
compacite des opérateur’g. Cette étude a éte abordée par Bayart [2], qui traite également le cas d’espaces
fonctionnels plus généraux qué. Il a notamment observé que, si 'image gl@st « restreinte », c'est-a-
dire s’il existes > 0 tel que

$(Co) CcC, pourco>0, et ¢(Co)CCrj21, pourco=0,
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alorsCy est compact. Nous étudierons la réciproque de ce résultat guane- c1 + Z(}l:l cqjqj‘s estun
polynéme de Dirichletd;; # 0 pour toutj) ad + 1 termes. Cette etude présente une analogie frappante
avec le théoréme de Polya sur la marche aléatoire standar@@larécurrente sil = 1 ou 2, transiente si
d>3.

Cette Note d’annonce ne contient aucune preuve. Celles-ci seront publiées ultérieurement.

2. Image numérique

2.1. Exemples

Les résultats de Bayart [2] montrent que seuls les symhblds la formeg (s) = cos + c1, co € N,
Rc1 > 0, génerent des opérateurs soit inversibles, soit normaux, soit isométriqgues. Nous commencgons par
décrire 'image numérique des opérateurs de composition associés adle tels

THEOREME 2.1. —Si ¢ est une constante daif3,,, alors W(Cy) est une ellipse pleine, de foyeds
etl.

THEOREME 2.2. — Si¢(s) = s + c1, aveccy # 0, alors:

(1) siRc1 > 0etJcy #0, alors W(Cy) est un polygone convexe fermé qui contient zéro comme point
intérieur, et c’est I'intervalle semi-ouvet®, 1] sicy > 0;

(2) siRc1 =0, W(Cy) =D U {n=“, n > 1}, ouD désigne le disque unité ouvert.

THEOREME 2.3. =Si¢(s) = cos + c1 avecco > 2 et Rc1 > 0, alors

(1) si Rc1 > 0, W(Cy) est I'enveloppe convexe dé} et d'un disque fermé centré en (fmage
numérique d’un shift pondéré unilatéjall contient le disqueD(0, 2~ R1-1y;

(2) siRe1 =0, W(Cy) =D U(1}.

2.2. Position de zéro par rapport a W(Cg)

Dans cette section, pour: C1,» — Cy1/2 générantun opérateur de composition bornéunous notons
@ (s) = cols) + @(s), co € N, ¢ analytique surCy,> et admettant une représentation en série de Dirichlet
convergente dans un demi-plan vertical. Nous exclurons toujours le cas ¢riwia&= s pour touts, qui
donneW (Cy) = {1}. Pour abréger, nous noterows= W(Cy).

THEOREME 2.4. — Si¢(s) # s + c1, c1 > 0, alors on a0 evcl)/. En particulier, W est fermé dés qué,
est compact.

Remarquel. — Lexemple¢(s) = s + c¢1, c1 > 0, du Théoréme 2.2, montre qu& ne contient pas
toujours 0 ; mais on a toujoursOw .

3. Compacité

Dans ce qui suilgs, ..., g4 désigneront des entieks2, multiplicativement indépendants (par exemple 2
et 6, ou 2,3 et 30), et sera le polynébme de Dirichlet

d
¢(s)=c1+ Y cq,q;°, ¢4 #0, pourtout;.
j=1

La condition [7] pour qu&y, soit borné est alorKcy > E”ll leg; |+ %
Nous avons les trois théoremes suivants, & comparer au théoréme de Polya :

THEOREME 3.1. — Supposond = 1. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes
(1) Rer> leg, |+ 3.
(2) ¢(Co) C C1/2+. poUr un certaire > 0.
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(3) Cy4 estun opérateur de Hilbert-Schmidt.
(4) Cy est compact.

THEOREME 3.2. — Supposong = 2. Alors

(1) Cy4 esttoujours compact.

(2) Cy4 est un opérateur de Hilbert—Schmidt si et seulememR&i > |cq,| + |cg,| + % ou encore s'il
existes > 0 tel queg (Co) C Cy/o4s.

(3) Il existe des opérateurs de compositiGg, avecco = 0, d'image «restreinte §i.e. il n’existe pas de
¢ > 0tel quep(Co) C Cy/24.), compacts et non de Hilbert-Schmidt.

THEOREME 3.3. — Supposong € [3, +o0o]. Alors

(1) Cy4 esttoujours un opérateur de Hilbert-Schmidt.

(2) Il existe des opérateurs de compositiop, avecco = 0, d'image «restreinte », et cependant de
Hilbert—-Schmidt.

Remarque2. — Le caso > 1 est étudié par Bayart dans [3].

Remarque3. — En ce qui concerne I'appartenance a la classe de Hilbert—Schmidt, on peut ajouter au

symbole un terme linéair@s sans affecter le résultat. Pour des symboles
d
¢(s) =cos +c1+ Y cqq;
j=1

on obtient donc :

(1) Sid =10u2,Cy estun opérateur de Hilbert—Schmidt si et seulemeRtsi> [cy, [+ - - +]cg, |+ %

(2) Sid > 3,Cy estun opérateur de Hilbert—-Schmidt si et seulememigi> |cq, | + - - - + |cg, | + %

Remarque4. — Dans le cas dedD), il est non trivial de produire des exemples pour lesqulsest
compact et non de Hilbert—Schmidt [6] ; dans le casiflede tels opérateurs sont faciles & produire quand
leur image est «restreinte » : par exemplés) =s + ¢, 0 < e < % Cela redevient non trivial quand on
demande que I'image ne soit pas «restreinte » : mais de tels opérateurs existent, comme le montre le (3) du
Théoréme 3.2.
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