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Résumé Dans cette Note, nous étudions l’image numérique et la compacité de certains opérateurs
de composition, définis sur un espace de Hilbert de séries de Dirichlet introduit par
Hedenmalm, Lindqvist et Seip. Nous montrons que dans la plupart des cas, zéro est un point
intérieur à cette image numérique. L’étude de la compacité fait apparaître un phénomène
rappelant le théorème de Polya sur les marches aléatoires en dimensiond : si la longueur du
symbole de l’opérateur estd + 1, et l’image du symbole est non-triviale, alors l’opérateur
est non compact sid = 1 ; compact, non Hilbert–Schmidt, sid = 2 ; Hilbert–Schmidt si
d � 3. Pour citer cet article : C. Finet et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 335 (2002)
325–328.
 2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Numerical range and compacity of some composition operators on a
Hilbert space of Dirichlet series

Abstract In this Note, we study the numerical range and compacity of some composition operators,
defined on a Hilbert space of Dirichlet series introduced by Hedenmalm, Linqvist and Seip.
We show that most often, zero is the interior of this numerical range. The study of compacity
exhibits a phenomenon which recalls Polya’s theorem on random walks in dimensiond: if
the length of the symbol of the operator isd + 1, and if its image is non-trivial, then the
operator is non-compact ifd = 1; compact, non Hilbert–Schmidt, ifd = 2; Hilbert–Schmidt
if d � 3. To cite this article: C. Finet et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 335 (2002) 325–
328.
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1. Introduction

Nous nous intéressons aux opérateurs de composition sur l’espace de HilbertH des séries de Dirichlet

f (s) =
∑
n�1

ann
−s , avec‖f ‖ =

( ∑
n�1

|an|2
)1/2

< ∞.

Si on noteCθ le demi-plan{s ∈ C, Rs > θ}, où θ ∈ R, l’inégalité de Cauchy–Schwarz montre que les
fonctions deH sont holomorphes dansC1/2, et H apparaît comme un espace de Hilbert fonctionnel sur
C1/2, dont le noyau reproduisant estKa(s) = ζ(s + a), ζ étant la fonction dzêta de Riemann, et dont une
base orthonormée est constituée des fonctionsn−s , n = 1,2, . . . [10].

Dans [7], Gordon et Hedenmalm ont caractérisé les fonctions analytiquesφ : C1/2 → C1/2, qui génèrent
un opérateur de compositionCφ(f ) = f ◦ φ, envoyantH dansH (de façon automatiquement bornée).

THÉORÈME 1.1 ([7]). –Une fonction analytiqueφ : C1/2 → C1/2 définit un opérateur de composition
bornéCφ : H → H si et seulement si

(a) φ est de la forme: φ(s) = c0s +ϕ(s), oùc0 est un entier� 0, et oùϕ est une fonction analytique sur
C1/2, qui se représente par une série de Dirichlet convergente dans un demi-planCθ , pour θ assez
grand(ϕ ∈ D) ;

(b) φ a un prolongement analytique(encore notéφ) à C0, tel que
(1) φ(C0) ⊂ C0 si c0 > 0 ;
(2) φ(C0) ⊂ C1/2 si c0 = 0.

Ce théorème est l’analogue dansH du principe de subordination de Littlewood [11]. Soulignons
cependant que la situation dansH est différente de celle dans l’espace de Hardy H2(D), avecD le disque
unité, où toute fonction analytiqueφ : D → D induit un opérateur de composition borné sur H2(D), [12].

Du Théorème 4.2 de [7], on peut extraire le lemme utile suivant :

LEMME 1.2. –Soitφ(s) = c0s + ϕ(s) : C0 → C0, ϕ ∈ D ,

ϕ(s) =
∞∑

n=1

cnn
−s .

Alors
(1) si ϕ(s) = c1, on aRc1 � 0 ;
(2) si ϕ n’est pas constante, on aRc1 > 0.

L’image numérique d’un opérateurT sur un espace de Hilbert H est l’ensemble

W(T ) = {〈Tf,f 〉 : f ∈ H et‖f ‖ = 1
}
.

W(T ) est une partie convexe [8,9,13] et borélienne [1] du plan complexe ; pourT compact, elle est
fermée si et seulement si 0∈ W(T ) [4]. Bourdon et Shapiro [5] ont étudié l’image numérique des
opérateurs de composition sur H2(D), et nous menons ici une étude analogue surH . Nous décrivons
l’image numériqueW pour des symbolesφ «simples », et dans le cas général étudierons l’appartenance de

l’origine 0, soit àW (ce qui se produit toujours siφ �= I ), soit àW ou même à
◦

W (ce qui se produit presque
toujours).

Le résultat de [4] faisant le lien entre image numérique et compacité, il est naturel de s’intéresser à la
compacité des opérateursCφ . Cette étude a été abordée par Bayart [2], qui traite également le cas d’espaces
fonctionnels plus généraux queH . Il a notamment observé que, si l’image deφ est « restreinte », c’est-à-
dire s’il existeε > 0 tel que

φ(C0) ⊂ Cε pourc0 > 0, et φ(C0) ⊂ C1/2+ε pourc0 = 0,
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alorsCφ est compact. Nous étudierons la réciproque de ce résultat quandφ(s) = c1 + ∑d
j=1 cqj q

−s
j est un

polynôme de Dirichlet (cqj �= 0 pour toutj ) à d + 1 termes. Cette étude présente une analogie frappante
avec le théorème de Polya sur la marche aléatoire standard dansZ

d , récurrente sid = 1 ou 2, transiente si
d � 3.

Cette Note d’annonce ne contient aucune preuve. Celles-ci seront publiées ultérieurement.

2. Image numérique

2.1. Exemples

Les résultats de Bayart [2] montrent que seuls les symbolesφ de la formeφ(s) = c0s + c1, c0 ∈ N,
Rc1 � 0, génèrent des opérateurs soit inversibles, soit normaux, soit isométriques. Nous commençons par
décrire l’image numérique des opérateurs de composition associés à de telsφ.

THÉORÈME 2.1. –Si φ est une constante dansC1/2, alors W(Cφ) est une ellipse pleine, de foyers0
et 1.

THÉORÈME 2.2. – Siφ(s) = s + c1, avecc1 �= 0, alors :
(1) si Rc1 > 0 et �c1 �= 0, alorsW(Cφ) est un polygone convexe fermé qui contient zéro comme point

intérieur, et c’est l’intervalle semi-ouvert]0,1] si c1 > 0 ;
(2) si Rc1 = 0, W(Cφ) = D ∪ {n−c1, n � 1}, oùD désigne le disque unité ouvert.

THÉORÈME 2.3. –Siφ(s) = c0s + c1 avecc0 � 2 etRc1 � 0, alors
(1) si Rc1 > 0, W(Cφ) est l’enveloppe convexe de{1} et d’un disque fermé centré en 0(image

numérique d’un shift pondéré unilatéral). Il contient le disqueD(0,2−Rc1−1) ;
(2) si Rc1 = 0, W(Cφ) = D ∪ {1}.

2.2. Position de zéro par rapport à W(Cφ)

Dans cette section, pourφ : C1/2 → C1/2 générant un opérateur de composition borné surH , nous notons
φ(s) = c0(s) + ϕ(s), c0 ∈ N, ϕ analytique surC1/2 et admettant une représentation en série de Dirichlet
convergente dans un demi-plan vertical. Nous exclurons toujours le cas trivialφ(s) = s pour touts, qui
donneW(Cφ) = {1}. Pour abréger, nous noteronsW = W(Cφ).

THÉORÈME 2.4. – Si φ(s) �= s + c1, c1 > 0, alors on a0 ∈ ◦
W . En particulier,W est fermé dès queCφ

est compact.

Remarque1. – L’exempleφ(s) = s + c1, c1 > 0, du Théorème 2.2, montre queW ne contient pas
toujours 0 ; mais on a toujours 0∈ W .

3. Compacité

Dans ce qui suit,q1, . . . , qd désigneront des entiers� 2, multiplicativement indépendants (par exemple 2
et 6, ou 2,3 et 30), etφ sera le polynôme de Dirichlet

φ(s) = c1 +
d∑

j=1

cqj q
−s
j , cqj �= 0, pour toutj .

La condition [7] pour queCφ soit borné est alorsRc1 �
∑d

1 |cqj | + 1
2.

Nous avons les trois théorèmes suivants, à comparer au théorème de Polya :

THÉORÈME 3.1. – Supposonsd = 1. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes
(1) Rc1 > |cq1| + 1

2.
(2) φ(C0) ⊂ C1/2+ε pour un certainε > 0.
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(3) Cφ est un opérateur de Hilbert–Schmidt.
(4) Cφ est compact.

THÉORÈME 3.2. – Supposonsd = 2. Alors
(1) Cφ est toujours compact.
(2) Cφ est un opérateur de Hilbert–Schmidt si et seulement siRc1 > |cq1| + |cq2| + 1

2, ou encore s’il
existeε > 0 tel queφ(C0) ⊂ C1/2+ε.

(3) Il existe des opérateurs de compositionCφ , avecc0 = 0, d’image « restreinte »(i.e. il n’existe pas de
ε > 0 tel queφ(C0) ⊂ C1/2+ε), compacts et non de Hilbert–Schmidt.

THÉORÈME 3.3. – Supposonsd ∈ [3,+∞]. Alors
(1) Cφ est toujours un opérateur de Hilbert–Schmidt.
(2) Il existe des opérateurs de compositionCφ , avecc0 = 0, d’image « restreinte », et cependant de

Hilbert–Schmidt.

Remarque2. – Le casc0 � 1 est étudié par Bayart dans [3].

Remarque3. – En ce qui concerne l’appartenance à la classe de Hilbert–Schmidt, on peut ajouter au
symbole un terme linéairec0s sans affecter le résultat. Pour des symboles

φ(s) = c0s + c1 +
d∑

j=1

cqj q
−s
j ,

on obtient donc :
(1) Sid = 1 ou 2,Cφ est un opérateur de Hilbert–Schmidt si et seulement siRc1 > |cq1|+· · ·+|cqd |+ 1

2.
(2) Si d � 3, Cφ est un opérateur de Hilbert–Schmidt si et seulement siRc1 � |cq1| + · · · + |cqd | + 1

2.

Remarque4. – Dans le cas de H2(D), il est non trivial de produire des exemples pour lesquelsCφ est
compact et non de Hilbert–Schmidt [6] ; dans le cas deH , de tels opérateurs sont faciles à produire quand
leur image est « restreinte » : par exemple,φ(s) = s + ε, 0 < ε � 1

2. Cela redevient non trivial quand on
demande que l’image ne soit pas « restreinte » : mais de tels opérateurs existent, comme le montre le (3) du
Théorème 3.2.
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