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Abstract In this Note we study the envelope of 1-parameter family of smooth curves tangent to
a curve having a semicubic cusp, such that the radius of curvature at the tangency point
vanishes when this point approaches the cusp. We show that, generically, the closure of the
envelope has two semicubic cusps at the same point, one of which is the given cusp, tangent
to the same straight line.To cite this article: G. Capitanio, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I
335 (2002) 249–254.  2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales
Elsevier SAS

Sur l’enveloppe des familles à un paramètre de courbes tangentes à
un cusp semicubique

Résumé Dans cette Note on étudie l’enveloppe d’une famille à un paramètre de courbes lisses
tangentes à une courbe ayant un cusp semicubique, telles que le rayon de courbure
au point de tangence tende vers zéro lorsque ce point approche le cusp. On montre
que, génériquement, l’adhérence de cette enveloppe a deux cusps semicubiques au
même point, dont l’un est le cusp donné, tangents à une même droite.Pour citer cet
article : G. Capitanio, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 335 (2002) 249–254.  2002 Académie
des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Version française abrégée
Soitγ une courbe plane réelle, ayant un cusp semicubique enO . En tout pointq �= O deγ on se donne

une courbe lissePq , tangente àγ enq . Dans cette Note on étudie l’enveloppe près de l’origine d’une telle
famille à un paramètre, lorsque le rayon de courbure dePq au point de tangence s’annule pourq → O .

Ce problème est inspiré de l’exemple suivant, dû à V.I. Arnold [1] : l’enveloppe des paraboles tangentes à
l’astroïde, de rayon de courbure 2/3 de celui de l’astroïde au point de tangence, est la réunion de l’astroïde
et de la partie des droites tangentes aux cusps à l’extérieur de l’astroïde.

Le résultat principal de ce travail est le suivant.

THÉORÈME 1. – Génériquement, l’adhérence de l’enveloppe d’une famille vérifiant les hypothèses ci-
dessus a deux cusps semicubiques enO , dont l’une estγ , tangents à une même droite.

Les cas non génériques et celui des courbes duales sont aussi traités ; notamment, on obtient un théorème
analogue (les inflexions remplaçant les cusps) pour des familles de courbes tangentes à une courbe ayant
un point d’inflexion.

Soit s �→ γ (s) = (α(s), β(s)) une paramétrisation lisse deγ , définie dans un voisinage des = 0 ; on peut
supposerα(s) = α2s

2 + o(s2) etβ(s) = β3s
3 + o(s3), avecα2β3 �= 0. Le rayon de courbure deγ s’annule
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au cusp, notammentRγ (s) = r0|s| + o(|s|), où r0 = 4σα2
2/(3β3) et σ est le signe deα2. Le champ de

vecteurs tangents àγ , τ (s) := 1
s
γ̇ (s) est lisse (lemme d’Hadamard) et partout non nul ; on noten sa norme

etu,v ses composantes.
On suppose que le rayon de courbure dePγ (s) au point de tangence soit une fonction lisse s’annulant en

s = 0 ; d’après le lemme de Hadamard, il existe une fonction lisseρ telle que ce rayon est égal àsρ(s).
Choisissons une paramétrisationt �→ (xs(t), ys(t)) dePγ (s), telle que ent = 0 la courbe passe par le point
γ (s) avec vitesseτ (s). Les courbes tangentes s’écrivent alors :

Pγ (s) :




xs(t) = α(s) + u(s)t − v(s)n(s)

2sρ(s)
t2 + f1(s, t)t

3,

ys(t) = β(s)+ v(s)t + u(s)n(s)

2sρ(s)
t2 + f2(s, t)t

3,

où lestermes cubiques, f1, f2, sont des fonctions définies dans un voisinage de(s = 0, t = 0). On a ainsi
une famille à un paramètre{Pγ (s) : s �= 0}, lisse dans le sens que l’on supposef1, f2 etρ lisses (en particulier
ens = 0).

Le graphed’une telle famille est la surface singulière{(p, s) ∈ (R2 ×R) : s �= 0,p ∈ Pγ (s)}. Considérons
ses projections naturellesπ1(p, s) = p etπ2(p, s) = s surR2 etR ; π2 est une fibration au dessus des �= 0
etπ1 est injective (pourt petit) sur chaque fibreπ−1

2 (s) = Pγ (s). L’ enveloppede la famille est l’ensemble
des valeurs critiques deπ1 (cf. [2]).

NotonsF(s, t) := (xs(t), ys(t)). Le graphe étant paramétré par(s, t) �→ (F (s, t), γ (s)), les valeurs
critiques deF et deπ1 coïncident, donc l’enveloppe est l’image parF des solutions de detF∗(s, t) = 0,
où F∗ est la matrice Jacobienne deF . Par un calcul explicite, on montre que detF∗ = tG(s, t)/(sρ(s))2,
G étant une fonction lisse en(s = 0, t = 0). On en déduit queγ fait partie de l’enveloppe. Sit (s) est une
solution deG = 0, s �→ F(s, t (s)) est une branche de l’enveloppe, paramétrée pars �= 0, que l’on peut
prolonger par continuité ens = 0 dès que la limite pours → 0 det (s)2/(sρ(s)) existe et est finie. Dans ce
cas, on dit que cette branchepasse par l’origine, parce que son adhérence contientO .

THÉORÈME 2. – Si ρ0 �= 0, l’enveloppe a deux branches passant par l’origine,γ et δ : s �→ (ξs2 +
o(s2), ηs3 + o(s3)), oùξ = 3(β3ρ0 − σα2

2)/|α2| etη = (9β3ρ0 − 8σα2
2)(β3ρ0 − σα2

2)/(σα
2
2ρ0).

La démonstration de ce théorème (ainsi que des théorèmes suivants) se base sur l’étude, par le polygone
de Newton, des solutions deG = 0 s’annulant ens = 0, en particulier sur le calcul explicite du premier
terme non nul dans le développement en série.

Remarque1. – (1) Le Théorème 1 suit du Théorème 2. Les conditions de généricité,ρ0 �= 0, 9β3ρ0 �=
8σα2

2 etβ3ρ0 �= σα2
2, sont indépendantes des termes cubiques de la famille.

(2) Ces conditions de généricité s’écriventρ0 �= 0 et ρ0 �= 2
3 r0,

3
4 r0. Cela montre que la famille de

paraboles tangentes à l’astroïde, de rayon de courbure 2/3 de celui de l’astroïde, n’est pas générique.
(3) Les courbesγ etPγ (s) ont le même rayon de courbure enγ (s) pourρ(s) = Rγ (s)/|s| = r0 + o(1).

Dans ce casδ = γ et l’enveloppe d’une telle famille estγ comptée deux fois.

On appellediscriminantl’hypersurface des familles non génériques (c’est-à-dire celles qui ne vérifient
pas le Théorème 1). D’après le Théorème 2, dans l’espaceR

3 de ces coefficientsα2, β3, ρ0, le discriminant
est la réunion des trois plans d’équationα2 = 0, β3 = 0, ρ0 = 0 et des surfacesS2/3, S3/4 d’équations
9β3ρ0 = 8σα2

2 etβ3ρ0 = σα2
2. Dans le demi-espaceα2 � 0, S2/3 et S3/4 coïncident avec deux cônes, dans

α2 � 0, avec les mêmes cônes, tournés autour de l’axe desα2 de 90◦.
Le Théorème 2 permet de décrire l’allure de l’enveloppe à l’origine des familles génériques. Les résultats

sont montrés en Fig. 1, où l’on considère aussi la surfaceS1, d’équation 3β3ρ0 = 4σα2
2, qui ne fait pas

partie du discriminant, au travers de laquelleγ et δ échangent leurs positions. On peut se réduire au cas
β3 � 0, car(α2, β3, ρ0) → (α2,−β3,−ρ0) a pour seul effet de renverser les orientations des enveloppes
correspondantes.

On va maintenant étudier l’enveloppe des familles non génériques.
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THÉORÈME 3. –La brancheδ de toute famille appartenant àS2/3 ∪ S3/4, mis à part un sous ensemble
deS3/4 de codimension infinie, est tangente à l’origine à l’axe desx.

Un cusp estsymétriquesi la droite tangente au cusp le sépare en deux parties.
THÉORÈME 4. –La brancheδ de l’enveloppe d’une famille typique de la strateS2/3 a un cusp non

symétrique5/2 à l’origine, opposé à celui deγ ; pour une famille typique de la strateS3/4, cette branche
a une singularité4/3 à l’origine. Pour une famille typique de la strate{ρ0 = 0}, δ a un cusp semicubique,
non tangent à l’axe desx.

De plus, on peut montrer que, pour tout nombre entier , il existe des familles deS2/3 pour lesquellesδ
a un cusp(2 + 3)/2 (symétrique et non symétrique), et il existe des familles deS3/4 pour lesquellesδ a
une singularité(2 + 2)/(2 + 1) ou un cusp symétrique(2 + 3)/(2 + 2). Des formules explicites sont
données dans la version anglaise de la Note.

Considérons le plan dual du plan initial, dont le point(ξ, η) représente la droitey + ξx + η = 0.
L’ensemble des droites tangentes à une courbe du plan définit une courbe dans le plan dual, sacourbe
duale. Puisque la courbe duale d’une enveloppe de courbes est l’enveloppe des courbes duales, la théorie
précédente admet une version duale.

Soit γ̌ une courbe plane réelle lisse ayant un point d’inflexion à l’origine,s �→ γ̌ (s) = (a1s+o(s), b3s
3+

o(s3)) une paramétrisation děγ aveca1b3 �= 0. La courbure děγ estK0s + o(s), K0 = 6σ1b3/a
2
1 (σ1 est

le signe dea1). Considérons une famille lisse à un paramètre de courbes lisses{Qγ̌ (s)}s telle que chaque
Qγ̌ (s) soit tangente à̌γ au pointγ̌ (s) et sa courbure en ce point soit une fonction lisse s’annulant ens = 0,
donc de la formek0s + o(s). On suppose aussi queQO coïncide, dans un voisinage de l’origine, avec l’axe
desx.

THÉORÈME 5. –Pour k0 �= 0, l’enveloppe d’une telle famille a deux branches lisses passant par
l’origine, dont l’une estγ̌ et l’autre estδ̌ : s �→ (ξs + o(s), ηs3 + o(s3)), oûξ = 3(a2

1k0 − 4σ1b3)/(a1k0) et
η = (a2

1k0 − 4σ1b3)(2a2
1k0 − 9σ1b3)/(σ1a

2
1).

COROLLAIRE 6. –Génériquement, la branchěδ de l’enveloppe d’une famille vérifiant les hypothèses
ci-dessus est tangente en l’origine àγ̌ , et elle a un point d’inflexion au point de tangence. Les conditions
de généricité sontk0 �= 0, 2

3K0,
3
4K0.

La branchěδ d’une famille générique parmi celles vérifiantk0 = 4σ1b3/a
2
1 a un cusp non symétrique 5/2

à l’origine, tandis que pour une famille générique parmi celles vérifiantk0 = 9σ1b3/(2a2
1) elle est le graphe

d’une fonction enx ayant un point de maximum ou minimum dégénéré enx = 0.

1. Introduction

Let γ be a real plane curve, with a semicubic cusp atO . For any pointq �= O of γ , consider a smooth
curvePq , tangent toγ at q . In this Note we study the envelope, near the origin, of such a 1-parameter
family, when the curvature radius ofPq at the tangency point vanishes asq → O .

The following example, due to Arnold [1], has inspired this problem: the envelope of parabolae tangent
to the astroid, having as curvature radius 2/3 of that one of the astroid at the tangency point, is the union of
the astroid and of the part of tangent lines at the cusp points outside it.

The main result of this Note is the following.
THEOREM 1.1. – Generically, the closure of the envelope of a family, verifying the hypothesis above,

has two semicubic cusps atO , tangent to the same straight line, one of which isγ .
Nongeneric and dual cases are also treated; in particular, we obtain a similar theorem (the inflection

points replacing the cusp points) for families of curves tangent to a smooth curve with an inflection point.

2. The generic case

Let s �→ γ (s) = (α(s), β(s)) be a smooth parameterization ofγ ; we can supposeα(s) = α2s
2 + o(s2)

and β(s) = β3s
3 + o(s3), with α2β3 �= 0. Its curvature radius can be written asr0|s| + o(|s|), where
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r0 = 4σα2
2/(3β3) andσ is the sign ofα2. The nonzero fieldτ (s) := 1

s
γ̇ (s) of vectors tangent toγ , is

smooth by Hadamard lemma; we will noten its length andu,v its components.
For s �= 0, letPγ (s) be a smooth curve, tangent toγ atγ (s), such that its curvature radius vanishes when

s → 0, as the curvature radius ofγ . According to Hadamard lemma, this radius equalssρ(s) for a smooth
functionρ, defined nears = 0. Let us choose a parameterizationt �→ (xs(t), ys(t)) of Pγ (s), such that it
meetsγ for t = 0 with velocityτ (s). Then the tangent curves are:

Pγ (s) :




xs(t) = α(s) + u(s)t − v(s)n(s)

2sρ(s)
t2 + f1(s, t)t

3,

ys(t) = β(s)+ v(s)t + u(s)n(s)

2sρ(s)
t2 + f2(s, t)t

3,

(1)

where thecubic terms, f1 andf2, are defined near(s = 0, t = 0). Thus,{Pγ (s) : s �= 0} is a 1-parameter
family, smooth in the sense thatf1, f2 andρ are supposed smooth, in particular ats = 0.

Thegraphof such a family is the singular surface{(p, s) ∈ (R2 × R) : s �= 0,p ∈ Pγ (s)}. Consider its
natural projectionsπ1(p, s) = p andπ2(p, s) = s on R

2 andR; π2 is a fibration overs �= 0 andπ1 is
injective (fort small) on every fiberπ−1

2 (s) = Pγ (s). Theenvelopeof the family is the set of critical values
of π1 (cf. [2]).

Let us noteF(s, t) := (xs(t), ys(t)). The graph is parametrized by(t, s) �→ (F (s, t), γ (s)), hence the
critical values ofF andπ1 are the same. Therefore, the envelope is the image byF of the solutions of the
equation detF∗(s, t) = 0 (F∗ is the Jacobian matrix ofF ). An explicit calculation shows that detF∗(s, t) =
t (A(s)+B(s)t +g(s, t)t2)/(sρ(s))2, whereA(s) = 2α2ρ0(4σα2

2 −3β3ρ0)s
2 +o(s2), B(0) = 4σα3

2ρ0, g is
a smooth function in(s = 0, t = 0) andρ0 := ρ(0).

Since detF∗(s,0) ≡ 0, the envelope containsγ . For each solutiont (s) of A(s)+ B(s)t + g(s, t)t2 = 0,
we get a branch of the envelope,s �→ F(s, t (s)), parametrized bys �= 0, that we can extend by continuity
to s = 0 when the limit ass → 0 of t (s)2/(sρ(s)) is finite. If it equals zero, we say that this branchmeets
the origin, becauseO is in its closure.

THEOREM 2.1. – For ρ0 �= 0, the envelope has two branches meeting the origin: γ and δ : s �→
(ξs2+o(s2), ηs3+o(s3)), whereξ = 3(β3ρ0−σα2

2)/|α2| andη = (9β3ρ0−8σα2
2)(β3ρ0−σα2

2)/(σα
2
2ρ0).

For the proof of this theorem (as the following ones), we get by the Newton’s polygon ofA(s)+B(s)t +
g(s, t)t2 = 0 the first nonzero term in the expansion of the solution vanishing ats = 0. For instance, in this
case we findt (s) = [3β3ρ0/(2σα2

2)− 2]s2 + o(s2).
Remark1. – (1) Theorem 1.1 follows from Theorem 2.1; the genericity conditions,ρ0 �= 0, 9β3ρ0 �=

8σα2
2 andβ3ρ0 �= σα2

2, do not depend on the cubic terms of the family.
(2) These conditions can be written asρ0 �= 0 andρ0 �= 2

3 r0,
3
4 r0. Therefore, the family of parabolae

tangent to the astroid considered above is not generic.
(3) The curvesγ andPγ (s) have the same curvature radius at the tangency point ifρ(s) = Rγ (s)/|s| =

r0 + o(1). In this case,A is zero:δ = γ and the envelope of such a family isγ counted twice.
The discriminant is the hypersurface of nongeneric families (i.e. their envelopes are not as in

Theorem 1.1). According to Theorem 3.1, the discriminant inR
3 = {α2, β3, ρ0} is the union of the planes

α2 = 0, β3 = 0, ρ0 = 0 and the surfacesS2/3 := {9β3ρ0 = 8σα2
2} andS3/4 = {β3ρ0 = σα2

2}. In the half
spaceα2 � 0 these surfaces coincide with two cones, in the opposite half space, with the same cones,
turned 90◦ around theα2-axis.

Theorem 2.1 shows the behavior of the envelope near the origin of generic families. Results are
shown in Fig. 1, in which we consider the surfaceS1 := {3β3ρ0 = 4σα2

2} (that is not a part of the
discriminant), because crossing itγ and δ invert their positions. We can supposeβ3 � 0 by the change
(α2, β3, ρ0) → (α2,−β3,−ρ0), that reverse the orientation of the corresponding envelopes.

3. The nongeneric cases
We will now study the envelope of nongeneric families, lying inS2/3 andS3/4. For that, we start defining

some maximally nongeneric families.
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Figure 1. – The discriminant of nongeneric families.

Figure 1. – Le discriminant des familles non génériques.

For given γ and cubic terms as above, consider the solutions(ρ∗, t∗), ∗ = A,B of the systems
ys(t) = d

dt ys(t) = 0 (for ∗ = A) andxs(t) = ys(t) = 0 (for ∗ = B), such thatt∗(0) = 0. Let us noteF ∗
thespecial family corresponding to the givenγ and cubic termsdefined by (1) forρ = ρ∗. By construction,
the envelope ofF A is, near the origin, the half line{(x,0) : σx � 0}, opposed to the cusp ofγ , while
the envelope ofF B is the origin. As a calculation shows, we haveρA

0 = 8σα2
2/(9β3), ρB

0 = σα2
2/β3, and

t∗(s) = c∗s2 + o(s2), with cA = −2/3 andcB = −1/2. Hence, special familiesF A are inS2/3 and special
familiesF B are inS3/4 (for any choice of the curveγ and the cubic terms).

Let us consider a family inS2/3, and the special familyF A, defined by the same curve and cubic
terms. For all such family, except an infinite codimension set, there exists ∈ N such thatρ(s) − ρA(s) =
λs + o(s ), with λ �= 0.

THEOREM 3.1. – For such a family, the branchδ of its envelope iss �→ (ξs2 + o(s2), ηs +3 + o(s +3)),
whereξ = −α2/3 andη = −9λβ2

3/(8σα
2
2).

We will say that a cusp issymmetricif the tangent line at the cusp point split it off into two parts.
Remark2. – For even,δ has a symmetric( + 3)/2 cusp, for odd,δ has, generically, a nonsymmetric

( + 4)/2 cusp (but it may have a more degenerate cusp).

COROLLARY 3.2. –The envelope of a typical family lying inS2/3 has a nonsymmetric5/2 cusp atO .

COROLLARY 3.3. –For any family inS2/3, the corresponding branchδ of the envelope has a cusp at the
origin (that can be infinitely degenerate, as, for instance, a half line), tangent to thex-axis and opposed to
the cusp ofγ .

Let us consider now a family inS3/4, and the corresponding special familyF B . For all such family,
except an infinite codimension set, there exists ∈ N such thatρ(s) − ρB(s) = λs + o(s ), with λ �= 0.

THEOREM 3.4. – For such a family, the branchδ of its envelope iss �→ (ξs +2 + o(s +2), ηs +3 +
o(s +3)), whereξ = ( + 3)λβ3/|α2| andη = ( + 2)λβ2

3/(2σα
2
2).

Remark3. – For even,δ has a symmetric( + 3)/( + 2) cusp; for odd it has a( + 3)/( + 2)
singularity. In both casesδ is tangent at the origin to thex-axis.

COROLLARY 3.5. –The envelope of a typical family lying inS3/4 has a4/3 singularity at the origin.
Let t (s) be the solution vanishing ats = 0 of the equationA+Bt + gt2 = 0, corresponding to the given

family in S2/3 or S3/4, as explained in Section 2. Theorems 3.1 and 3.4 result from the following.
LEMMA 3.6. – Suppose thatρ(s) − ρ∗(s) = λs + o(s ), with ∗ = A or B, λ �= 0 and ∈ N. Then we

havet (s)− t∗(s) = µ∗s +2 + o(s +2), whereµ∗ = λ(3σβ3/α
2
2 − (2+ ( + 1)c∗)/ρ0).
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For families lying in {ρ0 = 0}, it is still possible to find explicit formulae for the branches of their
envelopes. For instance, the envelope of a generic family of this stratum, has one branch (exceptγ ) meeting
the origin, that has a semicubic cusp tangent to the straight line of slope 2α2/ρ̇(0). For more particular
families (such thatρ0 = ρ̇(0) = 0) the number of branches meeting the origin depends on the first nonzero
term in the Newton expansion ofρ. Moreover, all the branches of the envelope (exceptγ ) of these families
are tangent at the origin to they-axis.

4. The dual case
Given a curve in the plane, let us consider in the dual plane thedual curve(the set of tangent lines of the

given curve). If the given curve has a semicubic cusp, the dual curve has a corresponding inflection point;
if the given curve is smooth and convex, the dual curve is smooth and convex. Since the dual curve of an
envelope of curves is the envelope of the dual curves, the preceding theory admits a dual version.

Let γ̌ be a smooth real plane curve, with an inflection point at the origin,s �→ γ̌ (s) = (a1s+o(s), b3s
3 +

o(s3)) its parameterization, witha1b3 �= 0. Its curvature aťγ (s) isK0s +o(s), whereK0 = 6σ1b3/a
2
1 (σ1 is

the sign ofa1). Let us consider a smooth 1-parameter familyG = {Qγ̌ (s)}s of smooth curves, such that each
curveQγ̌ (s) is tangent toγ̌ at γ̌ (s), its curvature at the tangency point is a smooth function vanishing at
s = 0, hence of the formsk(s) = k0s + o(s). Moreover, we suppose thatPO coincide, locally at the origin,
with thex-axis.

The dual curvePγ (s) of Qγ̌ (s) is, for s �= 0, tangent at the dual curveγ of γ̌ , that can be parametrized
as γ (s) = (−3b3/a1s

2 + o(s2),2b3s
3 + o(s3)). The curvature radius ofPγ (s) at the tangency point is

−σ(b3)k0s + o(s) (σ(b3) is the sign ofb3). Therefore,{Pγ (s) : s �= 0} is a 1-parameter family as those
studied in the preceding sections. Hence we get from Theorem 2.1 the following.

THEOREM 4.1. –The envelope of a familyG such thatk0 �= 0 has two smooth branches passing by
the origin, γ̌ and δ̌ : s �→ (ξs + o(s), ηs3 + o(s3)), whereξ = 3(a2

1k0 − 4σ1b3)/(a1k0) andη = (a2
1k0 −

4σ1b3)(2a2
1k0 − 9σ1b3)/(σ1a

2
1).

COROLLARY 4.2. –The branchδ̌ of G has generically an inflection point at the origin, where it is
tangent at thex-axis. The genericity conditions arek0 �= 0, 2

3K0,
3
4K0.

Let GA andGB be the dual of the special familiesF A andF̃ B , corresponding toPγ (s). The envelopes of
GA andGB are, respectively, the origin and thex-axis; their curvaturesskA andskB verify kA0 = 4σ1b3/a

2
1

andkB0 = 9σ1b3/(2a2
1).

THEOREM 4.3. –Suppose thatk(s) − kA(s) = λs + o(s ), with λ �= 0 and  ∈ N, the branchδ̌
of the envelope ofG is s �→ (ξs +1 + o(s +1), ηs +3 + o(s +3)), whereξ = ( + 3)λσ1a

3
1/(4b3) and

η = −( + 1)λσ1a
2
1/4.

Remark4. – The envelope of such a familyG has at the origin an inflection point for even or a
( + 3)/( + 1) cusp for odd . In both cases,̌δ is tangent to thex-axis atO . A typical family G among
those verifyingk0 = 4σ1b3/a

2
1 has a non symmetric 5/2 cusp atO .

THEOREM 4.4. –Suppose thatk(s) − kB(s) = λs + o(sk), with λ �= 0 and ∈ N, the branchδ̌ of the
envelope iss �→ (ξs + o(s), ηs +3 + o(s +3)), whereξ = a1/3 andη = 2λσ1a

2
1/9.

Remark5. – For such a familyG, the brancȟδ is, locally at the origin, the graph of a smooth function on
x, having inx = 0 a degenerate critical point: a maximum or a minimum point for odd , an inflection point
for even . Moreover, in both casešδ is tangent to thex-axis at the origin (with order of tangency greater
than 2).

1 Supported by INDAM (Istituto Nazionale Di Alta Matematica).
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