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Résumé Dans cette Note, nous montrons que l’image d’un point de base d’une surface rationnelle
tensorielle deR3 est un ensemble de courbes rationnelles deR

3. Un point de base est
une valeur des paramètres telle que la surface rationnelle présente la valeur(0

0,
0
0,

0
0)

(cf. [4,5]). Ce résultat formulé par Clebsch dans [1] est ici revisité, dans le cadre de la
géométrie de la CAO,via le formalisme des vecteurs massiques introduit par Fiorot et
Jeannin dans [3]. Nous donnons explicitement ces courbes rationnelles à l’aide de leurs
vecteurs massiques. Ceux-ci sont proportionnels aux vecteurs massiques dont les indices
appartiennent au polygone de Newton de la surface. De plus, contrairement à ce qui est fait
classiquement en géométrie algébrique, nous montrons qu’en appliquant un changement de
variables avec des exposants fractionnaires, il est possible d’obtenir directement n’importe
quelle courbe image du point de base, sans être obligé d’effectuer des changements de
variables successifs.Pour citer cet article : O. Gibaru, J.-C. Fiorot, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. I 335 (2002) 283–288.  2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques
et médicales Elsevier SAS

Determination of the images of a base point of a tensorial rational
surface defined by massic vectors

Abstract In this Note, we demonstrate that the image of a base point of a rational surface defined
in R

3 is a set of rational curves defined inR
3. A base point is a parameter value for which

the rational parametrization takes the value of(0
0,

0
0,

0
0) (see[4,5]). This result was studied

by Clebsch in [1]. Here, we use the formalism of massic vectors introduced by Fiorot and
Jeannin in [3]. This allows us to give explicitly these rational curvesvia their massic vectors.
These massic vectors are proportional to those whose indices belong to the Newton polygon
of the surface. Moreover, it is shown that by using fractional changes of variables, it is
possible to obtain any image curve directly without having to apply successive changes of
variables as usually done in algebraic geometry.To cite this article: O. Gibaru, J.-C. Fiorot,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 335 (2002) 283–288.  2002 Académie des sciences/Éditions
scientifiques et médicales Elsevier SAS
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Abridged English version

Consider a rational surface defined byθ = (θij ) 0�i�n
0�j�p

, a set of massic vectors, where at leastθ00 = �0.

We define the setA = {pij = (i, j) : θij �= �0} of integer points in the planeR2 whose coordinates are the
pairs of indices of the set of non-zero massic vectors. The pointQ ∈ A is said to be an extreme point if there
does not exist two different pointsq1 andq2 belonging toA such thatQ∈]q1, q2[ . Let Q0,Q1, . . . ,Qq

be the extreme points ofA, the convex hull ofA is defined by Conv(A) := {λ0Q0 + · · · + λqQq, λi ∈
R

+ :
∑q

i=0λi = 1} ⊂ R
2. The set of extreme points of Conv(A), denoted by{P0,P1, . . . ,Pl̄} which is

included in the set{Q0,Q1, . . . ,Qq } of the extreme points ofA, with l̄ � q , define the Newton polygon
(see[2]) of the SBR-surfaceSBR[θ ], denoted byNewton(SBR[θ ]). We denote by(αi , βi), i = 0, . . . , l̄, the
integer coordinates ofPi . Let us assume thatP0 = (α0 �= 0, β0 = 0) is the point such thatα0 is the lowest
value withy = 0 andPm = (αm = 0, βm �= 0) is the point such thatβm is the lowest value withx = 0. This
implies thatβi+1−βi

αi−αi+1
>

βi−βi−1
αi−1−αi

for i = 1, . . . ,m− 1 whereαi > αi+1 andβi+1 > βi for i = 0, . . . ,m− 1.

We need to define further the complementary to the Newton polygon, denotedNewton(SBR[θ ]), as the
polygon whose vertices are{(0,0),P0,P1, . . . ,Pm}.

With the assumptions that the mass ofθij is greater than or equal to zero for all(i, j) ∈ A
except for (i, j) ∈ {P0,P1, . . . ,Pl̄} where the mass ofθij is strictly greater than zero and among
the massic vectorsθi0, i ∈ {1, . . . , n} (respectively among the massic vectorsθ0j , j ∈ {1, . . . , p})
there exists at least a non-zero massic vectorθα0,0 (respectivelyθ0,βm) we come to the fundamental
theorem: the image of the base point(u, v) = (0,0) of the rational functionSBR[θ ] : [0,1]2 → Ẽ ,
(u, v) �→ SBR[θ ](u, v) = �

(∑n
i=0
∑p

j=0B
n
i (u)B

p
j (v) ∗ θij

)
is m consecutive rational curves. They are

respectively defined by the massic vectorsθij whose indices(i, j) respectively belong to them segments
[Ps,Ps+1] for s = 0, . . . ,m−1 of Newton(SBR[θ ])∩Newton(SBR[θ ]). More precisely, thesem BR-curves

are defined byBR[τ (s+1)](t) = �
(∑ds

i=0B
ds
i (t) ∗ τ

(s+1)
i

)
, where τ

(s+1)
i =

(
n

αs−i
αs−αs+1

ds

)(
p

βs+i
βs+1−βs

ds

)

(dsi )
∗

θ
αs−i

αs−αs+1
ds

,βs+i
βs+1−βs

ds

. The proof is either given by induction or by applying directly independent

fractional changes of the variables.

1. Définition du polygone de Newton d’une surface (SBR)

Soit une surface rationnelle définie par l’ensemble des vecteurs massiquesθ = (θij ) 0�i�n
0�j�p

, où au moins

θ00 = �0. Nous notonsA = {pij = (i, j) : θij �= �0} l’ensemble des couples d’indices des vecteurs massiques
non nuls.

DÉFINITION 1. – Un pointQ ∈ A est dit point extrême s’il n’existe pas deux points différentsq1 et q2
deA tels queQ∈]q1, q2 [.

DÉFINITION 2. – SoientQ0,Q1, . . . ,Qq des points extrêmes deA, alors l’enveloppe convexe deA est
définie par Conv(A) := {λ0Q0 + · · · + λqQq, λi ∈ R

+ :
∑q

i=0λi = 1} ⊂ R
2.

DÉFINITION 3. – L’ensemble des points extrêmes{P0,P1, . . . ,Pl̄} de Conv(A), inclus dans l’ensemble
{Q0,Q1, . . . ,Qq} des points extrêmes deA (l̄ � q), définit le polygone de Newton de la surface(SBR)
paramétrée parSBR[θ ] : [0,1]2 → Ẽ

SBR[θ ](u, v)=�

(
n∑

i=0

p∑
j=0

Bn
i (u)B

p
j (v) ∗ θij

)
, (1)
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oùBn
i (t) = (n

i

)
(1 − t)n−i t i désigne leième polynôme de Bernstein de degrén de la base des polynômes

de degré� n et Ẽ désigne le complété projectif de l’espace affineE (E ≡ R
3). Nous noterons par

Newton(SBR[θ ]) ce polygone.

Nous notons par(αi , βi), i = 0, . . . , l̄, les coordonnées entières des pointsPi . Supposons queP0 = (α0 �=
0, β0 = 0) est le point de plus petite abscisse parmi les points deA d’ordonnée nulle etPm = (αm = 0, βm �=
0) est le point de plus petite ordonnée parmi les points deA d’abscisse nulle. Il vient queβi+1−βi

αi−αi+1
>

βi−βi−1
αi−1−αi

pouri = 1, . . . ,m−1 oùαi > αi+1 etβi+1 > βi pouri = 0, . . . ,m−1. Nous définissons le complémentaire
du polygone de Newton deSBR[θ ], notéNewton(SBR[θ ]), comme étant le polygone dont les sommets sont
définis par les points{(0,0),P0,P1, . . . ,Pm}.

Chaque segment[Ps,Ps+1], pours = 0, . . . ,m − 1, de Conv(A) admet le vecteur normal orienté vers
l’intérieur du domaine,�ns = (βs+1−βs

ds
,
αs−αs+1

ds

)
où ds est le plus grand commun diviseur des entiers

βs+1−βs etαs −αs+1. Notons queds +1 correspond au nombre de points entiers sur le segment[Ps,Ps+1].
2. Images d’un point de base d’une surface (SBR)

Supposons que parmi les vecteurs massiquesθi0, i ∈ {1, . . . , n} (respectivement parmi les vecteurs
massiquesθ0j , j ∈ {1, . . . , p}), il existe au moins un vecteur massique non nulθα0,0 (respectivementθ0,βm)
et que la masse deθij soit supérieure ou égale à zéro pour tout(i, j) ∈ A sauf pour(i, j) ∈ {P0,P1, . . . ,Pl̄}
où la masse deθij est supérieure strictement à zéro alors nous avons le théorème suivant :

THÉORÈME 4. – Avec ces hypothèses et les notations de la Section1, l’image du point de base(u, v) =
(0,0) de l’application rationnelle SBR[θ ] définie par(1) estm courbes rationnelles consécutives. Elles
sont définies respectivement par les vecteurs massiquesθij dont les couples d’indices(i, j) appartiennent
auxm segments[Ps,Ps+1] pours = 0, . . . ,m− 1. Plus précisément cesm courbes rationnelles mises sous
la forme(BR) sont BR[τ (s+1)](t)=�

(∑ds
i=0B

ds
i (t) ∗ τ (s+1)

i

)
, où

τ
(s+1)
i =

( n

αs−i
αs−αs+1

ds

)( p

βs+i
βs+1−βs

ds

)
(
ds
i

) ∗ θ
αs−i

αs−αs+1
ds

,βs+i
βs+1−βs

ds

. (2)

Remarque5. – La preuve par récurrence se fait par application àSBR[θ ] dem changements de variables
polynomiaux succcessifs pour mettre en évidence les courbes images du point de base. L’hypothèse de
récurrence est relative aux vecteurs massiques, dont les couples d’indices sont situés sur les frontières
communes des polygones de Newton et de leur complémentaire des surfaces rationnelles issues de
l’application de ces changements de variables successifs. Nous montrons ensuite, par application du lemme
ci-dessous, que les différents vecteurs massiques des courbes images du point de base(u, v) = (0,0)
satisfont (2).

Remarque6. – Si la surface (SBR) présente un point de base autre que(u, v) = (0,0), il est possible de
se ramener à ce casvia un changement affine des paramètres.

LEMME 7. –Soient θ = (θi)0�i�d0 et τ = (τj )0�j�d0p (d0,p ∈ N
∗) deux ensembles de vecteurs

massiques tels que pour toutj = 0, . . . , d0p, τj = (
d0
j/p)

(
d0p
j )

∗θj/p si j est un multiple dep etτj = �0 sinon, alors

BR[θ ](u) = �
(∑d0

i=0B
d0
i (u) ∗ θi

)
pour u ∈ [0,1], et BR[τ ](t) = �

(∑d0p
j=0B

d0p
j (t) ∗ τj

)
pour t ∈ [0,1],

admettent le même arc de courbe rationnelle support.

La démonstration de ce lemme s’établit en remplaçantu par la valeurtp/(tp + (1− t)p) dansBR[θ ](u).
Preuve du théorème. –Définissons la récurrence : nous notonsα

(0)
s = αs , β

(0)
s = βs , d

(0)
s = ds pour

s = 0, . . . ,m et θ(k̄) la grille des vecteurs massiques de la surface (SBR) définie parSBR[θ(k̄)] = SBR[θ ] ◦
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ϕ(1) ◦ ϕ(2) ◦ · · ·ϕ(k̄) où

ϕ(j)(t, r)= (rβ(j−1)
1 /d

(j−1)
0 (1− t)β

(j−1)
1 , r(α

(j−1)
0 −α

(j−1)
1 )/d

(j−1)
0 tα

(j−1)
0 −α

(j−1)
1

)
pourj = 1, . . . , k̄.

Nous supposons que l’origine et les pointsP (k̄)
s = (α

(k̄)
s , β

(k̄)
s ), pour s = 0, . . . ,m − k̄, constituent les

sommets deNewton(SBR[θ(k̄)]) oùα(k̄)s = α
(k̄−1)
s+1 β

(k̄−1)
1 , β(k̄)

s = β
(k̄−1)
1 α

(k̄−1)
s+1 +(α

(k̄−1)
0 −α

(k̄−1)
1 )β

(k̄−1)
s+1 −α

(k̄−1)
0 β

(k̄−1)
1

d
(k̄−1)
0

et d(k̄)s = pgcd(α
(k̄)
s − α

(k̄)
s+1, β

(k̄)
s+1 − β

(k̄)
s ). Le polygoneNewton(SBR[θ(k̄)]) ainsi défini, comporte donc̄k

côtés en moins par rapport à celui deNewton(SBR[θ ]). De plus, nous supposons que les vecteurs massiques
dont les couples d’indices appartiennent àNewton(SBR[θ(k̄)]) ∩ Newton(SBR[θ(k̄)]), sont définis pour

s = 0, . . . ,m− k̄ − 1, eti = 0, . . . , d(k̄)s par :

θ
(k̄)
kl =

( n

α
(0)
s+k̄

−i
α
(0)
s+k̄

−α
(0)
s+k̄+1

d
(k̄)
s

)( p

β
(0)
s+k̄

+i
β
(0)
s+k̄+1

−β
(0)
s+k̄

d
(k̄)
s

)
( nk̄

α
(k̄)
s −i

α
(k̄)
s −α

(k̄)

s+1

d
(k̄)
s

)( pk̄

β
(k̄)
s +i

β
(k̄)

s+1
−β

(k̄)
s

d
(k̄)
s

) ∗ θ
α
(0)
s+k̄

−i
α
(0)
s+k̄

−α
(0)
s+k̄+1

d
(k̄)
s

,β
(0)
s+k̄

+i
β
(0)
s+k̄+1

−β
(0)
s+k̄

d
(k̄)
s

(3)

si d(k̄)s /d
(0)
s+k̄

divisei et parθ(k̄)kl = �0 sinon, oùk = α
(k̄)
s − i(α

(k̄)
s − α

(k̄)
s+1)/d

(k̄)
s et l = β

(k̄)
s + i(β

(k̄)
s+1 − β

(k̄)
s )/

d
(k̄)
s .

Pour la valeur̄k = 1, SBR[θ ] ◦ ϕ(1)(t, r) s’écrit dans la base des polynômes de Bernstein de degrésn1 en t
etp1 enr par :

SBR
[
θ(1)
]
(t, r)= SBR[θ ] ◦ ϕ(1)(t, r)=�

(
n1∑
k=0

p1∑
l=0

B
n1
k (t)B

p1
l (r) ∗ θ(1)kl

)
,

après factorisation et simplification parrα
(0)
0 β

(0)
1 /d

(0)
0 (car∀(i, j) ∈ A, iβ

(0)
1 + j (α

(0)
0 − α

(0)
1 )� α

(0)
0 β

(0)
1 ), où

nous posonsn1 = nβ
(0)
1 + p(α

(0)
0 − α

(0)
1 ), p1 = nβ

(0)
1 /d

(0)
0 + p(α

(0)
0 − α

(0)
1 )/d

(0)
0 − α

(0)
0 β

(0)
1 /d

(0)
0 et

θ
(1)
kl =

l∑
i=0

min(d(0)0 i+α
(0)
0 β

(0)
1 ,k)∑

j=0

(
l
i

)( n
j

β
(0)
1

)( p

d
(0)
0

i+α
(0)
0

β
(0)
1

−j

α
(0)
0

−α
(0)
1

)(n1−d
(0)
0 i−α

(0)
0 β

(0)
1

k−j

)
(
n1
k

)(
p1
i

) ∗ ω
j/β

(0)
1 ,i

,

avec

ω
j/β

(0)
1 ,i

=

#

j

β
(0)
1

,
d
(0)
0

i+α
(0)
0

β
(0)
1

−j

α
(0)
0

−α
(0)
1 θ00 si

(
j

β
(0)
1

,
d
(0)
0 i+α

(0)
0 β

(0)
1 −j

α
(0)
0 −α

(0)
1

)
∈A,

�0 sinon.

Commeθij = �0 pour touts = 0, . . . ,m − 1 et tout (i, j) ∈ {0, . . . , n} × {0, . . . , p} tels quei(β(0)
s+1 −

β
(0)
s ) + j (α

(0)
s − α

(0)
s+1) < α

(0)
s β

(0)
s+1 − α

(0)
s+1β

(0)
s alors ω

j/β
(0)
1 ,i

= �0 pour touts = 1, . . . ,m − 1 et tout

(i, j) ∈ {0, . . . , n1} × {0, . . . , p1} tels que

j

β
(0)
1

(
β
(0)
s+1 − β(0)

s

)+ d
(0)
0 i + α

(0)
0 β

(0)
1 − j

α
(0)
0 − α

(0)
1

(
α(0)s − α

(0)
s+1

)
< α(0)s β

(0)
s+1 − α

(0)
s+1β

(0)
s .
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Il vient queθ(1)kl = �0 pour tout(k, l) ∈ {0, . . . , n1} × {0, . . . , p1} avec pours = 0, . . . ,m − 2, k(β(1)
s+1 −

β
(1)
s )+ l(α

(1)
s − α

(1)
s+1) < α

(1)
s β

(1)
s+1 − α

(1)
s+1β

(1)
s (cf. les notations de l’hypothèse de récurrence aveck̄ = 1).

Après calculs, nous montrons pour tout(k, l) tels quek(β(1)
s+1 − β

(1)
s ) + l(α

(1)
s − α

(1)
s+1) = α

(1)
s β

(1)
s+1 −

α
(1)
s+1β

(1)
s que la relation de récurrence (3) est satisfaite pourk̄ = 1.

Notons que

d
(1)
s

d
(0)
s+1

= pgcd

(
(α

(0)
s+1 − α

(0)
s+2)β

(0)
1

d
(0)
s+1

,
β
(0)
1 (α

(0)
s+2 − α

(0)
s+1)+ (α

(0)
0 − α

(0)
1 )(β

(0)
s+2 − β

(0)
s+1)

d
(0)
0 d

(0)
s+1

)
∈ N

∗.

De plus,Newton(SBR[θ(1)]) défini par les sommets{(0,0),P (1)
0 ,P (1)

1 , . . . ,P (1)
m−1} admet 1 côté en moins

par rapport àNewton(SBR[θ ]). En prenantr = 0 dans l’expression deSBR[θ(1)](t, r) il vient après calculs :

SBR[θ ] ◦ ϕ(1)(t,0)=�

((α
(0)
0 −α

(0)
1 )β

(0)
1∑

j=0

B
(α

(0)
0 −α

(0)
1 )β

(0)
1

j (t) ∗ τj
)
, ∀t ∈ [0,1],

où

τj =
( n

α
(0)
0 −j/β

(0)
1

)( p

j/(α
(0)
0 −α

(0)
1 )

)
((α(0)0 −α

(0)
1 )β

(0)
1

j

) ∗ θ
α
(0)
0 − j

β
(0)
1

,
j

(α
(0)
0

−α
(0)
1

)

si j est un multiple de
(α

(0)
0 −α

(0)
1 )β

(0)
1

d
(0)
0

et τj = �0 sinon.

En appliquant le lemme avec icip = (α
(0)
0 −α

(0)
1 )β

(0)
1

d
(0)
0

et d0 = d
(0)
0 , nous obtenons que la courbe image

du point de base(u, v) = (0,0) à l’étapek̄ = 1 est définie par la courbe rationnelle de degré plus faible
suivante :

BR
[
τ (1)
]
(t) =�

(d
(0)
0∑

i=0

B
d
(0)
0

i (t) ∗ τ (1)i

)
, ∀t ∈ [0,1],

où τ (1)i =
(

n

α
(0)
0

−i(α
(0)
0

−α
(0)
1

)/d
(0)
0
)(

p

i
β
(0)
1

d
(0)
0

)

(
d
(0)
0
i
)

θ
α
(0)
0 −i

(α
(0)
0

−α
(0)
1

)

d
(0)
0

,i
β
(0)
1

d
(0)
0

pouri = 0, . . . , d(0)0 .

En supposant l’hypothèse de récurrence satisfaite jusqu’à l’ordrek̄ − 1, il vient, après calculs, et
en appliquant la même démarche que celle pourk̄ = 1, que les vecteurs massiques dont les indices
appartiennent àNewton(SBR[θ(k̄)]) ∩ Newton(SBR[θ(k̄)]) satisfont l’hypothèse de récurrence (3) à l’ordre
k̄ et que ce polygone comporte 1 côté de moins que celui deNewton(SBR[θ(k̄−1)]) et par là-mêmēk côtés
de moins queNewton(SBR[θ ]). De plus, en utilisant l’hypothèse de récurrence sur les vecteurs massiques

θ(k̄−1) et en appliquant de nouveau le Lemme avec icip = (α
(k̄−1)
0 − α

(k̄−1)
1 )β

(k̄−1)
1 /d

(0)
k̄−1

et d0 = d
(0)
k̄−1

,

nous obtenons lākème courbe (BR) image du point de base suivante :

SBR[θ ] ◦ ϕ(1) ◦ · · · ◦ ϕ(k̄)(t,0)=�

(d
(0)
k̄−1∑
i=0

B
d
(0)
k̄−1

i (t) ∗ τ (k̄)i

)
,
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où

τ
(k̄)
i =

( n

α
(0)
k̄−1

−i
α
(0)
k̄−1

−α
(0)
k̄

d
(0)
k̄−1

)( p

β
(0)
k̄−1

+i
β
(0)
k̄

−β
(0)
k̄−1

d
(0)
k̄−1

)
(d(0)

k̄−1
i

) ∗ θ
α
(0)
k̄−1

−i
α
(0)
k̄−1

−α
(0)
k̄

d
(0)
k̄−1

,β
(0)
k̄−1

+i
β
(0)
k̄

−β
(0)
k̄−1

d
(0)
k̄−1

Cette relation de récurrence est nécessairement limitée àk̄ = m étapes carNewton(SBR[θ(m)]) se réduit

alors au point(0,0). Commeτ (k̄)
d
(0)
k̄−1

= τ
(k̄+1)
0 pour k̄ = 1, . . . ,m − 1, les courbes (BR) images du point de

base sont donc consécutives.✷
THÉORÈME 8. – Lesm courbes rationnelles images du point de base(u, v) = (0,0) de la surface

rationnelle SBR[θ ] peuvent être obtenues directement en effectuant les changements de variables à
exposants rationnels suivants:

ϕs(t, r)= (u= r(βs+1−βs)(1− t)
ds

αs−αs+1 , v = r(αs−αs+1)t
ds

βs+1−βs
)
, pour s = 0, . . . ,m− 1.

Il vient, en posantr = 0, la forme(2) des vecteurs massiques de chaque courbe rationnelle image du point
de base.

1 Auteur à contacter pour toute correspondance.
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