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Résumé Cette Note présente une méthode de démonstration de l’inégalité de Haagerup pour des
groupoïdes discrets basée sur des déformations de triangles. Nous appliquons cette méthode
à des groupes agissants librement et par isométries sur les sommets de certains immeubles
euclidiens.Pour citer cet article : M. Talbi, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 335 (2002) 233–
236.  2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Haagerup’s inequality, groupoïds and Euclidean buildings

Abstract This Note presents a method of proof of the Haagerup’s inequality for discrete groupoïds
using deformations of triangles. We apply this method to groups acting freely and by isome-
tries on vertices of some euclidean buildings.To cite this article: M. Talbi, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. I 335 (2002) 233–236.  2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et
médicales Elsevier SAS

1. Définitions, notations
Soit G un groupoïde discret etG(0) le sous ensemble de ses unités. Désignons parG(3)0 l’ensemble des

triangles(α1, α2, α3) deG, i.e. des triplets composables deG dont le produit est une unité. Ces triangles
seront dits dégénérés si leurs côtésαi , i = 1,2,3, sont des unités.

Nous munissonsG d’une longueurL :G → R+ telle que : (i)L(α) = 0,∀α ∈ G(0) ; (ii) L(α−1) =
L(α), ∀α ∈ G et (iii) L(α1α2)�L(α1)+L(α2), ∀α1, α2 composables.

Pour tout entiern� 0, notonsBL(n)= {α ∈ G, L(α) � n} et pourK = R ou C, notonsKG l’ensemble
des fonctions à support fini surG et à valeurs dansK.

DÉFINITION 1.1. – (a) On dit qu’un ensemble de trianglesT ⊂ G(3)0 vérifie l’inégalité de Haagerup s’il
existe un polynômeP tel que∀n ∈ N, ∀φ1, φ2, φ3 ∈ RG avecφ1 à support dansBL(n), on a :

∑
(α1,α2,α3)∈T

φ1(α1)φ2(α2)φ3(α3)� P(n)‖φ1‖2‖φ2‖2‖φ3‖2,

où‖ ‖2 est la norme L2 ;
(b) On dit que(G,L) vérifie l’inégalité de Haagerup si l’ensembleG(3)0 de ses triangles la vérifie.

La condition (b) généralise la définition connue [4] de l’inégalité de Haagerup dans le cas d’un groupe
discretG : ∃C, r � 0, ∀φ ∈ CG, ‖λ(φ)‖ � C‖(1 + L)rφ‖2 où λ :CG→ B(l2(G)) est la représentation
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régulière gauche. Cette définition est équivalente à la propriété(DR) de décroissance rapide de Jolissaint :
H∞
L (G) ⊂ C∗

r (G). L’existence d’une telle inclusion induisant un isomorphisme enK-théorie [3] joue
un rôle crucial dans la démonstration donnée dans [2] de la conjecture de Novikov pour les groupes
hyperboliques au sens de Gromov et dans la démonstration donnée dans [5] de la conjecture de Baum–
Connes pour certains groupes.

Supposons queG agit librement par isométries sur l’espace métrique(X,d) et considérons le groupoïde
G(X,G) = X × X/(x,y)∼(gx,gy) muni de la longueur définie parL[x, y] = d(x, y), ∀x, y ∈ X. On a le
résultat suivant [7], qui justifie l’intérêt de la Définition 1.1(b) :

PROPOSITION 1.2. – Si (G(X,G),L) vérifie l’inégalité de Haagerup, alors pour toutx0 ∈X le groupe
G muni de la longueurLx0 : g �→ d(x0, gx0) vérifie cette inégalité.

2. Inégalité de Haagerup et déformations des triangles

Notre stratégie pour démontrer l’inégalité de Haagerup pour un groupoïdeG donné consiste à opérer
des déformations successives sur l’ensembleG(3)0 des triangles deG pour réduire la démonstration de cette
inégalité à l’ensemble des triangles dégénérés. On utilise alors le résultat suivant qui est direct :

PROPOSITION 2.1. – L’ensemble des triangles dégénérés deG vérifie l’inégalité de Haagerup.

Les déformations « compatibles » avec l’inégalité de Haagerup considérées ici sont lesB-pincements et
les changements de faces tétraèdriques, Fig. 1.

Le B-pincement. –Fixons un polynômeP1 et considérons pour chaqueα ∈ G un domaineB(α) de
L-décompositions deα, i.e. un ensemble de triplets(u, α̃, v) tels que : (i)L(u),L(v) � P1(L(α)), (ii) le
triplet (u, α̃, v−1) est composable etα = uα̃v−1, (iii) si (u, α̃, v) ∈ B(α) alors(v−1, α̃−1, u−1) ∈ B(α−1).

DÉFINITION 2.2. – G est àB-croissance polynomiale s’il existe un polynômeP tel que pour toutα ∈ G,
pour toutn ∈ N : #{(u, α̃, v) ∈ B(α), L(u),L(v),L(α̃)� n} � P(n).

D’autre part, nous dirons qu’un triangle(α̃1, α̃2, α̃3) est unB-pincement d’un triangle(α1, α2, α3) s’il
existeu1, u2, u3 ∈ G tels que pour touti ∈ Z/3Z, on a(ui, α̃i , ui+1) ∈ B(αi).

DÉFINITION 2.3. – Nous dirons qu’un ensembleT ′ de triangles deG est unB-pincement d’un autre
ensembleT de triangles deG s’il existe un polynômeP tel que tout triangle(α1, α2, α3) dansT admet un
B-pincement(α̃1, α̃2, α̃3) dansT ′ qui vérifie maxi L(α̃i )� mini P (L(αi )).

Nous avons alors le résultat suivant :

PROPOSITION 2.4. – SoientT ,T ′ deux ensembles de triangles deG. Si (G,L) est àB-croissance
polynomiale et si l’ensemble(T ′,L) vérifie l’inégalité de Haagerup et est unB-pincement de l’ensemble
T , alors (T ,L) la vérifie aussi.

Figure 1. – (a) LeB-pincement. (b) Le changement de faces tétraèdriques.
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Le changement de faces tétraèdriques. –Un quadruplet(α1, β1, α2, β2) d’éléments deG estun tétraèdre
si les paires(α1, β1), (α2, β2) sont composables et ont même produitα1β1 = α2β2. Un tétraèdre est obtenu à
partir d’une paire de triangles{(α1, β1, γ1), (α2, β2, γ1)} ayant en commun le côtéγ1 appelébase. Ces deux
triangles sont des « faces » du tétraèdre. Les deux « autres faces » sont données par les triangles(α−1

1 , α2, γ2)

et (β1, β
−1
2 , γ2). Nous appellerons ce passage de la paire de triangles{(α1, β1, γ1), (α2, β2, γ1)} de même

baseγ1 à la paire{(α−1
1 , α2, γ2), (β1, β

−1
2 , γ2)} de même baseγ2 un changement de faces tétraèdriques.

DÉFINITION 2.5. – Nous dirons qu’un ensemble de trianglesT ′ est un changement de faces tétraè-
driques d’un ensemble de trianglesT si pour toute paire de triangles deT ayant une même base, la paire
de triangles obtenue par changement de faces tétraèdriques est dansT ′.

Pour un polynômeP donné, nous dirons qu’un ensemble de trianglesT ′ est unP -changement de faces
tétraèdriques d’un ensemble de trianglesT si pour toutn ∈ N, il existe des ensembles de trianglesT kn ,
1 � k � P(n), pour lesquelsT ′ est un changement de faces tétraèdriques et telles queTn ⊂ ⋃

k T kn où
Tn = {(α,β, γ ) ∈ T , L(α)� n}.

Enfin, nous dirons qu’une partieT ⊂ G(2) estL-équilibrées’il existe un polynômeP tel que pour tout
(α,β, γ ) ∈ T , L(β)� P(L(α)). Nous avons alors la proposition suivante :

PROPOSITION 2.6. – SoitP un polynôme donné et soientT , T ′ ⊂ G(3)0 . SiT ′ est unP -changement de
faces tétraèdriques deT et (T ′,L) vérifie l’inégalité de Haagerup et siT estL-équilibrée, alors(T ,L) la
vérifie aussi.

La preuve des Propositions 2.4 et 2.6, inspirée de [7] et [6], est assez technique ; elle est développée
dans [8].

3. Inégalité de Haagerup et immeubles euclidiens

Soit� un immeuble euclidien. Désignons parV� l’ensemble des sommets de� muni de la métrique
théoriqued issue du 1-squelette de�. SoitG un groupe qui agit librement et par isométries surV�. En
appliquant les méthodes duB-pincement et du changement de faces tétraèdriques on obtient le résultat
suivant qui généralise le résultat obtenu dans [7] :

THÉORÈME 3.1. – Si � est de typeÃk1 × · · · × Ãkn où ki ∈ {1,2} alors G vérifie l’inégalité de
Haagerup.

Idée de la preuve. –Considérons tout d’abord un immeuble euclidien� de type quelconque et
définissons le domaineB de décomposition de la façon suivante : pour deux sommets quelconques
x, y ∈ V� fixons un appartement qui les contient. Considérons leur fermeture convexe combinatoire
B(x, y). C’est l’ensemble des sommets contenus dans toutes les racines de qui contiennentx ety.B(x, y)
ne dépend pas de l’appartement choisi. Nous avons de plusgB(x, y)= B(gx,gy) pour toutg ∈G. Nous
définissons alors pour toutx, y ∈ V� :B([x, y])= {([x, x ′], [x ′, y ′], [y, y ′]) | x ′, y ′ ∈ B(x, y)}. L’ensemble
B([x, y]) est bien un domaine de décomposition de[x, y] et nous avons le lemme suivant :

LEMME 3.2. – Le groupoïdeG(V�,G) est àB-croissance polynomiale.

D’autre part, nous dirons qu’un triangle([x1, x2], [x2, x3], [x3, x1]) deG(V�,G) est réduit si le triplet
(x1, x2, x3) est réduit ; c’est-à-dire si pour touti ∈ Z/3Z, nous avonsB(xi, xi+1) ∩ B(xi, xi−1) = {xi}.
NotonsR l’ensemble des triangles réduits. NotonsD l’ensemble des triangles([x1, x2], [x2, x3], [x3, x1])
tels queB(x1, x2)∩B(x2, x3)∩B(x3, x1) �= ∅. Nous avons alors le lemme suivant :

LEMME 3.3. – L’ensembleR est unB-pincement de l’ensemble des triangles deG(V�,G). L’ensemble
des triangles dégénérés est unB-pincement de l’ensembleD.
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Figure 2. – Le cas̃A2.

Si l’immeuble� est de typeW1 × W2, nous avonsB(x, y) = B1(x1, y1) × B2(x2, y2) où lesxi, yi ,
pouri = 1,2, sont les i-èmes coordonnées respectives dex, y dans l’ensemble des sommets de l’immeuble
de typeWi et Bi(xi, yi) est leur fermeture convexe combinatoire dans cet immeuble. Par ailleurs, tout
triplet réduitT = ((x1, x2), (y1, y2), (z1, z2)) est tel que le tripletTi = (xi, yi, zi ), pouri = 1,2 est réduit
dans l’immeuble de typeWi . Nous noterons alorsT = T1 ∗ T2. Ainsi, leB-pincement se fait par rapport à
chacune des composantes irréductibles de l’immeuble� et pour connaître la forme des triplets réduits de
�, il suffit de connaître la forme des triplets réduits des immeubles euclidiens de type irréductible.

Dans le cas où l’immeuble est de typeÃ1, les triplets réduits sont les triplets dégénérés(x, x, x), x ∈ V�.
Ainsi, par les Lemmes 3.2 et 3.3 et les Propositions 2.1 et 2.4, nous déduisons le Théorème 3.1 dans le cas
où� est de typeÃ1 × · · · × Ã1 puisqueR est exactement l’ensemble des triangles dégénérés.

Dans le cas où l’immeuble est de typeÃ2, les triplets réduits sont contenus dans un appartement. Ceci
demeure vrai dans un immeuble de typeB̃2 mais est en général faux dans un immeuble de typeG̃2.
Ces triplets réduits dans le cas̃A2 sont soit dégénérés soit les sommets de triangles équilatéraux dans
la représentation géométrique de�. Le changement de faces tétraèdriques de deux tels triangles ayant une
base commune donne deux triangles dansD comme le montre la Fig. 2.

Ceci n’est en général pas le cas dans un immeuble de typeB̃2 ou Ã3 du fait que dans ces immeubles de
type irréductible, deux murs peuvent être orthogonaux.

De plus, dans le cas d’un immeuble euclidien quelconque, le changement de faces tétraèdriques se fait
par rapport à chacune des composantes irréductibles de l’immeuble. Nous en déduisons le lemme suivant :

LEMME 3.4. – Si� est de typeÃk1 × · · · × Ãkn où ki ∈ {1,2}, les triangles non dégénérés deR sont
équilatéraux et il existe un polynômeP tel queD est unP -changement de faces tétraèdriques deR.

Ainsi, par les Lemmes 3.2, 3.3 et 3.4 et les Propositions 2.1, 2.4 et 2.6, nous déduisons le Théorème 3.1.
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