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Résumé Etant donné un espace homogéne équippé d’'une métrique naturellement réductive, nous
nous proposons d’'étudier la famille a un paramétre de connexions qui relie la connexion
canonique a celle de Levi—Civita £ 0, 1/2). Nous montrerons que I'opérateur de Dirac
D! associé a la connexion définie pae 1/3 coincide avec un objet algébrique introduit
récemment par B. Kostant et appelé «opérateur de Dirac cubique». Nous calculerons
le carré deD’, généralizant ainsi la formule de Parthasarathy valide sur les espaces
symétriques. Il en découlera I'existence d'un nouvel opérateur différentiel invariant de
premier ordre ainsi qu’une inégalité pour la premiere valeur proprel)%” et des
applications dans la théorie des cordesur citer cet article: |. Agricola, C. R. Acad.

Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 43-46. O 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques
et médicales Elsevier SAS

Connections on naturally reductive spaces and their Dirac operator

Abstract Given a homogeneous space endowed with a naturally reductive metric, we study the one-
parameter family of connectior’g’ joining the canonical and the Levi-Civita connection
(r =0, 1/2). We show that the Dirac operat®¥ corresponding to = 1/3 is the so-called
“cubic” Dirac operator recently introduced by B. Kostant, and compute the formula for its
square for any, thus generalizing the classical Parthasarathy formula on symmetric spaces.
Then, we derive from it the existence of a new invariant first order differential operator on
spinors, an eigenvalue estimate for the first eigenvaIuB]d\8 and applications to string
theory.To cite this article: |. Agricola, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 43-46.
O 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

1. Lafamille de connexions V¢

Considérons un espace homogéne riemanien G/H de dimensiom, et soit Ad: H — SO(m) la
représentation d’isotropie de&. Nous supposons que estréductif, c.-a-d. que I'algébre de Ligde G se
décompose en la somme directe d’espaces vectoriels de I'algebre fldé.ig et d’'un espacen invariant
par Ad H). En identifiantm a ToM, il suffit d’étudier la restriction an de la métrique riemannienne
de M, que nous noterons désormdis). Par un théoréme de Wang [5, Ch. X, Thm 2.1], il existe une
correspondance bijective entre les connexions métriques invariant&s pates applications linéaires
Am :m— so(m) qui sont Ad H)-équivariantes. Dans cette Note, nous étudierons la famille & un parametre
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de connexion¥’ définies par [9]
ALX)Y =1 [X, Y],

ou nous avons divisé le crochet de Lie en ses parties dedeh, [X, Y] =[X, Y], + [X, Y]j. Il est bien
connu que la valeur= 0 correspond & leonnexion canonique V9, qui, par le théoréme d’Ambrose—Singer,
est I'unique connexion métrique dont la torsion et la courbure sont parai&l#d, = v°R® = 0. Pour un
espace symétriquém, m] C h et par conséquent toutes les connexi®hsont égales a la connexion de
Levi-Civita.

DEFINITION 1.1. - L'espace homogeéne riemanni@hest ditnaturellement réductif (par rapport aG)
si I'application[X, —] : m — m est antisymétrique,

Il estimmédiat que la métrique est naturellement réductive si et seulement si la tBfslory) de V',
interprétée comme un tensgix 3),

T'(X,Y,Z):=(T"(X,Y), Z)= (2t — D{[X, Y]m. Z),

est une 3-forme, propriété qui sera importante pour les applications en physique théorique. Par ailleurs,
la valeurr = 1/2 correspond a la connexion de Levi-Civita. Nous supposerons désormais que la métrique
soit naturellement réductive par rapporGaet que I'action deG sur M soit telle que[m, m]y = b. Par

un théoréme de Kostant [6], il en résulte que la métrique admet une extension @hisjeg qui soit
invariante par AdG), et dont la restriction & — que nous noteron@y — est non dégenérée (mais pas
forcément définie positive). Enfin, nous supposerons Muadmet une structure spinorielle homogéne,
c.-a-d. un relévemerAd : H — Spin(m) de la représentation d’isotropie. On not@ex: h — so(m) sa
dérivéex : Spinim) — GL(Ay,) la représentation spin, et nous utiliserons [2] comme référence générale.
SoitZ;, ..., Z, une base orthonormée de Pour exprimer I'opérateur de Dirac associé a la conneXign

nous introduisons I'élément suivant de degré 3 dans l'algébre de Cli®fngl,

n
~ 1 3
. 1
H :Zzi ARz =5 Z<[zi, Zjn. Zi)Zi - Zj Zi= Z (1Zi, Zjlwm, Zk)Zi - Z; - Zi.
i=1 i,j,k i<j<k
On voit alors aisément que’ est donné par

D'y =7 Zi(y)+t-H-. (1)

C’est cet élément de degré 3 qui inspira & B. Kostant le surnom « d’opérateur de Dirac culvojug? (
et [3] pour les applications en théorie des cordes qui menérent a la décourverte de cet opérateur).

2. Laformulede Kostant—Parthasarathy

Si M = G/H est un espace symétrique, il est bien connu que le carré de I'opérateur de Dirac satisfait
une identité remarquable découverte par R. Parthasarathy [8, Prop. 3.1], [2, Ch. 3],

2_ 1
D =Q¢g + 8scal

Ici, Q¢ désigne I'opérateur de Casimir et la courbure scalaire est égale & 8cdlog, 0g) — (05, 0p))-
A priori, la preuve de cette formule ne peut pas étre généralisée a la situation étudiée dans cet article. Pour
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calculer(D")?, il est nécessaire de calculer le carré de I'éléniéret de 'opérateur de Casirrﬁb dela
représentation d’isotropie (qui est un objet purement algébrique)®@ans De plus, il est utile de définir
les deux combinaisons

Jag. (X, Y, Z) = [X,[Y, Z]m]m + perm. cycliqgue Jag(X,Y,Z) = [X,[Y, Z]y] + perm. cyclique

dont la somme est, bien entendue, nulle par I'hypothéséfigeit réductif.

THEOREME 2.1 (Formule générale de Kostant—Parthasarathypur n > 5, 0n a

1
(D,)Zw = Q) +5(1- 30> 1Zi. Zjlm: Z6) Zi - Zj - Zi ()
i,j,k
1
-5 > (2i.384/(Z;. Zi. Zi) + 9%IaGe (Z). Zi. Z0)) - Zi - Zj - Zi - Zy -

i<j<k<l
1 3
+3 ,zj: 04(1Zi, Zj),1Zi, Zj1) ¥ + 5;2; On(1Zi, Z;1,1Zi, Zj1) .

Cette expression admet des simplifications considérables quafds :

THEOREME 2.2 (Formule de Kostant—Parthasarathy posrl/3). — Pour n > 5ett = 1/3, laformule
générale pour (D")? seréduit a

1 1
(DY) = () + ¢ [scai”?’+5 Y 0wl(12i, 21121, 1) |
iJ

Cette formule est la variante géométrique de I'identité algébrique [7, Thm 2.13]. Le terme «diagonal »
n’y apparait pas a cause de l'identification des spineurs avec les sections dfi #®x ;4 An. Elle
se réduit & la formule classique de Parthasarathy au cad @&t symétrique. En corollaire, on déduit
immédiatement :

COROLLAIRE 2.3.—L'opérateur différentiel de premier ordre

Dy = Z<[Zi’ Zilm. Zk)Zi - Zj - Zk(¥)

i,j,k
est G-invariant et n’ existe que sur les espaces homogénes non symétriques.

Si le groupeG est compact, il est possible d’étudier le produit scal@rlus en détail. Brievement
parlant,Q est — & un scalaire non nul prés — la somme directe des formes de Killing de chaque facteur
simple ou abélien d€&, et les scalaires en question peuvent varier d’un facteur a 'autre, de sorte que la
métrique totale n’egpas la restriction de la forme de Killing dg et ne doit pas étre définie positive. On
peut alors exprimer le terme scalaire dans la formule du Théoréeme 2.2 en d’autres termes,

1
scat®+5 > Om(1Zi, Z)1, 12, Z1) = Q(eg 0a) — Q(0y, v,
i,J

et cette expression montre que qu'il &afjours strictement positif, méme g n’est pas définie positive.

En particulier, cette constante ne dépend pas du signe de la courbure scalaire. Comme la valeur propre de
l'opérateur de Casimir ne dépend pas des facteurs abélieGs fig est non négatif si la partie définie
négative deD est concentrée sur les facteurs abélieng.de
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COROLLAIRE 2.4.— S I’opérateur Q4 est non négatif, la premiére valeur propre A}/?’ de I’ opérateur

DY/3 satisfait I”inégalité
(41%)2 > 0(0g.00) — Q01 0p)- )

Il'yaégalités et seulement s'il existe un spineur algebriquedans A, qui estinvariant par la représentation
d'isotropiex (AdH).

Exemple 1. — Sur la variété de Stiefdls » = SO(4)/ SO2) = (SO(4) x SO(2))/(SO2) x SO(2)), il
existe une famille de métriques naturellement réductives par rappori4) SBO(2) qui dépend d’'un
paramétre > 0 [4]. Le terme scalaire apparaissant dans le Théoréme 2.1 a la vale(@1 — 1)s et ne
dépend pas de que pourr = 1/3. En ce cas, l'opérateu®, est non négatif, et pour+ 1/2, il n'y a
pas de spineurs constants, I'inégalité (2) est donc stricte. Néanmoins, la courbure scalaire riemannienne est
négative pous suffisament large.

3. Applicationsen théorie des cordes

En théorie des cordes, il est d’intérét de construire des variétés spinorielles riemanrikhes
admettant une 3-form& et un champ de spineurg tels que la connexion métriqué ayantT pour
torsion satisfait [10]

RicY =0, Vy =0, H- -y =0.

On démontre a I'aide de la formule classique de Schrodinger—Lichnerowicz que ce systéme n’admet pas de
solutions compactes. Pour les espaces homogénes compacts étudiés dans cet article, le corollaire implique
méme :

CoROLLAIRE 3.1. -9 I'opérateur Q4 est non négatif, les équations
Viy =0, Ty =0,

ne peuvent étre satisfaites que pour la connexion de Levi-Civita (t = 1/2).

Remerciements. Je voudrais exprimer ma profonde reconnaissance envers Thomas Friedrich (Berlin), avec qui j'ai
souvent pu discuter du sujet traité dans cet article. En un certain sens, cette note est complémentaire a 'article [1] de
Friedrich et lvanov.

Référencesbibliographiques

[1] Th. Friedrich, S. Ivanov, Parallel spinors and connections with skew-symmetric torsion in string theory, SFB 288
preprint Nr. 492, 2001, math.DG/0102142, a paraitre dans Asian J. Math.

[2] Th. Friedrich, Dirac Operators in Riemannian Geometry, Grad. Stud. Math., Vol. 25, American Mathematical
Society, Providence, RI, 2000.

[3] B.H. Gross, B. Kostant, P. Ramond, S. Sternberg, The Weyl character formula, the half spin representations, and
equal rank subgroups, Proc. Nat. Acad. Sci. USA 95 (15) (1998) 8441-8442.

[4] G. Jensen, Imbeddings of Stiefel manifolds into Grassmannians, Duke Math. J. 42 (3) (1975) 397-407.

[5] S. Kobayashi, K. Nomizu, Foundations of Differential Geometry I, Wiley Classics Library, Wiley, Princeton, 1969,
1996.

[6] B. Kostant, On differential geometry and homogeneous spaces Il, Proc. Natl. Acad. Sci. USA 42 (1956) 354-357.

[7] B. Kostant, A cubic Dirac operator and the emergence of Euler number multiplets of representations for equal rank
subgroups, Duke Math. J. 100 (3) (1999) 447-501.

[8] R. Parthasarathy, Dirac operator and the discrete series, Ann. of Math. 96 (1) (1972) 1-30.

[9] S. Slebarski, The Dirac operator on homogeneous spaces and representations of reductive Lie groups I, Amer. J.
Math. 109 (1987) 283-301.

[10] A. Strominger, Superstrings with torsion, Nuclear Phys. B 274 (1986) 253—-284.

46



