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Résumé Étant donné un espace homogène équippé d’une métrique naturellement réductive, nous
nous proposons d’étudier la famille à un paramètre de connexions qui relie la connexion
canonique à celle de Levi–Civita (t = 0,1/2). Nous montrerons que l’opérateur de Dirac
Dt associé à la connexion définie part = 1/3 coïncide avec un objet algébrique introduit
récemment par B. Kostant et appelé « opérateur de Dirac cubique ». Nous calculerons
le carré deDt , généralizant ainsi la formule de Parthasarathy valide sur les espaces
symétriques. Il en découlera l’existence d’un nouvel opérateur différentiel invariant de
premier ordre ainsi qu’une inégalité pour la première valeur propre deD1/3 et des
applications dans la théorie des cordes.Pour citer cet article : I. Agricola, C. R. Acad.
Sci. Paris, Ser. I 335 (2002) 43–46.  2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques
et médicales Elsevier SAS

Connections on naturally reductive spaces and their Dirac operator

Abstract Given a homogeneous space endowed with a naturally reductive metric, we study the one-
parameter family of connections∇t joining the canonical and the Levi-Civita connection
(t = 0,1/2). We show that the Dirac operatorDt corresponding tot = 1/3 is the so-called
“cubic” Dirac operator recently introduced by B. Kostant, and compute the formula for its
square for anyt , thus generalizing the classical Parthasarathy formula on symmetric spaces.
Then, we derive from it the existence of a new invariant first order differential operator on
spinors, an eigenvalue estimate for the first eigenvalue ofD1/3 and applications to string
theory.To cite this article: I. Agricola, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 335 (2002) 43–46.
 2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

1. La famille de connexions ∇t

Considérons un espace homogène riemannienM = G/H de dimensionn, et soit Ad: H → SO(m) la
représentation d’isotropie deM. Nous supposons queM estréductif, c.-à-d. que l’algèbre de Lieg deG se
décompose en la somme directe d’espaces vectoriels de l’algèbre de Lieh deH et d’un espacem invariant
par Ad(H). En identifiantm à T0M, il suffit d’étudier la restriction àm de la métrique riemannienne
deM, que nous noterons désormais〈 , 〉. Par un théorème de Wang [5, Ch. X, Thm 2.1], il existe une
correspondance bijective entre les connexions métriques invariantes parG et les applications linéaires
�m : m → so(m) qui sont Ad(H)-équivariantes. Dans cette Note, nous étudierons la famille à un paramètre
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de connexions∇ t définies par [9]

�t
m(X)Y := t · [X,Y ]m,

où nous avons divisé le crochet de Lie en ses parties dem et deh, [X,Y ] = [X,Y ]m + [X,Y ]h. Il est bien
connu que la valeurt = 0 correspond à laconnexion canonique ∇0, qui, par le théorème d’Ambrose–Singer,
est l’unique connexion métrique dont la torsion et la courbure sont parallèles,∇0T 0 = ∇0R0 = 0. Pour un
espace symétrique,[m,m] ⊂ h et par conséquent toutes les connexions∇ t sont égales à la connexion de
Levi-Civita.

DÉFINITION 1.1. – L’espace homogène riemannienM est ditnaturellement réductif (par rapport àG)
si l’application[X,−]m : m → m est antisymétrique,〈[X,Y ]m,Z

〉 + 〈
Y, [X,Z]m

〉 = 0.

Il est immédiat que la métrique est naturellement réductive si et seulement si la torsionT t (X,Y ) de∇ t ,
interprétée comme un tenseur(0,3),

T t (X,Y,Z) := 〈
T t (X,Y ),Z

〉 = (2t − 1)
〈[X,Y ]m,Z

〉
,

est une 3-forme, propriété qui sera importante pour les applications en physique théorique. Par ailleurs,
la valeurt = 1/2 correspond à la connexion de Levi-Civita. Nous supposerons désormais que la métrique
soit naturellement réductive par rapport àG et que l’action deG surM soit telle que[m,m]h = h. Par
un théorème de Kostant [6], il en résulte que la métrique admet une extension uniqueQ sur g qui soit
invariante par Ad(G), et dont la restriction àh – que nous noteronsQh – est non dégénérée (mais pas
forcément définie positive). Enfin, nous supposerons queM admet une structure spinorielle homogène,
c.-à-d. un relèvement̃Ad : H → Spin(m) de la représentation d’isotropie. On noteraãd : h → so(m) sa
dérivée,κ : Spin(m)→ GL(�m) la représentation spin, et nous utiliserons [2] comme référence générale.
SoitZi, . . . ,Zn une base orthonormée dem. Pour exprimer l’opérateur de Dirac associé à la connexion∇ t ,
nous introduisons l’élément suivant de degré 3 dans l’algèbre de CliffordC(m),

H :=
n∑
i=1

Zi · �̃1
m(Zi)= 1

4

∑
i,j,k

〈[Zi,Zj ]m,Zk〉Zi ·Zj ·Zk = 3

2

∑
i<j<k

〈[Zi,Zj ]m,Zk〉Zi ·Zj ·Zk.

On voit alors aisément queDt est donné par

Dtψ =
∑
i

Zi ·Zi(ψ)+ t ·H ·ψ. (1)

C’est cet élément de degré 3 qui inspira à B. Kostant le surnom « d’opérateur de Dirac cubique » (voir [7]
et [3] pour les applications en théorie des cordes qui menèrent à la décourverte de cet opérateur).

2. La formule de Kostant–Parthasarathy

Si M = G/H est un espace symétrique, il est bien connu que le carré de l’opérateur de Dirac satisfait
une identité remarquable découverte par R. Parthasarathy [8, Prop. 3.1], [2, Ch. 3],

D2 =�G + 1

8
scal.

Ici, �G désigne l’opérateur de Casimir et la courbure scalaire est égale à scal= 8 · (〈�g, �g〉 − 〈�h, �h〉).
A priori, la preuve de cette formule ne peut pas être généralisée à la situation étudiée dans cet article. Pour
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calculer(Dt )2, il est nécessaire de calculer le carré de l’élémentH et de l’opérateur de Casimir̃Ch de la
représentation d’isotropie (qui est un objet purement algébrique) dansC(m). De plus, il est utile de définir
les deux combinaisons

Jacm(X,Y,Z)= [
X, [Y,Z]m

]
m

+ perm. cyclique, Jach(X,Y,Z)= [
X, [Y,Z]h

] + perm. cyclique

dont la somme est, bien entendue, nulle par l’hypothèse queM soit réductif.

THÉORÈME 2.1 (Formule générale de Kostant–Parthasarathy). –Pour n� 5, on a

(
Dt

)2
ψ =�g(ψ)+ 1

2
(1− 3t)

∑
i,j,k

〈[Zi,Zj ]m,Zk〉Zi ·Zj ·Zk(ψ)

− 1

2

∑
i<j<k<l

〈
Zi,Jach(Zj ,Zk,Zl)+ 9t2Jacm(Zj ,Zk,Zl)

〉 ·Zi ·Zj ·Zk ·Zl ·ψ

+ 1

8

∑
i,j

Qh

([Zi,Zj ], [Zi,Zj ])ψ + 3

8
t2

∑
i,j

Qm

([Zi,Zj ], [Zi,Zj ])ψ.
Cette expression admet des simplifications considérables quandt = 1/3 :

THÉORÈME 2.2 (Formule de Kostant–Parthasarathy pourt = 1/3). – Pour n� 5 et t = 1/3, la formule
générale pour (Dt )2 se réduit à

(
D1/3)2

ψ =�g(ψ)+ 1

8

[
scal1/3 +1

9

∑
i,j

Qm

([Zi,Zj ], [Zi,Zj ])
]
ψ.

Cette formule est la variante géométrique de l’identité algébrique [7, Thm 2.13]. Le terme « diagonal »
n’y apparaît pas à cause de l’identification des spineurs avec les sections du fibréS = G ×Ãd �m. Elle
se réduit à la formule classique de Parthasarathy au cas oùM est symétrique. En corollaire, on déduit
immédiatement :

COROLLAIRE 2.3. –L’opérateur différentiel de premier ordre

Dψ :=
∑
i,j,k

〈[Zi,Zj ]m,Zk〉Zi ·Zj ·Zk(ψ)

est G-invariant et n’existe que sur les espaces homogènes non symétriques.

Si le groupeG est compact, il est possible d’étudier le produit scalaireQ plus en détail. Brièvement
parlant,Q est – à un scalaire non nul près – la somme directe des formes de Killing de chaque facteur
simple ou abélien deG, et les scalaires en question peuvent varier d’un facteur à l’autre, de sorte que la
métrique totale n’estpas la restriction de la forme de Killing deg et ne doit pas être définie positive. On
peut alors exprimer le terme scalaire dans la formule du Théorème 2.2 en d’autres termes,

scal1/3 +1

9

∑
i,j

Qm

([Zi,Zj ], [Zi,Zj ]) =Q(�g, �g)−Q(�h, �h),

et cette expression montre que qu’il esttoujours strictement positif, même siQ n’est pas définie positive.
En particulier, cette constante ne dépend pas du signe de la courbure scalaire. Comme la valeur propre de
l’opérateur de Casimir ne dépend pas des facteurs abéliens deG, �g est non négatif si la partie définie
négative deQ est concentrée sur les facteurs abéliens deg.
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COROLLAIRE 2.4. – Si l’opérateur �g est non négatif, la première valeur propre λ1/3
1 de l’opérateur

D1/3 satisfait l’inégalité (
λ

1/3
1

)2 � Q(�g, �g)−Q(�h, �h). (2)

Il y a égalité si et seulement s’il existe un spineur algébrique dans�m qui est invariant par la représentation
d’isotropie κ(ÃdH).

Exemple 1. – Sur la variété de StiefelV4,2 = SO(4)/SO(2) = (SO(4) × SO(2))/(SO(2) × SO(2)), il
existe une famille de métriques naturellement réductives par rapport à SO(4) × SO(2) qui dépend d’un
paramètres > 0 [4]. Le terme scalaire apparaissant dans le Théorème 2.1 a la valeur 1+ (9t2 − 1)s et ne
dépend pas des que pourt = 1/3. En ce cas, l’opérateur�g est non négatif, et pours �= 1/2, il n’y a
pas de spineurs constants, l’inégalité (2) est donc stricte. Néanmoins, la courbure scalaire riemannienne est
négative pours suffisament large.

3. Applications en théorie des cordes

En théorie des cordes, il est d’intérêt de construire des variétés spinorielles riemanniennes(M,g)

admettant une 3-formeT et un champ de spineursψ tels que la connexion métrique∇ ayantT pour
torsion satisfait [10]

Ric∇ = 0, ∇ψ = 0, H ·ψ = 0.

On démontre à l’aide de la formule classique de Schrödinger–Lichnerowicz que ce système n’admet pas de
solutions compactes. Pour les espaces homogènes compacts étudiés dans cet article, le corollaire implique
même :

COROLLAIRE 3.1. –Si l’opérateur �g est non négatif, les équations

∇ tψ = 0, T t ·ψ = 0,

ne peuvent être satisfaites que pour la connexion de Levi-Civita (t = 1/2).
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