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Résumé Soitγ une probabilité gaussienne (centrée) sur un espace de Fréchet séparable et localement
convexeE ; soit (H,‖ · ‖) l’espace auto-reproduisant associé. On montre que si une proba-
bilité µ surE est absolument continue relativement àγ , alors il existe un vecteur aléatoire
G de loi γ et un vecteur aléatoireZ à valeurs dansH tel queG+Z ait la loi µ ; on utilise
pour cela les inégalités isopérimétriques gaussiennes. On montre ensuite que dans certaines
situations une telle condition, nécessaire pour l’absolue continuité, est aussi suffisante ; on
utilise pour cela le théorème classique de Cameron–Martin et les propriétés d’invariance
des probabilités gaussiennes par rotation.Pour citer cet article : X. Fernique, C. R. Acad.
Sci. Paris, Ser. I 335 (2002) 65–68.  2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques
et médicales Elsevier SAS

Extension of the Cameron–Martin theorem to random translations

Abstract LetG be a Gaussian vector taking its values in a locally convex separable Fréchet spaceE.
We denote byγ its law and by(H,‖ · ‖) its reproducing Hilbert space. Let moreoverX be
anE-valued random vector of lawµ. We prove that ifµ is absolutely continuous relatively
to γ , then there exist necessarly a Gaussian vectorG′ of the law γ and anH -valued
random vectorZ such thatG′ + Z has the lawµ of X. This fact is a direct consequence
of isoperimetric properties of Gaussian vector. We show that in many situations, such
condition is sufficient forµ being absolutely continuous relatively toγ , using classical
Cameron–Martin theorem and invariance properties of Gaussian measures.To cite this
article: X. Fernique, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 335 (2002) 65–68.  2002 Académie
des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

1. Introduction, énoncés

On noteG un vecteur gaussien (centré) à valeurs dans un espace de Fréchet séparable et localement
convexeE ; on noteγ la loi deG et (H,‖ · ‖) l’espace auto-reproduisant associé àG ; on noteX un vecteur
aléatoire à valeurs dansE et µ sa loi. On se propose d’analyser la continuité absolue deµ relativement
à γ . Ce type de propriété lié aux transformations de mesure dans l’espace de Wiener intervient dans de
nombreuses situations (cf. [4]). Le théorème classique de Cameron–Martin ([1], 2.6) caractérise le cas oùµ

est de la formeµ = τaγ où a est un élément (non aléatoire) deE ; on sait alors queµ est absolument
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continue relativement àγ si et seulement sia est un élément deH . C’est ce théorème qu’on étend autant
que possible.

1.1. Une condition nécessaire d’absolue continuité

Le premier énoncé est relativement surprenant ; on peut pourtant noter dans ([4], 2.7.1) un résultat
approché concernant une situation voisine.

THÉORÈME 1. –SoientG un vecteur Gaussien de loiγ et X un vecteur aléatoire de loiµ = D.γ

absolument continue par rapport àγ . Il existe alors deux vecteurs aléatoiresG′ de même loi queG etZ à
valeurs dans l’espace autoreproduisantH deG tels queX′ =G′ +Z ait même loiµ queX et que

∀t, T > 0, P
{‖Z‖> t

}
� 6

T

t
+

∫
D>T

D dγ.

1.2. Une condition suffisante d’absolue continuité

Dans le second théorème, on énonce une propriété réciproque partielle :

THÉORÈME 2. –SoientG etX deux vecteurs aléatoires à valeurs dans un espace de Fréchet localement
convexe séparableE ; on noteγ la loi de G. On suppose queG est gaussien et queX est de la forme
G + Y où Y est indépendant deG et queX a même loi queG + Z où Z est à valeurs dans l’espace
autoreproduisantH de G. Dans ces conditions, pour toutλ ∈ [0,1[, la loi µλ de Xλ = G + λY est
absolument continue relativement à la loiγ deG et vérifie:

∀p > 1, ∀t > 0, ∀A ∈ B(E), µλ(A)� P
{‖Z‖> t

} + exp

[
(p − 1)λ2t2

2(1− λ2)

]
× [

γ (A)
]1−1/p

.

Remarques. –
(a) L’indépendance deG et deY élimine des situations singulières triviales.
(b) On aurait préféré énoncer une propriété d’absolue continuité pour la loiµ deX. On doit noter que dans

la situation du théorème classique, l’absolue continuité deµλ pour une valeur non nulle deλ implique
l’absolue continuité pour toute autre valeur deλ. La situation plus générale peut être différente.

1.3. Un exemple, une question

L’exemple suivant illustre les différentes structures utilisées par les deux théorèmes :
SurE = R

N, on noteG un vecteur gaussien de loiγ = γ∞ = N(0, I ) ; l’espace auto-reproduisant est
H = �2. On noteY un vecteur aléatoire indépendant deG à composantes indépendantes de lois respectives
définies par

P{yn = 0} = 1− 1

n
, P

{
yn = √

2 logn
} = 1

n
.

Pour toutλ > 0, on noteµλ la loi deXλ =G+ λY .
Dans cet exemple, pour toutλ � 1, µλ est étrangère àγ ; par contre,µλ est équivalente àγ pour

λ ∈ [0,1[.
Cet exemple fournit donc en appliquant les théorèmes ci-dessus, une situation oùY/2 (par exemple) est

indépendant deG, oùG+ Y/2 a une loi équivalente à celle deG, où il existe un vecteurG′ de même loi
queG et un vecteurZ à valeurs dans�2 tels queG′ +Z ait même loi queG+ Y/2.

On ne peut pas confondre iciY/2 etZ, car le couple(G,Y/2) est indépendant alors que(G′,Z) ne l’est
pas et queZ est à valeurs dans�2 alors queY/2 ne l’est pas (il n’est même pas dans�∞).

Le casλ= 1 pose question : existe-t-il un vecteurG′ de même loi queG et un vecteurZ à valeurs dans
�2 tels queG′ +Z ait même loi queG+ Y ?
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2. Preuves

2.1. Théorème 1, éléments de preuve

Dans une première étape, on suppose queG et donc X prennent leurs valeurs dans l’espace
autoreproduisantH qui est alors de dimension finie ; on suppose aussi queD = dµ/dγ est majorée par
un nombreA. On notedH la distance hilbertienne dansH , on note Lip(H)1 l’ensemble des fonctions sur
H qui sontdH -Lipschitziennes de norme de Lipschitz majorée par 1. Pour toutf ∈ Lip(H)1 et pour tout
t > 0, les propriétés isopérimétriques des vecteurs aléatoires gaussiens ([2], 1.1) impliquent que

γ
{∣∣f − Ef (G)

∣∣> t
} = P

{∣∣f (G)− Ef (G)
∣∣> t

}
� exp

[−t2/2
];

les hypothèses surX impliquent alors

P
{∣∣f (X)− Ef (G)

∣∣> t
} = µ

{∣∣f − Ef (G)
∣∣> t

}
�Aexp

[−t2/2
]
.

En intégrant ent , ceci fournit pour toutf ∈ Lip(H)1 :∣∣Ef (X)− Ef (G)
∣∣ � E

∣∣f (X)− Ef (G)
∣∣ �A

√
π/2.

Le théorème de Kantorovich–Rubinstein [3] indique alors que dans cette situation particulière, on peut
construire effectivement deux vecteurs aléatoiresG′ de même loi queG et Z à valeurs dans l’espace
autoreproduisantH deG tels queG′ +Z ait même loi queX et que

E‖Z‖ �A
√
π/2.

Ceci termine l’étape fondamentale de la preuve. Dans la seconde étape, on utilise un développement de
Karhunen–Loeve deG et donc deX pour conclure sans l’hypothèse supplémentaire surH . Finalement,
pour supprimer l’hypothèse sur la densitéD, on procède par recollements de densités bornées.

2.2. Théorème 2, éléments de preuve

Pour tout nombreλ ∈ [0,1] et toute fonctionf mesurable et bornée surE, on noteMλf la fonction
définie surE par

∀z ∈E, Mλf (z)=
∫

f
[
λ(G+ z)+

√
1− λ2g′]dγ (g′). (2.1)

Les outils techniques pour la preuve sont fournis par le lemme

LEMME 1. –
(a) On suppose quez appartient à l’espace autoreproduisantH deG ; dans ces conditions et pour tout

p > 1, on a:

∣∣Mλf (z)
∣∣ �

[∫ [
f

(
λG+

√
1− λ2g′)]q dγ (g′)

]1/q

exp

[
(p − 1)λ2‖z‖2

2(1− λ2)

]
, q = p

p − 1
. (2.2)

(b) Soit de plusZ un vecteur aléatoire à valeurs dansH ; pour toutp > 1 et toutT > 0, on a:

E
{

1∧ ∣∣Mλf (Z)
∣∣} � P

{‖Z‖> T
} + exp

[
(p − 1)λ2T 2

2(1− λ2)

][
E
∣∣f (G)

∣∣q]1/q
. (2.3)

(c) SoitY un vecteur aléatoire à valeurs dansE indépendant deG. On suppose queG+Y a même loi que
G+Z ; dans ces conditions et pour toutλ ∈]0,1[, Mλf (Y ) a même loi queMλf (Z).
De plus pour toute fonctionf mesurable et bornée sur E, on a:

Ef (G+ λY ) = EMλf (Y ). (2.4)
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Preuve partielle. –Pour prouver (a), on utilise le théorème de Cameron–Martin classique ([1],
Théorème 2.6.1) :

Fixonsλ,G et posons

∀g′ ∈ E, F(g′) = f
(
λG+

√
1− λ2 g′) ; ∀z ∈ H, z′ = λz√

1− λ2
; (2.5)

AlorsMλf (z) est égal à
∫
F(g′)d(τz′γ )(g′) et le théorème de Cameron–Martin implique :

Mλf (z)=
∫

F(g′)exp

[
(θz′)(g′)− ‖z′‖2

2

]
dγ (g′). (2.6)

À cette dernière intégrale, on applique une(q,p)-inégalité de Hölder qui fournit

∣∣Mλf (z)
∣∣ �

[∫ ∣∣f (λG+
√

1− λ2g′)
∣∣q dγ (g′)

]1/q[∫
exp

[
p

(
θz′ − ‖z′‖2

2

)]
dγ

]1/p

. (2.7)

La dernière intégrale se calcule explicitement et fournit le résultat annoncé.

2.3. Argumentation du théorème

On fixeλ ∈]0,1[ et pour toutA ∈ B(E), on applique le lemme ci-dessus àf = IA. La propriété (2.4)
fournit :

P{G+ λY ∈ A} =
∫

f dµλ = EMλf (Y ) ; (2.8)

puisquef prend ses valeurs dans[0,1], la Définition (2.1) deMλf implique que :

1∧ ∣∣Mλf (Y )
∣∣ =Mλf (Y ). (2.9)

On déduit donc de la propriété (2.3), en prenant par exemplep = 2 :

∀T > 0, µλ(A)� P
{‖Z‖> T

} + exp

[
λ2T 2

2(1− λ2)

][
γ (A)

]1/2
. (2.10)

Cette inégalité implique que siA ∈ B(E) estγ -négligeable, alors :

µλ(A)� lim
T→∞ P

{‖Z‖> T
} = 0, (2.11)

et donc l’absolue continuité deµλ relativement àγ . Le théorème est démontré.
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