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Résumé On considère des équations de la forme{−divσ = f (x,u), u� 0, u �≡ 0, u ∈ BV(	),
σ · ∇u= |∇u| in 	, |σ |L∞(	) � 1,
σ · 
n(−u)= u on∂	,

où	 est un domaine borné deRN , u ∈ BV(	) etf (x,u) ∈ LN(	). On s’interesse au cas
oùf est constante et en particulier on définit la première valeur propreλ1 pour−div(σ (u)),
on étudie les premières fonctions propres. Ensuite on considère pourλ > λ1 des conditions
nécessaires et suffisantes d’existence de solutions non triviales et non négatives pour
l’équation

−div
(
σ(u)

) = λ+ f uq−1

(avec des conditions aux limites) etf ∈ L∞(	), 1< q � 1� = N/(N − 1). Pour citer
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Some existence results for partial differential equations involving the
1-Laplacian: Eigenvalues for −�1

Abstract We consider partial differential equations of the form{−divσ = f (x,u), u� 0, u �≡ 0, u ∈ BV(	),
σ · ∇u= |∇u| in 	, |σ |L∞(	) � 1,
σ · 
n(−u)= u on∂	,

where	 is some smooth bounded domain inR
N , u ∈ BV(	) andf (x,u) ∈ LN(	). We

consider the case wheref = cte, define the first eigenvalueλ1 for −div(σ (u)), and study
eigenfunctions. We consider then forλ� λ1 some necessary and sufficient conditions onf
and the first eigenfunctions for existence of nontrivial solutions to

−div
(
σ(u)

) = λ+ f uq−1

(with boundary conditions),f ∈ L∞(	), and 1< q � 1� =N/(N − 1). To cite this article:
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Abridged English version

In this Note we study the non-existence and existence of solutions to partial differential equations of the
form {−divσ = f (x,u), u� 0, u �≡ 0, u ∈ BV(	),

σ · ∇u= |∇u| in 	, |σ |L∞(	) � 1,
σ · 
n(−u)= u on∂	,

(1)

Here	 is a bounded smooth domain inRN , 
n denotes the unit outer normal to∂	, f (x,u) ∈ LN(	), and
the measureσ · ∇u is taken in the sense of Proposition 1 below:

PROPOSITION 1. – Suppose that 	 is some open set in R
N . Suppose that u ∈ BV(	) and σ ∈

L∞(	,RN), is such that divσ ∈ LN(	). We define the distribution σ · ∇u by the following
(1) For every ϕ ∈D(	)

〈σ · ∇u,ϕ〉 = −
∫
	

div(σ )uϕ −
∫
	

σ · ∇(ϕ)u. (2)

The distribution ∇u ·σ hence defined is a bounded measure in 	, absolutely continuous with respect
to |∇u|, with

|σ · ∇u| � |∇u||σ |∞.

(2) Suppose that 	 is bounded and piecewise C1. The following generalized Green’s formula holds for
ϕ ∈ D(RN)

〈σ · ∇u,ϕ〉 = −
∫
	

div(σ )uϕ −
∫
	

σ · ∇ϕu+
∫
∂	

σ · 
nuϕ, (3)

where 
n denotes the unit outer normal to ∂	.

In all that follows	 denotes a smooth bounded domain inR
N .

We first consider the situation wheref is some> 0 constant. More precisally one has

PROPOSITION 2. – Suppose that λ > 0 is such that there exists σ , |σ |∞ � 1, and u� 0 in BV(	) with

{−divσ = λ, u� 0, u �≡ 0, u ∈ BV(	),
σ · ∇u= |∇u| in 	, |σ |L∞(	) � 1,
σ · 
n(−u)= u on ∂	.

(4)

Then, λ= λ1 with

λ1 = inf
u∈W1,1

0 (	),
∫
	

|u|=1

∫
	

|∇u|,

λ1 is called the first eigenvalue for −�1 on 	. Moreover

λ1 = inf
u∈BV(	),

∫
	

|u|=1

∫
	

|∇u| +
∫
∂	

|u|

and this last infimum is achieved on some u which satisfies (4). Among the “eigenfunctions” there exist
caracteristic functions of Cacciopoli sets.

Examples. – Suppose thatBN(0,R) is the Euclidean ball of radiusR in R
N . Thenλ1(B(0,R)) =N/R

and the only eigenfunctions are the constants.
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Suppose thatr < R, then

λ1
(
BN(0,R)−BN(0, r)

) =N
(RN−1 + rN−1)

RN − rN

and the only eigenfunctions for the crown are the constants.

We assume now thatf ∈ L∞(	), thatλ > λ1 andq � 1� =N/(N − 1) for N � 2, q <∞ if N = 1.
We are interested in necessary and sufficient conditions onf for which there exists some solution toeqλ

below 


−divσ = λ+ f uq−1, u� 0, u �≡ 0, u ∈ BV(	),
σ · ∇u= |∇u| in 	, |σ |L∞(	) � 1,
σ · 
n(−u)= u on∂	.

(5)

We denote in the sequel by	+ (respectively	−) the respective sets on whichf is positive (respectively
negative).

THEOREM 1. –Suppose that eqλ possesses a solution. Then
(1) If λ > λ1, for all φ � 0 eigenfunction for the eigenvalue λ1,

∫
	 fφ

q < 0.
(2) If λ= λ1, for all φ � 0 eigenfunction for the eigenvalue λ1,

∫
	 fφ

q � 0 and 	+ �= ∅.
THEOREM 2. –Suppose that 	+ �= ∅. Then for λ large, there is no solution to eqλ.
The set of λ > λ1 for which eqλ has a solution is an interval.

THEOREM 3. –Suppose that 	+, 	− are �= ∅, that q < 1�, and
∫
	 f φ

q < 0, for all φ nonnegative
eigenfunction for λ1, then, there exists a nonvoid interval [λ1, λ

�[ such that for λ ∈]λ1, λ
�[, eqλ possesses

at least two solutions, eqλ1 has at least one solution.

THEOREM 4. –Suppose that N � 2, that 	+, 	− are �= ∅, that
∫
	
fφ1� < 0 for all φ nonnegative

eigenfunction for λ1, then, there exists a nonvoid interval [λ1, λ
�[ such that for λ ∈]λ1, λ

�[, eqλ possesses
at least one solution. If moreover

p(λ1)supf 1/1�K(N,1) < 1,

where K(N,1) denotes the best constant for Sobolev embedding from W1,1(RN) into L1�(RN) and

p(λ1)= inf
u∈BV(	),

∫
	
f |u|1�=1

∫
	

|∇u| +
∫
∂	

|u| − λ1

∫
	

|u|

then, there exists at least two solutions for eqλ for all λ ∈]λ1, λ
�[, eqλ1 possesses one solution.

Remark 1. – These results are very similar to the one obtained for analogous equations with the
p-Laplace operator,p > 1 [4,2]. Let us nevertheless point out several differences:

– The condition
∫
	 fφ

q < 0 is not necessary in the caseλ= λ1. We exhibit in [5] a situation in which
existence holds, withλ= λ1 but

∫
	
f φq = 0.

– Most of the results are technically difficult to prove because for example, no strict maximum principle
holds.

L’objet de cette Note est l’étude de l’existence de solutions� 0 d’équations du typeeqλ définie par


−divσ = λ+ f uq−1, u� 0, u �≡ 0, u ∈ BV(	),
σ · ∇u= |∇u| in 	, |σ |L∞(	) � 1,
σ · 
n(−u)= u on∂	,

(6)
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où	 est un domaine régulier deRN , λ ∈ R et f ∈ L∞(	), q ∈]1,1�] avec 1� = N/(N − 1). La mesure
σ · ∇u est prise au sens de la proposition :

PROPOSITION 3. –Soit 	 un ouvert de R
N . Soit u ∈ BV(	) et σ ∈ L∞(	,RN), avec divσ ∈ LN(	).

On définit une distribution sur 	 par

〈σ · ∇u,ϕ〉 = −
∫
	

div(σ )uϕ −
∫
	

σ · ∇(ϕ)u (7)

pour toute ϕ ∈D(	). La distribution ainsi définie est en fait une mesure bornée sur 	, absolument continue
par rapport à |∇u| :

|σ · ∇u| � |∇u||σ |∞.

(2) Si 	 est borné et de classe C1 on a la formule de Green

〈σ · ∇u,ϕ〉 = −
∫
	

div(σ )uϕ −
∫
	

σ · ∇(ϕ)u+
∫
∂	

σ · 
nuϕ, (8)

où 
n est la normale extérieur unité à ∂	 et ϕ ∈ D(RN).

L’existence de solutions non triviales poureqλ dépend de la situation deλ par rapport à la première
valeur propreλ1 de−�1, dont l’existence et les propriétés sont données dans la

PROPOSITION 4. –Soit λ1 définie par

λ1 = inf
u∈W1,1

0 (	),
∫
	

|u|=1

∫
	

|∇u|.

Alors

λ1 = inf
u∈BV(	),

∫
	

|u|=1

∫
	

|∇u| +
∫
∂	

|u|

et ce dernier problème admet une solution. Parmi les solutions il existe des fonctions caractéristiques
d’ensemble de Cacciopoli. Une solution nonnégative u vérifie : il existe σ , |σ |∞ � 1, et

{−divσ = λ, u� 0, u �≡ 0, u ∈ BV(	),
σ · ∇u= |∇u| in 	, |σ |L∞(	) � 1,
σ · 
n(−u)= u on ∂	.

(9)

Exemples. – SoitBN(0,R) la boule euclidienne de rayonR dansR
N . Alors λ1(B(0,R)) = N/R et les

seules fonctions propres sont les constantes.
Supposonsr < R, alors

λ1
(
BN(0,R)−BN(0, r)

) =N
RN−1 + rN−1

RN − rN

et les seules fonctions propres pour la couronne sont les constantes.

En ce qui concerneeqλ, lorsqueλ < λ1 le problème a été traité dans [5] pour le cas critique. On
s’interesse ici au casλ > λ1. On note dans la suiteE1 l’ensemble des fonctions propres nonnégatives
pour la valeur propreλ1.
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THÉORÈME 1. –Si λ > λ1 et si eqλ possède une solution alors pour toute φ dans E1,
∫
	
fφq < 0.

Si λ= λ1 et si eqλ1 possède une solution, alors
∫
	
f φq � 0 pour toute φ dans E1 et 	+ �= ∅.

THÉORÈME 2. –Si q < 1�, si 	+, 	− �= ∅ et si pour toute φ � 0 ∈ E1,
∫
	
fφq < 0, alors il existe

λ� > λ1, tel que pour tout λ ∈]λ1, λ
�), il existe au moins deux solutions, et eqλ1 admet une solution. En

outre l’ensemble des λ > λ1 pour lesquels eqλ possède une solution est un intervalle.

THÉORÈME 3. –Si 	+, 	− �= ∅ et pour toute φ ∈ E1,
∫
	
f φ1� < 0, alors il existe un voisinage de λ1

à droite sur lequel eqλ possède au moins une solution. Si en outre

p(λ1)(supf )1/1
�

K(N,1) < 1

avec K(N,1) la meilleure constante pour l’injection de Sobolev de W1,1(RN) dans L1�(RN) et

p(λ1)= inf
u∈BV(	),

∫
	
f |u|1�=1

∫
	

|∇u| +
∫
∂	

|u| − λ1

∫
	

|u|

alors il existe au moins deux solutions pour eqλ dans un voisinage ]λ1, λ
�), et eqλ1 possède au moins une

solution.

Remarque 1. – Ces résultats sont analogues à ceux obtenus dans le casp > 1, [4]. Cependant outre les
difficultés techniques dues à l’ espace BV et au manque de régularité, notons que

(1) Siλ= λ1, la condition
∫
	
f φq < 0 n’est pas nécessaire.

(2) On montre que toute solution deeqλ est dans L∞. Mais le principe de maximum strict est faux.

Principe des démonstrations. – Théorème 1. Soitε > 0. On multiplie la différence

−div
(
σ(u)− σ(φ)

) = λ− λ1 + f uq−1

parφq/(u+ ε)q−1 et on intègre sur	. On utilise un lemme technique [7] pour voir que(σ (u)− σ(φ)) ·
∇(φq/(u+ ε)q−1)� 0 et on observe que(σ (u)− σ(φ)) · 
n(φq/(u+ ε)q−1)� 0 sur∂	. On obtient

(λ− λ1)

∫
	

φq

(u+ ε)q−1 +
∫
	

fuq−1 φq

(u+ ε)q−1 � 0.

En utilisant la positivité de
∫
	
φq/(u+ ε)q−1, le théorème de convergence dominée pour

fuq−1φq

(u+ ε)q−1 ,

et le théorème de convergence monotone pourφq/(u+ ε)q−1, on obtient en faisant tendreε vers 0 que
α = φq/uq−1 ∈ L1(	), et que

∫
	
f uq−1(φq/(u+ ε)q−1)→ ∫

x,u(x)>0f φ
q < 0 ce qui s’écrit encore

∫
x,u(x)>0

f αuq−1 =
∫
	

fαuq−1 =
∫
	

f φq < 0.

Théorème 2. SoitB une boule euclidienne sur laquellef > 0 etµ = λ1(B), dont une fonction propre
estψ = 1B . En remarquant que−divσ(u) � λ surB en multipliant par 1B cette équation on obtient que
λ� µ. Il n’y a donc pas de solutions pourλ > µ.

Supposons queλ > λ > λ1 et qu’il existe une solutionu poureqλ. Alorsu est une sur-solution poureqλ.

D’autre part, siφ ∈E1, εφ est une sous-solution dès queεq−1 < (λ− λ1)/|f |∞|φ|q−1∞ .
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Enfin en multipliant l’équationeqλ − eqλ1 par (φ/(u+ ε)q−1)k pour k = 1,2, . . . et en utilisant
l’argument déjà employé dans la preuve du Théorème 1, on obtient par récurrence que(φ/uq−1)k ∈ L1(	)

pour toutk ainsi qu’un estimation uniforme relativement àk, qui entraine queα = φ/uq−1 ∈ L∞(	).
En remarquant que siφ ∈ E1 alors φ1/(q−1) ∈ E1 et en choisissantε < 1/(|φ/uq−1|∞)1/(q−1), on a
u� εφ1/(q−1) etεφ1/(q−1) est une sous-solution. On utilise ensuite un argument de sur et de sous solutions
détaillé dans [7].

Théorème 3. On s’inspire d’un procédé de [9,3,4] On définit pourλ� λ1

mq(λ)= inf
u∈BV(	),

∫
	
f |u|q=−1

{∫
	

|∇u| +
∫
∂	

|u| − λ

∫
	

|u|
}
,

pq(λ)= inf
u∈BV(	),

∫
	
f |u|q=1

{∫
	

|∇u| +
∫
∂	

|u| − λ

∫
	

|u|
}

et

λ�q = inf
u∈BV(	),

∫
	
f |u|q=0, |u|1=1

{∫
	

|∇u| +
∫
∂	

|u|
}

et on montre queλ�q > λ1. On montre ensuite que pourλ ∈ [λ1, λ
�
q [, mq(λ) et pq(λ) sont finis et sont

atteints. La difficulté consiste à montrer qu’il existe une suite minimisante bornée.
On a toujoursmq(λ) � 0. Supposons qu’il existe une suiteun � 0 minimisante pourmq(λ) avec∫

	 |un| → +∞, soit alorswn = un/|un|1 que l’on prolonge par zéro hors de	. wn est bornée dans
BV(RN), en extrayant une sous-suite il existew ∈ BV(RN) |w|1 = 1,

∫
	 fw

q = 0, w = 0 hors de	,
et par s.c.i. ∫

	

|∇w| +
∫
∂	

|w| =
∫

RN

|∇w| − λ� 0

ce qui contreditλ < λ�q . Ceci entraine que toute suite minimisante pourmq(λ) est bornée dans L1(	) et
donc aussi dans BV(	), ce qui permet de conclure par des arguments classiques.
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