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Résumé Nous définissons les polynémes d’Hermite d’'une variable matricielle. Nous utilisons les
coefficients de la représentation essentielle du groupe «affine» matriciel, pour établir
quelques propriétés importantes de ces polynémes et de leurs fonctions assumiées.
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On the Hermite polynomial of a matrix argument

Abstract We define Hermite polynomials of a matrix argument. We use the coefficients of the
“essential representation” of the affine group of transformatioR8f to prove some
important properties of those polynomes and their associated funcimaise thisarticle:
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1. Définition

Soit M, (R) I'espace vectoriel des matrices carrées d'ordy@um est un entier naturel non nul fixé.
Notonsb = (b;j)1<;, j<n '€l€ément générique dkl,, (R) et D, = det(d/0b;;)1<i, j<m -
Le polynéme d’Hermite d’ordre:? et d’'indicen, noté H,,, est défini suM,, (R), par

H,(b) = (—=1)"" exp(Trbb") ((Dp)" exp(—Tr(bb"))). (1.1)

C’est un polynéme de degrén.
La fonction,

hn(b) = Hy, (b) exp(—Tr(bb")). (1.2)

est la fonction d’Hermite associéer,.

2. Lien avec le groupeG = M, (R) x GL,, (R)

Le groupe des éléments inversibles d'ordre noté GL,, (R), opére par multiplication a gauche sur
M,, (R). Le groupeG est le produit semi-direct del,,, (R) par GL,, (R) relativement & cette action. La loi
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surG est donnée par,
b,a)(b',a") = b +ab,aa).

Le dual «essentiel» du grougge se réduit a une seule classe de représentations unitaires irréductibles
(m, H) donnée par [2] :

du
" detu|™
C’est une représentation de carré intégrable [3]. L'idée directrice de ce travail est d’obtenir & une fonction
multiplicative simple prés les fonctions d’Hermite comme coefficients de la représentagdrire les

propriétés fondamentales de ces coefficients en termes de polynémes d’Hermite.
Pour toutr € N, considérons les fonctions suivantes :

(b, a)2)w) = e Z T (ua), olU(b,a)€G, t e H= L2<GL ) etu € GL,, (R).

2 t t
En(u) = (—27i)™ /7" (detu)"| detu|"/2 e~ T oty (u) = | detu|™/2 g~ Traw’),

La fonction¢, appartient & pourn > 0. Notonsy, le coefficient der associé aux vecteugs et . Plus
exactement;

(ﬂn (b7 a) = C{nJ](bv a) = <§n’ T[(ba a)r]>H

= (_Zﬂi)mnﬁmzl deta|’"/2/ i Tr(ub) (detu)” e—nsz((l+a'a)u’u) du.
GL,, (R)

Posant le changememt= v(1 + a’a) Y2, /7 on obtient :

(—27iy™ /7™ (deta)™| deta|™
ﬁm" del(1+ ata)(n+m)/2

27i Tr(-Lb(14a'a)~ 42 _
(b, a) = / em r(ﬁ (+a'a) )(detv)”e 7 Tr(wv!) dv
M, (R)

(deta)™| deta|™ a1y
= V" e araynre Dp)" (€T )
| deta|™/? 12
B de1(1+aaf)<m+n>/2h"((1+“ a) "°b).

Remarque— Le cas classique correspondant & 1 est étudié dans [1].

3. Propriétés

Pourm € N* etn € N, les polyndmes d’Hermite d’ordee? vérifient les formules intégrales suivantes :

H,(b) = (=29 . / det(u + ib)" &~ ") du = H, (b'), (3.1)
S My (R)
H,(ab)= H,(b), VYaeSQm), (3.2
8 a n+1

avec,
d
det( 2b;; — — | =det(A;j)1<i,j<m,
8b,’j

ou Aij = Zbij — 3/8bij.
Pourtout =1,...,n,
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(22 7 Zbik% +n> H, =0, (3.4)
ki — 4

[ Z szk +(m+n)
< 9b2,

, =0. (3.5)

4. Relations fonctionnelles

Notons GL! 'ensemble des matrices a déterminant positif. Pour tout entiem définissons la fonction
fa par: fu(z) = [+ (detu)" =" e~ TuH+2Tr0 gy, et notonsr, la fonction définie suiM,, (R) par :
Ru(x) = f(x) 4+ (—=1)" f,(xJ), ou J est une matrice symétrique vérifiait = 1 etdet/ = —1.On a:

(— 2|)mn m?/2

~1/2
Cor 1ot 0 ) = {2 Gt 1 aaryrz o (1 (L +ae’) 770). (4.1)

Remarque- Lorsquem est pair,C;, | detu-7y (b, a) est égale e{wwn_m (b, a), ce qui donne, en
utilisant la formule (4.1),

2

m
. T
Rn(UC) = %hn_m (.X) (42)
LEMME. —Soientn >m, k >0, g1,g2€ G.On a:
/3 on (818 82) 0 (8) dg = Ct, | detu-my (81)9x (82), (4.3)
/3 0n (818 712) o, | detuizny (8) 08 = 0n(81) 0k (82). (4.4)

Démonstration. +a fonction ¢, est un convoluteur de3(G) et vérifie : 7 (p,) = E;, |detu|-mn» OU
E;, |dew|-mn €St I’qpérateur de rang un a domaine dense ddndéfini par : E; | det-ny () =
(&, | detu|™™n)¢, (voir [2] ou [4]). La preuve de (4.3) et (4.4) se base sur [3].

PROPOSITION 1. —Pourn > m etk > 0, les fonctionsi,, et les polyndmeégi,, vérifient les formules
suivantes

| deta| ™™ (deta)" f \—1/2 . .
hy 1 da = (—2))"™R, h , 4.5
/GLm(R) el 1 aah)nrkrm2 w((T+a'a) " “(ax +y)) da = (—2i) (iy)hi(x), (4.5)

| deta|” . [ \—1/2
R i(1+ +y))d
/GLm(R) det(1+ aa?)(Hh)/2tm wicton (i(L+a'a) " ax +)) da

m2

= Whn(x)hk()’)- (4.6)
Lorsquem est pair on a

-1/2

(deta)" ™" L =m?
L o GoiE s sy (1 )@ ) da = 20 by 0. (47

Démonstration. +es formules (4.5) et (4.6) se déduisent du lemme précédent. La formule (4.7) s’obtient
de (4.5) et de la formule (4.2) d’'une fagon évidente.

Remarque— Lorsquen est pair, les formules (4.5) et (4.6) se confondent avec la formule (4.7).
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5. Formule de multiplication

Pour touta € GL,,(R) la fonction :b — ¢, (b, a) est un élément deliM,, (R)). Donc pourk € N la
convolutiong, (-, a) * ¢ (-, a’) est bien définie.

PROPOSITION 2. —Pourn, k € N* eta, a’ € GL,,(R) on a:

2 deta deta’|™/?
[‘Pn(~, a) * g (-, a’)] () = M /ZdeK\Lm)m/zwn"'k (at, /aat +a'a’+1). (5_1)

Démonstration. +a preuve utilise la transformation de Fourier classiqueMip(R).

PROPOSITION 3. —Les fonctiond:, et les polyndme#,, vérifient la relation suivante

det(x? — 1)"/2
/M ol (ax = b/x? = 1) ha (b) db = 7" /2B k(@) (5.2)

avec,1 = ldy,, (r) €tx une matrice symétrique 1.
/ Hi(aV/1— 22— bz) Hy(az+bV/1— 22) € ") db = 22 det1 — 22"/ dets” Hy i (@) (5.3)
My (R)

avecz une matrice symétrique telle qe< z < 1.
Démonstration. -On utilise la formule (5.1) de la proposition précédente.

Remarque— Lorsquen = 1 et en particulier pouk = 0, la formule (5.3) devient :
/ Hy (ox + /1 —x2b) e dp = X" Hy ().
R
En faisant intégrations par partie et en utilisant I'equatiel) = 2z H,,_1, nous obtenons :

k+n)! k
/Hk+n(ax+ 1—x2t)Hk(z)e—f2d;:2kﬁ( Ll x" Hy (o).
R

n!

Sil=k+nona:

k I ok 1k
/H,(ax+ 1 — x2) Hy (1) e dr = {2 \/77—0—1()! 1—x? 2 H_(e), 1>k, (5.4)
R 0 pout [ <k.

La formule (5.4) a été démontrée dans [&if page 579...) en partant d’'une formule de multiplication
pour les polynémes de Gegenbauer. Notre formule se déduit directement de I'expression du cagfficient
C’est «la formule de multiplication diminuant le degré ». La formule (5.3) n'a pas d’analogue dans [5].
C’est «la formule de multiplication augmentant le degré ».
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