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Résumé Soit M̃+(T ,K,ck(E)) l’espace des multimesures positivesK-régulières définies sur une
tribu B à valeurs dans l’espace ck(E) des parties convexes compactes non vides d’un
espace de Banach E. Nous caractérisons les parties compactes deM̃+(T ,K,ck(E)) pour
la s-topologie c’est à dire la moins fine des toplogies rendant continues les applications
M → M(A), A ∈ B. Le cas des mesures réelles positives a été traité entre autres par Topsøe
[6], Grothendieck [3].Pour citer cet article : K.K. Siggini, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I
334 (2002) 949–952.  2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales
Elsevier SAS

On compactness of set-valued measures (I)

Abstract Let M̃+(T ,K,ck(E)) be the space of positiveK-regular set-valued measures defined on
a σ -algebraB with values in the space of all compact non empty convex subsets of a
Banach spaceE. We characterize the compact subsets ofM̃+(T ,K,ck(E)) endowed with
the weakest topology for which all mappingsM → M(A), A ∈B are continuous. The case
of real nonnegative measures has been investigated by Topsøe [6], Grothendieck [3] and
others.To cite this article: K.K. Siggini, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 334 (2002) 949–952.
 2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

1. Notations et définitions

SoientE un espace de BanachE′ son dual topologique,| | la norme surE et E′, ck(E) l’espace des
parties convexes compactes non vides deE muni de la distance de Hausdorff. Notons que muni de cette
distance, ck(E) est un espace complet [1]. Etant donnéX,Y des parties deE on noteX + Y l’ensemble
des élémentsx +y avecx ∈ X, y ∈ Y . On désigne parδ∗(·|X) l’application deE′ dans[−∞,+∞] définie
pour touty ∈ E′ par δ∗(y|X) = sup{y(x); x ∈ X}, et c̄oX l’enveloppe fermée convexe deX. La lettreT
désigne un ensemble quelconque ;G, K des ensembles de parties deT et B la σ -algèbre engendrée par
l’ensemble des partiesA deT telles que pour toutK ∈ K, A ∩ K ∈ K. Dans la suite les lettresG,K,A

avec ou sans indices, désigneront un élément deG, K, B respectivement.

DÉFINITION 1. – On dit queK est compact (resp. semi-compact) si toute famille (resp. famille
dénombrable) d’éléments deK qui possède la propriété de l’intersection finie a une intersection non vide.

DÉFINITION 2 ([2]). – On dit qu’une applicationM deB dans ck(E) est une multimesure siM(A∪B) =
M(A)+ M(B) pour tousA,B disjoints et si pour toute suite disjointe(An) deB de réunionA, la série de
terme généralM(An) est convergente avecM(A) = ∑

nM(An).
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Signalons qu’une applicationM deB dans ck(E) est une multimesure si et seulement siM(A ∪ B) =
M(A)+M(B) pour tousA,B disjoints et si pour touty ∈ E′ δ∗(y|M(·)) : B → R (A �→ δ∗(y|M(A))) est
une mesure [2].

DÉFINITION 3. – Une multimesureM deB dans ck(E) est dite :
– positive si pour toutA ∈ B, 0 ∈ M(A) où 0 est l’élément neutre de l’addition dansE ;
– K-régulière si pour toutA ∈ B, M(A) = c̄o∪ {M(K); K ⊂ A, K ∈ K}.
Nous notons̃M+(T ,ck(E)) l’ensemble des multimesures positives définies surB à valeurs dans ck(E) et

M̃+(T ,K,ck(E)) le sous-ensemble dẽM+(T ,ck(E)) formé de multimesuresK-régulières. L’ensemble des
mesures réelles positives (resp. positivesK-régulières) définies surB est noté M+(T ) (resp. M+(T ,K)).
Soitm ∈ M+(T ,K), pour toutA ∈ B m(A)= sup{m(K); K ∈ K, K ⊂ A}.

DÉFINITION 4 ([6]). – On appelle topologie de la convergence étroite ou simplement topologie étroite
sur M+(T ) la moins fine des topologies rendant continue l’applicationm → m(T ) et semi-continues
inférieurement les applicationsm → m(G), G ∈ G.

DÉFINITION 5. – On appelles-topologie surM̃+(T ,ck(E)) (resp. M+(T )) la moins fine des topologies
rendant continues les applicationsM → M(A), A ∈ B. Muni de las-topologieM̃+(T ,ck(E)) est un espace
régulier.

Soit (mi) une suite généralisée d’éléments de M+(T ); (mi) converge étroitement c’est à dire pour la
topologie étroite versm ∈ M+(T ) si et seulement si limmi(T ) = m(T ) et pour toutG ∈ G, lim inf mi(G) �
m(G). Dire qu’une suite généralisée(Mi) converge dans̃M+(T ,ck(E)) versM pour las-topologie revient
à dire que limMi(A) = M(A) pour toutA ∈ B.

DÉFINITION 6. – SoitX un ensemble,A ⊂ X et (xi), i ∈ I , une suite généralisée d’éléments deX. On
dit quexi ∈ A cofinalement s’il existei ∈ I tel que pour toutj ∈ I, j � i alorsxj ∈ A.

Une suite généralisée(xi), i ∈ I , est appelée ultrasuite généralisée si pour toute partieB deX, xi ∈ B ou
bienxi ∈ X\B cofinalement.

On trouvera dans ([4], p. 81) les propriétés que nous utilisons ici pour les ultrasuites généralisées. Dans
un espace topologique régulier pour qu’une partie soit relativement compacte il faut et il suffit que toute
ultrasuite généralisée d’éléments de cette partie soit convergente i.e. que toute suite généralisée d’éléments
de cette partie contienne une sous-suite généralisée convergente.

SurG etK nous définissons les axiomes suivants :
(I) K est stable pour les réunions finies, les intersections dénombrables et� ∈K.

(II) G est stable pour les réunions et les intersections finies,� ∈ G.
(III) Pour toutK ∈K, pour toutG ∈ G, K\G ∈ K.
(IV) G sépare les éléments deK c’est à dire que pour toutK,K ′ ∈ K disjoints, il existeG, G′ dansG

disjoints tels queK ⊂ G etK ′ ⊂ G′.
(V) K est semi-compact.

Signalons que ces axiomes sont ceux de Topsøe [6] et que (I) et (IV) impliquent : «G domineK », c’est
à dire que pour toutK ∈K il existeG ∈ G tel queG ⊃ K.

LEMME 7. –Soitm une mesure réelle positiveK-régulière définie surB. SiG sépare les éléments deK
alorsµ(K) = inf{µ(G); G ⊇ K, G ∈ G}.

Le résultat suivant est formulé pour les suites généralisées dans [6, Theorem 7].

PROPOSITION 8. –SoientT un ensemble,G et K des ensembles de parties deT qui satisfont aux
axiomes(I)–(V). SoientM+(T ,K) l’espace des mesures réelles positivesK-régulières définies surB muni
de la s-topologie, etH une partie deM+(T ,K) telle quesup{m(T ); m ∈ H } < +∞. Alors les quatre
conditions suivantes sont équivalentes entre elles.
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(1) H est relativement compacte.
(2) (i) ∀K ∈ K, infG⊇K(sup{m(G\K); m ∈ H })= 0.

(ii) ∀A ∈ B, infK⊆A(sup{m(A\K); m ∈ H }) = 0.
(3) (i) ∀K ∈ K, infG⊇K(sup{m(G\K); m ∈ H })= 0.

(ii) infK(sup{m(T \K); m ∈ H })= 0.
(4) (i) ∀K ∈ K, infG⊇K(sup{m(G\K); m ∈ H })= 0.

(ii) Toute suite généralisée d’éléments deH contient une sous-suite généralisée qui converge
étroitement dansM+(T ,K).

Démonstration. –Il suffit d’appliquer ([6], Theorem 7) à la suite généralisée constituée par l’ensemble
H lui-même, muni de la relation d’ordre « diffuse » définie parm � m′ pour tout(m,m′) ∈ H × H (C’est
le raisonnement fait dans [6], Corollary 2).

THÉORÈME 9. –SoientE un espace de Banach,T un ensemble,G etK des ensembles de parties deT

qui satisfont aux axiomes(I)–(V). SoitM̃+(T ,K,ck(E)) l’espace des multimesures positivesK-régulières
définies surB à valeurs dansck(E) muni de las-topologie. Alors pour toute partieH deM̃+(T ,K,ck(E))

les conditions(1) et (2) sont équivalentes.
(1) H est relativement compacte dansM̃+(T ,K,ck(E)) ;
(2) (i) {δ∗(y|M(·)); M ∈ H, y ∈ E′, |y| � 1} est relativement compact dansM+(T ,K) muni de la

s-topologie.
(ii) {M(T ); M ∈ H } et {M(G); M ∈ H }, pour toutG ∈ G, sont relativement compacts dansck(E).

Démonstration. –Supposons (1) vérifiée. Alors (2(ii)) découle de la continuité des applicationsM →
M(A), A ∈ B deM̃+(T ,K,ck(E)) dans ck(E). MunissonsE′ de la topologie faibleσ(E′,E) et sa boule
unité ferméeB ′(0,1) de la topologie induite par celle deE′. Pour toutK ∈ ck(E) δ∗(·|K) : B ′(0,1) → R

(y → δ∗(y|K)) est continue ; on en déduit la continuité de l’applicationθ deB ′(0,1)× M̃+(T ,K,ck(E))

dans M+(T ,K) qui à (y,M) associeθ(y,M) = δ∗(y|M(·)). SoitH l’adhérence deH , B ′(0,1) × H est
une partie compacte deB ′(0,1) × M̃+(T ,K,ck(E)). Donc {δ∗(y|M(·)); M ∈ H, |y| � 1} étant inclus
dansθ(B ′(0,1)×H), est relativement compact dans M+(T ,K).

Prouvons que (2)⇒ (1). Soit(Mi), i ∈ I , une ultrasuite généralisée d’éléments deH . D’après (ii), les
ultrasuites(Mi(T )) et (Mi(G)) sont convergentes dans ck(E).

PosonsN(G) = limi Mi(G) et M̃(A) = c̄o
⋃

K⊆A

⋂
G⊇K N(G) pour tout A ∈ B ; M̃(A) ∈ ck(E)

car pour toutG, N(G) ⊂ limi Mi(T ). L’application M̃ : B → ck(E) (A → M̃(A)) appartient à
M̃+(T ,K,ck(E)) ([5], Théorème 2, p. 158). Pour touty ∈ E′, A,

δ∗(y|M̃(A)
) = sup

K⊆A

inf
G⊇K

δ∗(y|N(G)
)

et δ∗(y|N(G)
) = lim

i
δ∗(y|Mi(G)

)
.

Soity ∈ E′, (δ∗(y|Mi(·))) est une ultrasuite généralisée d’éléments de{δ∗(y|M(·)); y ∈ E′, |y| � 1, M ∈
H }. Alors d’après l’hypothèse (2(i)), il existemy ∈ M+(T ,K) tel que pour toutA limi δ

∗(y|Mi(A)) =
my(A). On a

δ∗(y|M̃(K)
) = inf

G⊇K
lim
i

δ∗(y|Mi(G)
) = inf

G⊇K

{
lim
i
δ∗(y|Mi(K)

) + lim
i
δ∗(y|Mi(G\K)

)}

= lim
i

δ∗(y|Mi(K)
)

(Proposition 8 et (2(i))). On a

δ∗(y|M̃(A)
) = sup

K⊆A

δ∗(y|M̃(K)
) = sup

K⊆A

lim
i
δ∗(y|Mi(K)

) = sup
K⊆A

my(K) = my(A) = lim
i
δ∗(y|Mi(A)

)
.

On vient de montrer que pour toutA et touty ∈ E′, |y| � 1, limi δ
∗(y|Mi(A)) = δ∗(y|M̃(A)). Prouvons

maintenant que(Mi(A)) converge versM̃(A) dans ck(E). Il suffit de montrer que pour toutA, (Mi(A))
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est une suite généralisée de Cauchy. Supposons qu’il existeB0 ∈ B pour lequel(Mi(B0)) ne soit pas
de Cauchy. Alors il existeε0 tel que pour touti ∈ I on puisse trouverki � i, ji � i et yi ∈ B ′(0,1)
qui vérifient|δ∗(yi |Mki (B0))− δ∗(yi |Mji (B0))| > ε0. Considérons les suites généralisées(δ∗(yi |Mki (·))),
(δ∗(yi |Mji (·))) ; i ∈ I . D’après l’hypothèse (2(i)), on peut trouver deux sous-suites généralisées, l’une de
(δ∗(yi |Mki (·))) et l’autre de(δ∗(yi |Mji (·))), ayant les mêmes indices et qui convergent respectivement vers
µ etµ′. Nous noterons ces deux sous-suites comme les suites elles-mêmes.

Comme pourG ∈ G, (Mi(G)) est convergente dans ck(E),

lim
i

(
sup
|y|<1

∣∣δ∗(y|Mki (G)
) − δ∗(y|Mji (G)

)∣∣) = 0.

De l’inégalité

∣∣δ∗(yi |Mki (G)
) − δ∗(yi |Mji (G)

)∣∣ � sup
|y|<1

∣∣δ∗(y|Mki (G)
) − δ∗(y|Mji (G)

)∣∣,

on déduit que pour toutG,

µ(G) = lim
i
δ∗(yi |Mki (G)

) = lim
i
δ∗(yi |Mji (G)

) = µ′(G).

Par conséquentµ(K) = µ′(K) pour toutK ∈K (Lemme 7).
Ces mesures étantK-régulières, elles sont égales surB. D’où il existe i0 ∈ I tel que pour tout

i ∈ I, i � i0, |δ∗(yi|Mji (B0))− δ∗(yi |Mki (B0))| < ε0/2. Ceci est absurde.
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