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Résumé Nous démontrons le résultat suivant : si les invariants de Vassiliev distinguent les nœuds
dans toute sphère d’homotopie, alors la conjecture de Poincaré est vraie, c’est-à-dire toute
sphère d’homotopie est homéomorphe à la sphère standard. D’un autre coté, dans toute
variété de Whitehead il existe des nœuds qui ne sont pas distingués par les invariants de
Vassiliev.Pour citer cet article : M. Eisermann, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 334 (2002)
1005–1010.  2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier
SAS

Vassiliev invariants and the Poincaré conjecture

Abstract We prove the following result: if Vassiliev invariants distinguish knots in each homotopy
sphere, then the Poincaré conjecture is true, in other words every homotopy sphere is
homeomorphic to the standard sphere. On the other hand, in every Whitehead manifold
there exist knots that cannot be distinguished by Vassiliev invariants.To cite this article:
M. Eisermann, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 334 (2002) 1005–1010.  2002 Académie
des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Abridged English version

Initially Vassiliev theory was conceived to study knots in Euclidean spaceR3, but the combinatorial
definition given by Birman and Lin [3] immediately extends to knots in an arbitrary 3-manifold. The
abundance of finite type invariants of knots has motivated the question as to whether they distinguish all
knots [1]. The purpose of this Note is to relate this question to the topology of the ambient 3-manifold.

For simplicity of notation we will assume each 3-manifoldV to be smooth, connected, oriented, and
without boundary. Likewise, all maps will be assumed to be smooth. A singular knot is an immersion
κ : S1 � V such that the only multiple points are double points according to the local model• . In
particularκ can only have a finite number of such singularities; for convenience we will assume that
they are numbered by 1, . . . , n. Let Kn be the set of ambient isotopy classes ofn-singular knots inV ,
in particularK0 is the set of isotopy classes of non-singular knots. LetKn = ZKn be the freeZ-module
with basisKn. As usual one defines a mapδ : Kn → Kn−1 by resolving then-th singularity according to
the local model• �→ − . This construction can be seen as a discretization of homotopy, see Lin
[7], Lemma 6.4: twon-singular knotsK andK ′ are homotopic if and only ifK ≡ K ′ moduloδKn+1.

The Vassiliev filtration ofK0 is defined byFn = im(δn : Kn → K0). Dually, a knot invariantv with
values in an Abelian group is called Vassiliev invariant of degreen if v(Fn+1) = 0. For the purpose of this
Note we are particularly interested in the limitFω = ⋂

n Fn of the Vassiliev filtration.
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It is worth emphasizing that this construction is functorial: it associates to every 3-manifoldV a sequence
of Z-modules(K∗V, δ) and to every orientation preserving embeddingφ : V ↪→ W a family of linear maps
K∗φ : K∗V → K∗W commuting withδ.

These prerequisites being in place, we can now state our key observation:

LEMMA 1. –Let V be a simply connected3-manifold andh : V ↪→ V be an orientation preserving
embedding. Then Vassiliev invariants cannot distinguish between a knotK and its imagehK.

Proof. –A singular knot is calledlocal if it is contained in the image of some embeddingφ : R
3 ↪→ V .

Sinceh preserves orientation,φ is isotopic tohφ, see [5], Theorem 8.3.1. In particular, if a singular knotK∗
is local, then it is ambient isotopic to its imagehK∗, see [5], Theorem 8.1.4.

SinceV is simply connected, every knotK ∈ Kn is homotopic to some local knotK∗. Consequently
there existsA ∈ Kn+1 such thatδA = K − K∗. By functoriality we obtainδhA = hK − hK∗, hence
δ(A − hA) = K − hK. We conclude that for everyAn ∈ Kn there exists someAn+1 ∈ Kn+1 such that
δ(An+1 − hAn+1) = An − hAn. For a knotK ∈K0 this impliesK − hK ∈ F1 ∩ F2 ∩ · · · = Fω. ✷

The following arguments are based on Bing’s characterization of the 3-sphere [2]: ifV is a closed
connected 3-manifold in which every knot is local, thenV is homeomorphic toS3. This result has been
generalized by Costich, Doyle, and Galewski [4] to a characterization of Euclidian space: ifW is a
contractible open 3-manifold in which every knot is local, thenW is homeomorphic toR3. According
to Kister and McMillan [6,8] there exist uncountably many contractible open 3-manifolds, no two of which
are homeomorphic. They can be divided into two uncountable families depending on whether they embed
into R3 or not. A contractible open 3-manifoldW �∼= R3 that embeds intoR3 is called a Whitehead manifold
[8,9].

THEOREM 1. – In every Whitehead manifoldW there exist knots that are distinct but cannot be
distinguished by any Vassiliev invariant.

Proof. –Let h : W ↪→ R3 ↪→ W be an embedding that preserves orientation. The theorem of Costich,
Doyle, and Galewski [4] guarantees the existence of a non-local knotK in W . Its imagehK is local, hence
K �= hK. According to the previous lemma we haveK ≡ hK moduloFω. ✷

Conjecturally the theorem holds for every contractible open 3-manifold, but a proof would certainly
require a more detailed analysis, cf. Lin [7]. For the time being we will content ourselves with the following
weaker version:

LEMMA. – Let V be a simply connected3-manifold that contains a non-local knotK. Then the two
copies ofK in V � V are distinct but cannot be distinguished by any Vassiliev invariant.

Proof. –The connected sumV � V allows a diffeomorphismh of period 2 that preserves orientation and
exchanges the two copies ofV . In particular,h exchanges the two copiesK0 andK1 of K. According to
the previous lemma they cannot be distinguished by any Vassiliev invariant. The only subtlety is to show
thatK0 andK1 are actually distinct. This is achieved by an isotopy version of the Alexander–Schönflies
theorem. ✷

The lemma applies for example to every contractible open 3-manifold that does not embed intoR3. Via
the theorem of Bing [2] we arrive at the following conclusion:

THEOREM 2. –Suppose thatV is a homotopy3-sphere that is not homeomorphic toS3. Then the
connected sumV � V contains distinct knots that cannot be distinguished by any Vassiliev invariant.✷

Note thatV � V is again a homotopy sphere. Hence, if Vassiliev invariants distinguish knots in each
homotopy sphere, then the Poincaré conjecture is true. For an arbitrary closed 3-manifoldV we conclude:
if Vassiliev invariants distinguish all knots inV � V , thenV does not contain any false 3-cells.
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Introduction. – Dans la topologie et la géométrie en dimension 3, les nœuds jouent un rôle essentiel.
Dans leur étude les invariants de type fini, aussi nommés invariants de Vassiliev [3], sont devenus célèbres.
Presque tous les invariants que l’on a découverts ces dernières années sont de ce type, notamment le
polynôme de Jones et ses généralisations, les invariants quantiques [1]. Leur abondance a motivé la question
de savoir si les invariants de Vassiliev distinguent tous les nœuds. Le but de cette Note est d’analyser cette
question en fonction de la variété ambiante.

On appellevariété de Whiteheadune 3-variété ouverte contractile, non-homéomorphe àR3 mais
plongeable dans ce dernier. Le premier exemple d’une telle variété fut découvert par Whitehead [9], et
il en existe une infinité non-dénombrable, deux à deux non-homéomorphes [8].

THÉORÈME 1. – Dans toute variété de Whitehead il existe des nœuds distincts qui ne sont pas distingués
par les invariants de Vassiliev.

Une telle pathologie peut-elle se produire aussi dans une variété fermée ? On appellesphère d’homotopie
une 3-variété fermée qui est simplement connexe. Une telle variété est équivalente par homotopie à la sphère
standardS3, d’où le nom. Selon la conjecture de Poincaré toute sphère d’homotopie est homéomorphe àS

3.

THÉORÈME 2. – Si V est une sphère d’homotopie qui n’est pas homéomorphe àS3, alors la somme
connexeV � V contient des nœuds distincts qui ne sont pas distingués par les invariants de Vassiliev.

Remarquons queV � V , elle aussi, est une sphère d’homotopie. Par conséquent, si les invariants de
Vassiliev distinguent les nœuds dans toute sphère d’homotopie, alors la conjecture de Poincaré est vraie.

On appellefausse3-celluleune 3-variété compacte contractile, à bordS2, qui n’est pas homéomorphe à
la 3-cellule standard. Pour une variété ferméeV quelconque on déduit la version suivante : si les invariants
de Vassiliev distinguent les nœuds dansV � V , alorsV ne contient pas de fausses 3-cellules.

1. La théorie de Vassiliev vue comme complétion par homotopie

Initialement la théorie de Vassiliev fut conçue pour l’étude des nœuds dans l’espace euclidienR3, mais
la définition combinatoire donnée par Birman et Lin [3] s’adapte immédiatement aux nœuds dans une
3-variété quelconque. Nous rappelons brièvement les principaux éléments.

Afin de simplifier la notation toute 3-variété sera supposée lisse et orientée, et sauf indication contraire,
connexe et sans bord. Elle peut être compacte (= fermée) ou non-compacte (= ouverte). On supposera
également que toute application est lisse et que tout plongement entre 3-variétés préserve l’orientation.

Un nœuddans une 3-variétéV est un plongementκ : S1 ↪→ V . Plus généralement, unnœud singulier
est une immersionκ : S

1 � V dont tout point multiple est un point double suivant le modèle local• . En
particulierκ n’a qu’un nombre fini de singularités, et nous les supposons numérotées de 1 àn.

Deux nœuds singuliers sontéquivalentss’ils ne diffèrent que par des difféotopies deV et deS1. Ceci
équivaut à regarder l’image orientéeκ(S1) à difféotopie deV près. On noteKn l’ensemble des classes
d’équivalence des nœudsn-singuliers, y comprisK0 les classes des nœuds non-singuliers. Pour la suite il
sera essentiel que cette relation d’équivalence se comporte bien par rapport aux plongements de 3-variétés :

LEMME 3. – Soientκ : S1 � V un nœud singulier etφ : [0,1] × V → W une isotopie entre deux
plongementsφ0, φ1 : V ↪→ W . Alors les nœuds singuliersφ0κ etφ1κ dansW sont équivalents.

Démonstration. –Si V est fermée, l’isotopieφ est en fait une difféotopie, doncφ0κ et φ1κ sont
équivalents par la difféotopie�t := φtφ

−1
0 . SiV est ouverte, on se restreint à un compactK ⊂ V , l’image de

κ dans notre cas. Il existe alors une difféotopie� : [0,1]×W → W à support compact telle que�0 = idW

et�tφ0(x) = φt(x) pour toutt ∈ [0,1] et x ∈ K. Voir Hirsch [5], Théorème 8.1.4.✷
Selon le lemme, tout plongementφ0 : V ↪→ W induit une applicationK∗φ0 : K∗V → K∗W qui ne

dépend que de la classe d’isotopie deφ0. Par exemple, deux plongementsφ0, φ1 : R3 ↪→ V ayant la même
orientation sont isotopes dansV , donc ils induisent la même applicationK∗φ0 =K∗φ1.

DÉFINITION 4. – Un nœud singulier estlocal s’il est contenu dans l’image d’un plongementR3 ↪→ V .
Soit Kn = ZKn le Z-module libre ayant pour base l’ensembleKn. On définitδ : Kn → Kn−1 par la

résolution de lan-ième singularité suivant le modèle local• �→ − . Évidemment les deux termes
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de cette différence sont homotopes par une homotopie préservant les points doubles et leur numérotation.
Le lemme suivant établit la réciproque : toute homotopie entre deux nœuds singuliers peut être discrétisée
en une suite finie de changements de croisements, voir Lin [7], Lemme 6.4.

LEMME 5. – Deux nœudsn-singuliersK,K ′ sont homotopes si et seulement siK ≡ K ′ moduloδKn+1.

La filtration de Vassiliev deK0 est définie parFn = im(δn : Kn → K0). Les quotientsK0/Fn forment
un système projectif ayant pour limite leZ-moduleK̂0, et l’application canoniqueα : K0 → K̂0 a pour
noyauFω = ⋂

n Fn. Selon le lemme, on peut interpréter̂K0 comme la complétion du module des nœudsK0
par homotopie. De façon duale, un invariant des nœudsv à valeurs dans un groupe abélien est appelé
invariant de type finiou invariant de Vassilievde degrén si v(Fn+1) = 0.

Le Lemme 3 permet d’interpréter la théorie de Vassiliev comme un foncteur qui associe à toute 3-variété
V une suite deZ-modules(K∗V, δ) et à chaque plongementφ : V ↪→ W une famille d’applications
K∗φ : K∗V → K∗W commutant avecδ. Voici l’observation-clé :

LEMME 6. – Soit V une 3-variété simplement connexe eth : V ↪→ V un plongement qui préserve
l’orientation. Alors aucun invariant de Vassiliev ne distingue un nœudK et son imagehK.

Démonstration. –Commeh préserve l’orientation, tout plongementφ : R3 ↪→ V est isotope àhφ, voir
Hirsch [5], Théorème 8.3.1. Par le Lemme 3, tout nœud singulier localK∗ est équivalent à son imagehK∗.

CommeV est simplement connexe, tout nœudK ∈ Kn est homotope à un nœud localK∗. Il existe alors
A ∈ Kn+1 tel queδA = K −K∗. Par fonctorialité on obtientδhA = hK −hK∗ puisδ(A−hA) = K −hK.
On conclut que pour toutAn ∈ Kn il existeAn+1 ∈ Kn+1 tel queδ(An+1 −hAn+1) = An −hAn. Pour tout
nœudK ∈K0 ceci impliqueK − hK ∈ F1 ∩ F2 ∩ · · · = Fω, d’où la conclusion. ✷
2. Application aux variétés simplement connexes

Si tout nœud dans une 3-variétéV est local, alorsV est simplement connexe. La réciproque est pourtant
fausse, au moins pour les variétés ouvertes [8]. Pour les variétés fermées cette question équivaut à la
conjecture de Poincaré, comme le montre la caractérisation suivante due à Bing [2] :

THÉORÈME 7. – Soit V une 3-variété connexe fermée. Si tout nœud dansV est local, alorsV est
homéomorphe à la sphèreS3. ✷

Costich, Doyle et Galewski [4] ont généralisé ce résultat à une caractérisation de l’espace euclidien :

THÉORÈME 8. – SoitW une3-variété ouverte contractile. Si tout nœud dansW est local, alorsW est
homéomorphe à l’espace euclidienR3. ✷

Rappelons qu’il existe une infinité non-dénombrable de variétés ouvertes contractiles, deux à deux non-
homéomorphes. On peut les diviser en deux familles non-dénombrables : celles qui se plongent dansR3 [8]
et celles qui ne s’y plongent pas [6]. Une variétéW �∼= R3 du premier type est appelée variété de Whitehead.

THÉORÈME 9. – SoitW une3-variété ouverte et simplement connexe. SiW se plonge dansR3, alors
K0W/Fn

∼= K0R3/Fn pour toutn. Dans ce sens la théorie de Vassiliev dansW et dansR3 est la même.

Démonstration. –Soientφ : R
3 ↪→ W et ψ : W ↪→ R

3 deux plongements qui préservent l’orientation.
D’une partψφ est isotope à l’identité deR3, doncK0(ψφ) est l’identité surK0R3. D’autre partφψ est un
plongement deW dans elle-même, donc le Lemme 6 entraîne queK0(φψ) est l’identité moduloFω. ✷

Ceci correspond à un résultat de Lin [7] : pour une 3-variété ouverte contractileW tout plongement
R3 ↪→ W induit des isomorphismesK0R3/Fn

∼= K0W/Fn modulo 2-torsion. Dans le cas d’une variété
de Whitehead non seulement la démonstration est considérablement simplifiée, mais elle suggère aussi une
conclusion plus forte :

THÉORÈME 10. – Dans toute variété de WhiteheadW il existe des nœuds distincts qui ne sont pas
distingués par les invariants de Vassiliev.
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Démonstration. –Soit h : W ↪→ R3 ↪→ W un plongement préservant l’orientation. Le Théorème 8
garantit l’existence d’un nœud non-localK dansW . Or le nœudhK est local, doncK �= hK. Selon le
Lemme 6 on aK ≡ hK moduloFω, d’où la conclusion. ✷

Conjecturalement le théorème est valable pour toute 3-variété ouverte contractile. Une démonstration
nécessiterait certainement une analyse plus profonde, cf. Lin [7]. L’intérêt de cette conjecture réside surtout
dans son application à une sphère d’homotopieV �∼= S3 : dans ce casW = V � {p} est une variété ouverte
contractile qui ne se plonge pas dansR3. Si W contient des nœuds indistinguables, il en est de même
pourV . En l’absence de cet argument nous allons nous contenter d’une version affaiblie :

LEMME 11. – SoitV une3-variété simplement connexe contenant un nœud non-localK. Alors les deux
copies deK dansV � V sont distinctes mais elles ne sont pas distinguées par les invariants de Vassiliev.

Démonstration. –La somme connexeV � V admet un difféomorphismeh de période 2 qui préserve
l’orientation et échange les deux copies deV . En particulierh échange les deux copiesK0 et K1 du
nœudK, et le Lemme 6 entraîne qu’aucun invariant de Vassiliev ne distingueK0 et K1. Il ne reste qu’à
montrer queK0 etK1 sont distincts, ce qui résulte du Corollaire 14.✷

Le lemme s’applique par exemple à toute 3-variété ouverte contractileV qui ne se plonge pas dansR3.
Grâce au Théorème 7 de Bing, on en déduit également le Théorème 2.

3. Couper les variétés en quatre

Le but de ce paragraphe est de montrer qu’un nœud non-local ne peut pas traverser une 2-sphère (voir le
Corollaire 14). Nous rappelons d’abord quelques techniques standard de « couper-coller » en dimension 3.

Comme précédemment soitV une 3-variété connexe orientée sans bord. Unsystème de sphèresS ⊂ V

est une réunion finie non-vide de 2-sphères disjointes dont chacune sépareV . Le découpagedeV le long
deS est la 3-variété non-connexeV |S := V � intT , oùT est un petit voisinage tubulaire deS, dont le bord
consiste en deux copies deS.

Réciproquement soitM une 3-variété orientée dont le bord consiste en 2-sphères. SiM est connexe on
obtient saclôture 〈M〉 en recollant une 3-cellule à toute 2-sphère du bord. SiM a plusieurs composantes
connexesM1, . . . ,Mn, on définit saclôture connexepar〈M〉 := 〈M1〉� · · ·�〈Mn〉. Il sera commode d’inclure
aussi le cas exceptionnel de la variété vide en posant〈∅〉 := S3.

Exemple12. – On a〈M〉 ∼= S3 si et seulement siM est une collection de 3-sphères trouées, c’est-à-dire
privées de l’intérieur d’un nombre fini de 3-cellules fermées disjointes.

Pour un système de 2-sphèresS ⊂ V on aV ∼= 〈V |S〉. Une coorientation deS induit une coorientation
du bord deV |S. Une composante deV |S est appeléepositive, resp.négative, si son bord est coorienté vers
l’intérieur, resp. vers l’extérieur. Dans la suite on supposera toujours que la coorientation deS estcohérente
dans le sens que toute composante deV |S est soit positive soit négative. CommeV est connexe et chaque
sphère deS est séparante, il y a exactement deux coorientations cohérentes deS.

On noteV |S+ resp.V |S− la réunion des composantes positives, resp. négatives, deV |S. Ainsi on obtient
un découpage en deux variétés connexes orientées sans bord :

V ∼= 〈V |S+〉 � 〈V |S−〉.
Étant donné un deuxième système de sphèresS0 transverse àS, on souhaite remplacerS0 parS∗ qui est

disjoint deS. Ceci se réalise par unechirurgiesurS0 le long deS comme suit. L’intersectionC0 := S0 ∩ S

est une collection finie de cercles. SoitT un voisinage tubulaire deS paramétré parτ : S × [−ε,+ε] ∼→ T

de sorte queτ0 : S → S soit l’identité etS0 ∩ T = τ (C0 × [−ε,+ε]). On choisit un cercleC ⊂ C0 qui
borde un disqueD ⊂ S tel que∂D = D ∩ C0 = C. On remplace alors le cylindreτ (C × [− ε

2,+ ε
2]) par

deux disquesτ (D × {− ε
2,+ ε

2}). Le résultat est un système de sphèresS1 dont l’intersectionC1 := S1 ∩ S

a une composante de moins. Par récurrence on arrive à un système de sphèresS∗ ⊂ V disjoint deS.
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Supposons de plus queS et S0 munies de coorientations cohérentes. La chirurgie produitS∗ avec une
coorientation cohérente induite parS0. On définit alors la 3-variétéV |S+|S+

0 := (V |S+) ∩ (V |S+∗ ). Les
choix dans la construction deS∗ ne changentV |S+|S+

0 qu’en découpant ou recollant des 3-cellules. En
particulier la clôture connexe〈V |S+|S+

0 〉 est bien définie. On obtient ainsi un découpage en quatre :

V ∼= 〈
V |S+|S+

0

〉
�
〈
V |S+|S−

0

〉
�
〈
V |S−|S+

0

〉
�
〈
V |S−|S−

0

〉
.

Le théorème suivant dit que ce découpage est invariant par des isotopies deS et deS0. Ce résultat et
surtout sa preuve sont une version d’isotopie du théorème d’Alexander–Schönflies ; en effet, ce dernier
s’obtient comme cas particulier.

THÉORÈME 13. – SoitV une3-variété contenant trois2-sphères séparantes coorientéesS, S0, S1 de
sorte queS0 etS1 soient transverses àS. SiS0 etS1 sont isotopes, alors〈V |S+|S+

0 〉 ∼= 〈V |S+|S+
1 〉.

Esquisse de démonstration. –Soit φ : [0,1] × S2 → V une isotopie entreS0 = φ0(S
2) et S1 = φ1(S

2).
Après une petite déformation deφ fixant φ0 et φ1 on peut supposer que toute sphèreSt := φt(S

2) est
transverse àS, sauf pour un nombre fini de paramètres critiques. On peut supposer de plus que toute sphère
critiqueSt est tangente àS en un seul point non-dégénéré.

Pour tout paramètre réguliert ∈ [0,1] on considère la variétéMt := V |S+|S+
t . Il est clair queMa est

difféomorphe àMb si l’intervalle [a, b] est sans paramètres critiques (et que l’on fait des choix uniformes
en effectuant la chirurgie surSt ). Pour un paramètre critiquet il faut distinguer plusieurs cas selon le type
du point critique et les coorientations deS et deSt . Au total, quatre transformations sont possibles :

– ou les variétésMt−ε etMt+ε sont difféomorphes,
– ou elles diffèrent par l’addition d’une 3-cellule comme nouvelle composante,
– ou elles diffèrent par le recollement d’une 3-cellule à une 2-sphère du bord,
– ou elles diffèrent par le découpage le long d’un disque proprement plongé et séparant.

Dans tous les cas leurs clôtures connexes〈Mt−ε〉 et 〈Mt+ε〉 sont difféomorphes, d’où la conclusion.✷
Enfin nous en déduisons le corollaire suivant, ce qui achève la démonstration du Lemme 11.

COROLLAIRE 14. – SoientV une3-variété etS ⊂ V une2-sphère séparante coorientée. Si un nœud
K0 dansV |S+ est équivalent àK1 dansV |S−, alors il est local.

Démonstration. –Soit S0 ⊂ V |S+ une copie parallèle deS située du coté positif et munie de la même
coorientation. Ceci entraîneV |S−|S+

0 = ∅ alors queV |S+|S+
0 = V |S+

0 contientK0. Par hypothèse il
existe une difféotopie� : [0,1] × V → V avec�0 = idV telle que�1K0 = K1 soit contenu dansV |S−.
On peut supposer que la 2-sphèreS1 := �1S0 est transverse àS. Grâce au théorème précédent on a
〈V |S−|S+

1 〉 ∼= 〈V |S−|S+
0 〉 ∼= S

3, doncV |S−|S+
1 est une collection de 3-sphères trouées. Comme le nœud

K1 est contenu dansV |S−|S+
1 , il est local dansV |S−. SymétriquementK0 est local dansV |S+. ✷
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