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Résumé On étudie I'équation des ondes semi-linéaire— Au = p—*|u|™ dansR x R", oli p estun
facteur conforme tendant vers 0 a I'infini. On montre que les solutions explosent en temps
fini pour des petites puissances alors gu’elles ont un temps de vie arbitrairement long
pour lesm grands. De plus, on étudie I'explosion en temps fini des solutions de la classe
d’équations des ondes quasilinéairgs— Au = p~*|Lu|™ dansR x R". Pour citer cet
article: M. Aassila, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002) 961-966. O 2002 Académie
des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Nonexistence of global solutionsto some nonlinear wave equations

Abstract We study the semilinear wave equation — Au = p~*|u™ in R x R", wherep is a
conformal factor approaching 0 at infinity. We prove that the solutions blow-up in finite time
for small powersn, while having an arbitrarily long life-span for large. Furthermore,
we study the finite time blow-up of solutions for the class of quasilinear wave equations
Uy — Au = p_k|Lu|m in R x R". To cite this articlee M. Aassila, C. R. Acad. Sci.

Paris, Ser. | 334 (2002) 961-966. O 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques
et médicales Elsevier SAS

Abridged English version

In this Note we study the non existence of global solutions to the nonlinear wave equatiothu =
F(u,du) for (,x) € R x R". This equation arises in different areas of applied mathematics, physics, and
engineering, and describes such familiar and important processes as the movement of vibrating strings,
drum heads, sound and electromagnetic waves. The nonlinearitieS(ik&u) = mu + u3, m > 0, were
proposed as models in relavistic quantum mechanics with local self-interaction, see [4]. The so-called
o-model for the pure jauge solutions of the Yang—Mills equations involves nonlinearities of the type
F(u, du) = u(ju; 1% — |[Vul?), see [5].

First, we consider a semilinear wave equation:

{un —Au=p~Ku™, (,x)eRxR",
u(©0,¥) =u(x), u(0,x) =ul(x), xeR",

wherem > 1,k =sm — ”—}33 s = % p is a conformal factor approaching 0 at infinity, aftj «* belong
to G5°(R™). We prove the following result:

(P1)
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THEOREM 1.-Let1<m < 2 + 1, and u bea solution to (Py) with initial datau® > 0 and u* > 0, then
u blowsupis afinitetime.

Second, we study the quasilinear wave equation:

w©,9)=u’ u0,-)=u
(see the French version for a definitionfof. We prove the following result:

{u,,—Au:p—k|Lu|m, (t,X) eR x R", P2)

THEOREM 2. —Letl <m < % + 1, and « be a solution to (P>) with initial data x° < 0, then u blows up
in afinitetime.

1. Introduction

Dans cette Note on s'intéresse a I'explosion en temps fini des solutions de I'équation des ondes non
linéaires :

uy — Au= F(x,0u) pour(z,x)eR x R".

Motivés par le travail de Christodolou [3] et Penrose [4], nous utilisons une modification de la méthode de
compactification conforme pour établir la non existence globale des solutions pour des équations d’ondes
semi-linéaires et quasi-linéaires.
Soient Mg = R x R" l'espace de Minkowski, eE = R x S§" l'univers d’Einstein, définissons
I'applicationc : Mg — E par:
ct,X)=c(t,x1,....,x5) = (T, Y1,..., Ynt1),

ou

12 —x2

4

sinT = pt, COST:p<l— > T e(—m,m),

12 —x2
szpxj7 j=l7"'7n7 Yn+1=p<l+ )

4
2 2\ 2\ —1/2
= (¢ 1— .
p= (7 (1-557) )

MunissonsM g de la métrique de Minkowski :

g=0 —dx®=dr* = ) "dy?
i=1

avec

etE de la métrique
g=dr?—ds?,

ol dS? est la métrique canonique s8it. L'applicationc est une application conforme entre les variétés de
Lorentz(Mo, g) et(E, g) avec un facteur conforme, c’est-a-direc*s = p2g.

On modifiera la transformation conformeen la composant avec une famille a un parametre de
dilatations, et on obtient donc une famille & un parameétre de transformations conformes. On utilisera ensuite
ces applications pour transformer dans I'univers d’Einskeli@quation

Ou=p~¥|Lul™, m>1,
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ols =2, k =sm — 53, et Lu est défini par :
Lu:=a(t,r)u; +b(t,ru, +c(t,ryu, r=IX|.

Le facteur p~* apparait dans I'équation ci-dessus pour une raison technique. Il nous permet d’éviter
de travailler avec les singularités le long de la frontiere darde I'espace de Minkowski compactifié
¢(Mo). Cependant, lorsque le paraméRéend vers l'infini, ce facteur tend vers 1 uniformément sur tout
ensemble compact dd . Dans le cas semi-linéaireu = u, ceci fait de I'équation ci-dessus une bonne
approximation de I'équation classique: = |u|™.

Enfin, on définit les espaces:= {f: f e C°(R"), f >0} etY :={f: f e C°(R"), f <O}.

Nos principaux résultats sont les suivants :

THEOREME 1. —Soient 1 <m < 2 + 1, et u unesolution de:
Ou = p~Flu™ dansMy,
u@©)=ueX, u0,)=uteX.
Alors, u explose en un tempsfini.

THEOREME 2. —Soient 1 <m < 2 +1, et u solution de:

Ou=p*|Lui™ dansMog,
u@©,)=ueY, u/0,)=ul,
ou

2,2
t“+r tr st
Lu=A(R A— A— +C |u.
u ( + AR >1h+ 2Rur+< 2R+ )u
Alors, u explose en un temps fini.

(Avec les coordonnéesd Einstein, A = sinsT et C = —s cossT.)

La relationm < % + 1 n’est pas une puissance critique précise différenciant le cas global du cas de
I'explosion. Cependant, le Théoréme 1 a lI'avantage, en plus de I'explosion en temps fini, que la nonlinéarité
dans I'équatioridu = p~*|u|™ est tempérée a I'infini par le factepr*, qui pourm < % + 1 tend vers 0
lorsque|x| tend vers I'infini, et la nonlinéarité donne toujours une explosion en temps fini.

Pourm < % < % + 1, les coefficients de la nonlinéarité de I'équatiom = p—*|Lu|™ tendent vers 0
lorsquelx| tend vers I'infini. Donc, pour de telles puissances méme si la nonlinéarité est tempérée a I'infini,
on a toujours explosion en temps fini. Nous renvoyons a [2,6] pour d’autres résultats sur I'explosion en

temps fini.

2. ldéedela démonstration du Théoréme 1

On considére danklo le d’alembertieri] relatif a la métriqueg et danskE I'opeérateurl], = 0+ 52,
s = ”—51 ou est le d’alembertien relatif a la métrigge On utiliserau ou ¢ pour désigner une fonction

dansMq et<}5 pour désigner une fonction daiks On montre que :
LEMME 2.1.-S u et 5 sont telsqueu = p‘Y(ao c),alorsona:
(ch;) oc=p Iy,

Maintenant, on compose la transformation confouraec une famille & un parametre de dilatations
pour obtenir une nouvelle famille a un paramétre de transformations confogn€snsidérons la famille
a un parametre de dilatations g

tr X
dp : (¢ —, = R>0
R (,X)H(R,R>, >0,

alorsdg est une application conforme, c'est-a-digg = R~2g, et on montre que :
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LEMME 2.2.—
(i) L'applicationcg, R > 0, est conforme. Plus précisément, c;g = R 2p?g.
(i) S uetesonttelsqueu = R?p*(¢p ocg), alors
(C0d) o cx = p= /20

Pour une fonction € E, définissons :
Lv:=A(T, p)vr + B(T, p)v, + C(T, p)v,
oup € [0, ) est la distance su§" a partir du pble Nord. Alors en identifiaMg etcg(Mg) onale ;

LEMME 2.3.—
() Suetvsonttelsqueu = R=% =D psy alors
Lv= RZ/(m_l)p_SLu,
ou larelation entre les coefficientsa, b, c de L et A, B, C de L est donnée par :
2, .2 2, .2
t“+r tr tr t“+r st sr
=A(R+ — B—, b=A—+B(R , =A—+B—+C.
a<+4R)+2R 2R+<+4R>c2R+2R+

(i) Léquation Cu = p~*|Lu|™ se transforme par cg en O.v = |Lv|™, ol u et v sont reliés par
u=R2M=Dpsy eth=sm— "—;3

Ebauchedela démonstration du Théoréme 1. — En définissani® = u%oc 2, ul = utocL, le probléme :
Ou=p~*lu/™ dansMg,
u(©,)=u u;(0,) =ul,
se transforme paren :
Hev=v|™ dansg, N
v(0, ) = RZ/(m—l)pasuo7 v7 (0, ) = R(m—Q—l)/(m—l)pa(S—O-l)u17
olu = R=2/m=D psy et pg = co £.
Ensuite, on définit la fonction :

H(T) ::/ (T, ) dS,
Sn

comme on af;, dev = [, [v|™ et quef;, AgnvdS =0 par le théoréme de divergence, on arrive a :
H'"(T)+s?H(T) = / lu(T, H|" ds.
S)l
Par l'inégalité de Holder, on déduit que

H'>ClHI" + (CIH|" !~ s?)|H]|. (1)
Commed = (p"/R")dx,0na:

u” dx

~ F2 0\ —(+D)/2
H(0) = R¥m=D / (po*u®) ds = R&/(m=b=n / (1+ >
Sn n

2R

P2 —(n+1)/2
> R¥/ (=1 / <1+ Z) u®dx = CR?/ =D,

~ 2\ —(n=1)/2
H'(0) = R+D/(n=1 / (Rpg “Vul) ds = ROmD/n=D=n / <1+ ’—) uld

4R?

n

F2\ —(1=1/2
> R(m+1)/(m—1)—n/ <1+ Z) uldy = CRMAD/m=D—n_
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Comme--24; > n on a par (1) pouR > 1 :
H'>CH"
et donc par intégration,

Par suite, si on pose(T) = H(0)"*H (C~Y2H (0)~~D/2T) alorsx est solution de :
{x/ > \/xm—i-l -1+ C(RZ/(m—l)—n)l—m’
x(0)=1.
En choisissant, encore une foig suffisamment grand pour que?/ ™ —D—" > 2 on déduit du Lemme 2.4
(voir ci-dessous) qué, < C ou L, est le temps de vie de Par conséquent, le temps de Fiede H(T)
est tel que

To < C(Rz/(m—l)—n)—(m—l>/2 — CRMm=1/2-1

Finalement, par définition deg on a pour le temps de Minkowski correspondant I'expression :
o~ RTo < CR"™D/2 L CR.

LEMME 2.4. —Considéronsle probléme suivant :
x/ = A xm+l — pym+1 M2,
{x(O) =M
avec M > 2 une constante. Alors, letempsdevie L, dela solution x vérifie
Ly ~M-m=D/2

3. ldéedeladémonstration du Théoreme 2

Soitv = R% ™=V p=sy alors par les Lemmes 2.1,2.2 on a :
Ocv=|Lv|" et Lv=(sinsT)vy — (scossT)v.
On définitH (T) = [, LvdS, et par le théoréme de divergence on déduit que

H’(T):/ sinsT - v dS.

Maintenant, on a :
0= (sinsT(Dcv) —SinsT|£v|m) ds
Sn
et donc poufT € [0, nzT”l) on déduit queH’(T) > sinsT|H(T)|™ et par suite
1 < 1
Hm=1= H(O)m—l
ou C est une constante dépendant seulement elen. D’ol v explose en un temps au plus égalpa ou
Tp est la plus petite solution de I'équation :

H(0)~"=D = Csir? %T.

)
— CSiP=T,
2

Comme d = (p"/R")dx,ona:
F2 0\ —(+D/2
H(0) = —s/ v(0,-)dS = —sR2/<’"—1>—"/ 1+ — u®dx = 'R m=D=—n,
Sll n 4R2
ol C’ est une constante positive. Par suite

To(R) = O(R_H'"(m_l)/z).
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Finalement,
to~ RTo = O(R"""~V/2),

Pour les démonstrations complétes, nous renvoyons le lecteur a [1].
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