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Résumé Nous montrons que pour tout caractère de Dirichletχ pair, primitif et de conducteur
qχ > 1 impair, nous avons|(1 − χ(2)

2 )L(1,χ)| � 1
4(logqχ + κ) avec κ := 2 + γ −

log(π/4) = 2.81878. . . . Pour citer cet article : S.R. Louboutin, C. R. Acad. Sci. Paris,
Ser. I 334 (2002) 625–628.  2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et
médicales Elsevier SAS

Explicit upper bounds on |L(1, χ)| (part four)

Abstract We prove that for any even primitive Dirichlet characterχ of odd conductorqχ > 1 we
have|(1 − χ(2)

2 )L(1,χ)| � 1
4(logqχ + κ), whereκ := 2 + γ − log(π/4) = 2.81878. . . .

To cite this article: S.R. Louboutin, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 334 (2002) 625–628.
 2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

1. Introduction

Soit S = {pi ; 1 � i � r} un ensemble fixé de nombres premiers deux à deux distincts. Dans [2], en
utilisant les représentations intégrales des fonctionsL, nous avons montré qu’il existe une constante
calculablecS ne dépendant que deS telle que pour tout caractère de Dirichletχ primitif de conducteur
qχ > 1 nous avons :∣∣∣∣

{∏
p∈S

(
1− χ(p)

p

)}
L(1, χ)

∣∣∣∣ � 1

2

{∏
p∈S

(
1− 1

p

)}(
logqχ + cS + o(1)

)
,

où o(1) est un terme explicite tendant vers 0 lorsqueqχ tend vers l’infini. Dans [5], en utilisant des
bornes sur les sommes de caractères

∑n
a=1

∑a
b=1χ(b), nous avons donné dans le cas particulier des

caractères pairs une nouvelle démonstration de ce résultat conduisant à de meilleures valeurs pourcS
que celles déduites de la preuve précédente. Maintenant, dans le but d’obtenir dans [6] des bornes aussi
faibles que possible sur les discriminants des corps à multiplication complexe quartiques non galoisiens de
groupes des classes d’idéaux d’exposants� 2, nous avons besoin dans le cas particulier des caractères
pairs d’une constantec{2} pour S = {2} aussi petite que possible. Les résultats de [2] donnentc{2} =
6 + 4 log2= 8.77258. . ., et ceux de [5, Theorem 5] donnentc{2} = 2γ − 1 + 6 log2= 4.31331. . . (où
γ = 0.577. . . désigne la constante d’Euler). L’objet de cette Note est d’améliorer notablement ces résultats.
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THÉORÈME 1.1. – Posonsκ := 2 + γ − log(π/4) = 2.81878. . ., où γ = 0.57721. . . désigne la
constante d’Euler. Soitχ un caractère de Dirichlet pair, primitif de conducteurqχ > 1 impair. Alors∣∣∣∣

(
1− χ(2)

2

)
L(1, χ)

∣∣∣∣ � 1

4
(logqχ + κ).

La preuve de ce résultat repose à nouveau, comme dans [2] et [3], sur les représentations des fonctionsL

comme intégrales de fonctionsθ , sauf qu’ici nous aurons affaire à des caractères de Dirichletψ (induits
parχ ) non primitifs dont les fonctionsθ associées ne satisfont pas d’équations fonctionnelles simples. Cela
compliquera l’utilisation de la méthode utilisée dans [3].

En utilisant les résultats complémentaires de [7] (voir également [3] et [4]), il en résulte :

COROLLAIRE 1.2. –Posons κ1 := 0, κ2 := 2 log2 = 1.38629. . . et κ3 := 2 + γ − log(π/4) =
2.81878. . .. Soitχ un caractère de Dirichlet quadratique, pair, primitif et de conducteurqχ > 1. Alors,

L(1, χ)�



(logqχ + κ1)/2 si χ(2)= +1,

(logqχ + κ2)/4 si χ(2)= 0,

(logqχ + κ3)/6 si χ(2)= −1.

De tels majorants pour|L(1, χ)| dépendant du comportement enp = 2 du caractère considéré sont par
exemple utilisés dans [1] et [8] (voir toutefois [5, Section 4.4.1] où est signalé que, si les bornes de [8] sont
correctes, leur preuve ne l’est pas). Toutefois, la principale application de notre théorème sera développée
dans [6] : il s’agit d’obtenir une borne raisonnable sur les discriminants des corps à multiplication complexe
quartiques non galoisiens dont les groupes des classes d’idéaux sont d’exposant� 2.

2. Preuve du Théorème 1.1

Dans toute la suite,χ est un caractère de Dirichlet pair, primitif de conducteurqχ > 1 impair etψ est le
caractère de Dirichlet pair, non primitif moduloqψ = 2qχ induit parχ (on a doncψ(n)= 0 lorsquen est
pair). Puisque

(
1− χ(2)

2s

)
L(s,χ)=

∑
n�1

ψ(n)n−s (	(s) > 0),

nous avons : (
1− χ(2)

2s

)(
qψ

π

)s/2
�

(
s

2

)
L(s,χ)=

∫ ∞

0
θ(x,ψ)xs/2

dx

x
(	(s) > 1),

où

θ(x,ψ)=
∑
n�1

ψ(n)e−πn2x/qψ = 1

2

∑
n∈Z

ψ(n)e−πn2x/qψ (x > 0) (1)

(par parité deψ). En coupant l’intégrale
∫ ∞

0 en
∫ a

0 + ∫ ∞
a aveca > 0 à choisir plus tard, et en effectuant le

changement de variablex �→ 1/x dans l’intégrale
∫ a

0 , nous obtenons (pour	(s) > 1) :(
1− χ(2)

2s

)(
qψ

π

)s/2
�

(
s

2

)
L(s,χ)=

∫ ∞

1/a
θ

(
1

x
,ψ

)
x−s/2dx

x
+

∫ ∞

a

θ(x,ψ)xs/2
dx

x
.

D’après (3), (4) et le Lemme 2.2 ci-dessous, cette dernière représentation intégrale est valable dans tout le
plan complexe et, pours = 1, nous obtenons :∣∣∣∣

(
1− χ(2)

2

)
L(1, χ)

∣∣∣∣ � 1√
qψ

∫ ∞

1/a

∣∣∣∣θ
(

1

x
,ψ

)∣∣∣∣ dx

x
√
x

+ 1√
qψ

∫ ∞

a

∣∣θ(x,ψ)∣∣ dx√
x
. (2)
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Posons

g(x)=
∑
n�1

e−πn2x (x > 0). (3)

Alors,

∣∣θ(x,ψ)∣∣ �
∑
n�1

n impair

e−πn2x/qψ = g

(
x

qψ

)
− g

(
4x

qψ

)
. (4)

Siψ était primitif on auraitθ(1/x,ψ)=W(ψ)
√
xθ(x, ψ̄) avec|W(ψ)| = 1, et (4) permettrait de majorer

|θ(1/x,ψ)|. Malheureusement,ψ n’étant pas primitif nous devons procéder autrement.

LEMME 2.1. – Posons

τb(χ) :=
qχ∑
a=1

χ(a)e2π iab/qχ ,

qui vérifie doncτb(χ)= χ̄(b)τ1(χ) et |τ1(χ)| = √
qχ (par primitivité deχ ). Pourb ∈ Z nous avons

τb(ψ) :=
qψ∑
a=1

ψ(a)e2π iab/qψ = (−1)bχ̄(b)χ(2)τ1(χ).

D’où |τb(ψ)| � √
qχ = √

qψ/2.

Démonstration. –Parqψ -périodicité dea �→ψ(a)exp(2π iab/qψ), on a

τb(ψ)=
2qχ∑
a=1

ψ(a + qχ)e
2π i(a+qχ)b/2qχ = (−1)b

2qχ∑
a=1

ψ(a + qχ )e
2π iab/2qχ .

Puisqueψ(a+qχ)= 0 lorsquea est impair (cara+qχ est alors pair) et puisqueψ(a+qχ)= χ(a) lorsque
a = 2A est pair (carψ est induit parχ ), nous avons :

τb(ψ)= (−1)b
qχ∑
A=1

χ(2A)e2π iAb/qχ = (−1)bχ(2)τb(χ)= (−1)bχ(2)χ̄(b)τ1(χ)

(cette dernière égalité résultant de ce queχ est primitif). ✷
LEMME 2.2. – Nous avons|θ(1/x,ψ)| � √

x/2g(x/qψ).

Démonstration. –Posons

g(x, a, q)=
∑
b∈Z

e−π(a+bq)2x/q (x > 0).

La formule de Poisson donne

g(x, a, q)= 1√
qx

∑
b∈Z

e2π iab/q e−πb2/qx .

D’où (d’après (1) et le Lemme 2.1) :

2θ(x,ψ)=
qψ∑
a=1

∑
b∈Z

ψ(a + bqψ)e−π(a+bqψ)2x/qψ =
qψ∑
a=1

ψ(a)g(x, a, qψ)= 1√
qψx

∑
b∈Z

τb(ψ)e−πb2/qψx

= χ(2)τ (χ)√
qψx

∑
b∈Z

(−1)bχ̄(b)e−πb2/qψx = 2
χ(2)τ (χ)√

qψx

∑
b�1

(−1)bχ̄(b)e−πb2/qψx

(par parité deχ ), qui donne le résultat (en changeantx en 1/x). ✷
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En utilisant (2), (4), ce dernier Lemme 2.2 et l’équation fonctionnelle

g(1/x)= √
xg(x)+ (

√
x − 1)/2 (x > 0),

nous obtenons :∣∣∣∣
(

1− χ(2)

2

)
L(1, χ)

∣∣∣∣ � 1√
2qψ

∫ ∞

1/a
g

(
x

qψ

)
dx

x
+ 1√

qψ

∫ ∞

a

g

(
x

qψ

)
dx√
x

− 1√
qψ

∫ ∞

a

g

(
4x

qψ

)
dx√
x

= 1√
2qψ

∫ ∞

1/aqψ
g(x)

dx

x
+

∫ ∞

a/qψ

g(x)
dx√
x

− 1

2

∫ ∞

4a/qψ
g(x)

dx√
x

= 1√
2qψ

(∫ ∞

1
g(x)

dx

x
+

∫ aqψ

1
g

(
1

x

)
dx

x

)
+

(∫ ∞

1
g(x)

dx√
x

+
∫ qψ/a

1
g

(
1

x

)
dx

x
√
x

)

− 1

2

(∫ ∞

1
g(x)

dx√
x

+
∫ qψ/4a

1
g

(
1

x

)
dx

x
√
x

)
= 1

4
log

(
4qψ
a

)
+

√
a

2
+ 1

2
L− 1

2
−R,

où

L :=
∫ ∞

1
g(x)

dx√
x

+
∫ ∞

1
g(x)

dx

x
= 2+ γ − log(4π)

2

(voir [3, (3) et lemme p. 12]) et où

R = 1√
2qψ

(
1

2
log(aqψ)+ 1−L+

∫ ∞

aqψ

g(x)
dx√
x

)
+

∫ ∞

qψ/a

g(x)
dx

x
− 1

2

∫ ∞

qψ/4a
g(x)

dx

x

tend vers 0 lorsqueqψ = 2qχ tend vers l’infini. Pour minimiser le terme prépondérant1
4 log(4qψ/a) +√

a/2 + 1
2L − 1

2 nous choisissonsa = 1/2, ce terme prépondérant valant alors(log(16qχ) + 2 + γ −
log(4π))/4 = (logqχ + κ)/4. Il ne reste donc plus qu’à voir queR � 0, ce qui résulte de ce que pour
a = 1/2 nous avonsaqψ = qψ/4a = qχ et (remarquer queqχ � 5) :

R � 1√
4qχ

(
1

2
logqχ + 1−L

)
− 1

2qχ

∫ ∞

qχ

g(x)dx

= 1√
4qχ

(
1

2
logqχ + 1−L

)
− 1

2πqχ

∑
n�1

1

n2 e−πn2qχ > 0.
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