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Résumé Pour une loi de fonction de répartition (f.d.r.)F , nous comparons les hypothèses faites
dans [4] pour étudier la vitesse de convergence vers 0, lorsqueu → s+(F), de d(u) =
supx∈[0,s+(F )−u[ |Fu(x) − Gγ (

x+u−α(u)
σ (u)

)|, où Fu est la fonction de survie de la loi
des excès au-delà deu, s+(F) = sup{x,F(x) < 1} est la borne supérieure du support de
F et Gγ est la fonction de survie d’une loi de Pareto Généralisée, avec les hypothèses
faites dans [2] pour étudier la vitesse de convergence vers 0, lorsquen → +∞, de
d̂n = supx∈R |Fn(x)−Hγ (

x−αn
σn

)|, oùHγ est la f.d.r. d’une loi des extrêmes. Dans chaque
cas, avait été introduit un indicateur lié à des hypothèses de variation régulière. Nous
caractérisons des situations où ces deux indicateurs coïncident et d’autres où ils diffèrent.
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Comparison between two indicators for the variation regularity of
tails of distributions

Abstract We compare assumptions used in [4] in order to study the rate of convergence to 0,
asu → s+(F), of d(u) = supx∈[0,s+(F )−u[ |Fu(x) − Gγ (

x+u−α(u)
σ (u)

)|, whereFu is the
survival function of the excesses overu, s+(F) = sup{x,F(x) < 1} is the upper end point of
the distribution function (d.f.)F andGγ is the survival function of the Generalized Pareto
Distribution, with assumptions used in [2] in order to study the rate of convergence to 0,
asn → +∞, of d̂n = supx∈R |Fn(x) − Hγ (x−αn

σn
)|, whereHγ is the d.f. of an extreme

value distribution. In each case, an indicator linked to regular variation assumptions had
been introduced. We characterize situations where these two indicators coincide, and others
where they are different.To cite this article: R. Worms, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I
334 (2002) 709–712.  2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales
Elsevier SAS

Abridged English version

Let F be a distribution function in the domain of attraction of an extreme value distributionHγ . This
means that there exist two normalizing sequences(αn) and(σn) such that

d̂n = sup
x∈R

∣∣∣∣Fn(x) − Hγ

(
x − αn

σn

)∣∣∣∣ −→ 0 asn → +∞.
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It is well known (see [3] or [1]) that this is equivalent to the existence ofσ(u) > 0 such that

sup
x∈[0,s+(F )−u[

∣∣∣∣Fu(x) − Gγ

(
x

σ(u)

)∣∣∣∣ −→ 0 asu → s+(F ),

whereF u is the survival function of the excesses overu, s+(F ) = sup{x,F (x) < 1} is the upper end point
of F andGγ is the survival function of a Generalized Pareto distribution.

We have studied, in [4], the rate of convergence to 0, asu → s+(F ), of

d(u) = sup
x∈[0,s+(F )−u[

∣∣∣∣Fu(x) − Gγ

(
x + u − α(u)

σ(u)

)∣∣∣∣,
for appropriate normalizing functionsα andσ , under the following first and second order conditions:1

(H1) F is twice differentiable and limt→+∞ A(t) = 0,
(H2) A is of constant sign near+∞ and there existsρ � 0 such that|A| ∈ RVρ ,

whereA(t) = V ′′(ln t )
V ′(ln t )

− γ andV (t) = F
−1

(e−t ) .

In [2], De Haan and Resnick have made a similar study ford̂n, using assumptions:
(Ĥ1) F is twice differentiable and limt→+∞ Â(t) = 0,
(Ĥ2) Â is of constant sign at+∞ and there existŝρ � 0 such that|A| ∈ RVρ̂ ,

whereÂ(t) = V̂ ′′(ln t )

V̂ ′(ln t )
− γ andV̂ (t) = F−1(exp(−e−t )) .

These assumptions have the same form as ours, but functionA is replaced byÂ.
We obtain the two following results:

(i) lim t→+∞ Â(t) = 0 if and only if limt→+∞ A(t) = 0 (i.e., (H1) and (̂H1) are equivalent);
(ii) Let ρ0 be equal to−1 if γ = 1 and−2 if γ = 1; if (Ĥ1) and (̂H2) (resp. (H1) and (H2)) hold, and if

ρ̂ = ρ0 (resp.ρ = ρ0) then (H2) (resp. (̂H2)) holds withρ = max(ρ̂, ρ0) (resp.ρ̂ = max(ρ,ρ0)).

1. Introduction

Soit F la fonction de répartition d’une loi dans le domaine d’attraction de la loi des extrêmesHγ , c’est-
à-dire, qu’il existe deux suites normalisantes(αn) et (σn) telles que

d̂n = sup
x∈R

∣∣∣∣Fn(x) − Hγ

(
x − αn

σn

)∣∣∣∣ −→ 0 quandn → +∞,

avec

Hγ (x) = exp
(−(1+ γ x)−1/γ

)
(γ = 0, 1+ γ x > 0) et H0(x) = exp

(−e−x
)
.

On sait (voir [3] ou [1]), que ceci équivaut à l’existence deσ(u) > 0 tel que

sup
x∈[0,s+(F )−u[

∣∣∣∣Fu(x) − Gγ

(
x

σ(u)

)∣∣∣∣ −→ 0 quandu → s+(F ),

où F u est la fonction de survie de la loi des excès au-delà deu, s+(F ) = sup{x,F (x) < 1} est la borne
supérieure du support deF etGγ est la fonction de survie d’une loi de Pareto Généralisée, avec

Gγ (x) = (1+ γ x)−1/γ (γ = 0, 1+ γ x > 0) et G0(x) = e−x .

Nous avons étudié, dans [4], la vitesse de convergence vers 0, quandu tend verss+(F ), de

d(u) = sup
x∈[0,s+(F )−u[

∣∣∣∣Fu(x) − Gγ

(
x + u − α(u)

σ(u)

)∣∣∣∣,
pour des fonctions normalisantesα etσ appropriées, sous les hypothèses de premier et second ordre :2

(H1) F est deux fois dérivable et limt→+∞ A(t) = 0,
(H2) A est de signe constant à l’infini et il existeρ � 0 tel que|A| ∈ RVρ ,

oùA(t) = V ′′(ln t )
V ′(ln t )

− γ etV (t) = F
−1

(e−t ).
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Dans [2], De Haan et Resnick avaient fait une étude similaire pourd̂n, avec les hypothèses :
(Ĥ1) F est deux fois dérivable et limt→+∞ Â(t) = 0,
(Ĥ2) Â est de signe constant à l’infini et il existeρ̂ � 0 tel que|Â| ∈ RVρ̂ ,

où Â(t) = V̂ ′′(ln t )

V̂ ′(ln t )
− γ et V̂ (t) = F−1(exp(−e−t )).

Leurs hypothèses s’écrivent ainsi de la même manière que les nôtres, mais la fonctionA est remplacée
parÂ. Le but de cette Note est d’étudier le lien entre(H1,H2) et (Ĥ1, Ĥ2).

2. Lien entre ρ et ρ̂

PROPOSITION 1. –
(i) lim t→+∞ Â(t) = 0 si et seulement si limt→+∞ A(t) = 0 (i.e. (H1) et (Ĥ1) sont équivalentes).
(ii) Soit ρ0 égal à −1 si γ = 1 et à −2 si γ = 1 ; si (Ĥ1) et (Ĥ2) (resp. (H1) et (H2)) sont satisfaites, et si

ρ̂ = ρ0 (resp. ρ = ρ0) alors (H2) (resp. (Ĥ2)) est satisfaite avec ρ = max(ρ̂, ρ0) (resp. ρ̂ = max(ρ,ρ0)).

Remarque 1. – SiÂ ∈ RVρ0, cette proposition ne permet pas d’en tirer une conclusion au sujet deA, et
il en est de même en intervertissant les rôles deA et Â. Les situations qui sont susceptibles de se présenter
si l’une des fonctionsA et Â est à variation régulière sont donc les suivantes

– A ∈ RVρ et Â ∈ RVρ avecρ0 � ρ � 0.
– A ∈ RVρ , avecρ < ρ0, et Â ∈ RVρ0.
– Â ∈ RVρ̂ , avecρ̂ < ρ0, etA ∈ RVρ0.

– A ∈ RVρ0 et Â n’est pas à variation régulière.
– Â ∈ RVρ0 etA n’est pas à variation régulière.

Démonstration. – (i) Posons

C(x) = V (− lnx) = F−1(1− x) et Ĉ(z) = V̂ (− lnz)F−1(e−z
)
,

B(x) = A

(
1

x

)
et B̂(z) = Â

(
1

z

)
,

oùx ∈ ]0,1[ et z ∈ ]1,+∞[ . Alors C(x) = Ĉ(− ln(1− x)) et on en déduit que

B(x) = −γ − 1

1− x
− (γ + 1)

x

(1− x) ln(1− x)
− x

(1− x) ln(1− x)
B̂

(− ln(1− x)
)
, (1)

B̂(z) = −γ − 1+ z

ez − 1

(
B

(
1− e−z

) + γ + ez
)
. (2)

Il en résulte immédiatement que limz→0 B̂(z) = 0 équivaut à limx→0 B(x) = 0.
(ii) Supposons quêA ∈ RVρ̂ . Notonsβ(x) = − x

(1−x) ln(1−x)
; il vient β(x) = 1+ x

2 + 5
12x

2 + o(x2) d’où,
d’après (1),

B(x) = −γ − (1− x)−1 + (γ + 1)β(x) + β(x)B̂
(− ln(1− x)

)
= γ − 1

2
x + 5γ − 7

12
x2 + o

(
x2) + B̂

(− ln(1− x)
)(

1+ o(1)
)
,

autrement ditA(t) = A1(t) + A2(t), où

A1(t) = γ − 1

2

1

t
+ 5γ − 7

12

1

t2 + o

(
1

t2

)
, A2(t) = Â

((
− ln

(
1− 1

t

))−1)(
1+ o(1)

)
.

On remarque que, au voisinage de+∞, (− ln(1− 1
t
))−1 ∼ t et doncA2 ∈ RVρ̂ .

D’autre part, siγ = 1, A1(t) ∈ RV−1 et donc :
– si ρ̂ > −1, A(t) ∼ Â((− ln(1− 1

t
))−1) ∈ RVρ̂ (i.e.B(x) ∼ B̂(− ln(1− x))),

– si ρ̂ < −1, A(t) ∼ γ−1
2

1
t
∈ RV−1 (i.e.B(x) ∼ γ−1

2 x),
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– si ρ̂ = −1, on ne peut rien conclure surA.
De même, siγ = 1, A1(t) ∼ −1

6
1
t2 , d’oùA1(t) ∈ RV−2 et :

– si ρ > −2, A(t) ∼ Â((− ln(1− 1
t
))−1) ∈ RVρ (i.e.B(x) ∼ B̂(− ln(1− x))),

– si ρ < −2, A(t) ∼ −1
6

1
t2 ∈ RV−2 (i.e.B(x) ∼ −1

6x2),
– si ρ = −2, on ne peut rien conclure surA.
Réciproquement, supposons queA ∈ RVρ et notonsβ̂(z) = z

ez−1 ; il vient β̂(z) = 1− z
2 + 1

12z
2 + o(z2),

d’où

B̂(z) = −γ − 1+ β̂(z)
(
B

(
1− e−z

) + γ + ez
)

= 1− γ

2
z + γ + 1

12
z2 + o

(
z2) + B

(
1− e−z

)(
1+ o(1)

)
,

autrement ditÂ(t) = Â1(t) + Â2(t), où

Â1(t) = 1− γ

2

1

t
+ γ + 1

12

1

t2 + o

(
1

t2

)
, Â2(t) = A

((
1− exp

((
−1

z

)))−1)(
1+ o(1)

)
,

et la démonstration s’achève comme dans la partie directe.

3. Exemple

Soit F la fonction de répartition d’une loi dans le domaine d’attraction deHγ , vérifiant les hypothèses
(H1) et (H2) etF ∗ la fonction de répartition vérifiant, pourx au voisinage des+(F ) = s+(F ∗),

F ∗(x) = exp
(−F(x)

)
. (3)

D’une part, pourt assez grand,̂VF ∗(t) = VF (t). On en déduit que l’hypothèse(Ĥ1) associée àF ∗ est
satisfaite et donc queF ∗ est également dans le domaine d’attraction deHγ et ÂF ∗(t) = AF(t). De plus,
F ∗ vérifie l’hypothèse(Ĥ2) avec

ρ̂F ∗ = ρF .

D’autre part, pourt assez grand,VF ∗(t) = F
−1

(− ln(1− e−t )) = VF (− ln(− ln(1− e−t ))). On n’a donc
pas entreF et F ∗ la « dualité » qu’aurait exprimée l’égalitéVF ∗(t) = V̂F (t) et, si ρ̂F = ρ0, F ∗ vérifie
l’hypothèse(H2) avecρF ∗ = max(ρ0, ρ̂F ) (conséquence immédiate deρ̂F ∗ = ρF et de la Proposition 1).

Cas particulier des loi de Burr. – La fonction de répartition d’une loi de Burr s’écrit, pour toutx > 0,

F(x) = 1− (
1+ xτ

)−λ
,

où τ > 0 etλ > 0. F est dans le domaine d’attraction de Fréchet avecγ = 1/(λτ).
Si τ = 1, F vérifie l’hypothèse(H2) avecρF = −1/λ et l’hypothèse(Ĥ2) avecρ̂F = max(ρ0,−1/λ).

Ainsi, ρ̂F est borné alors queρF ne l’est pas.
La loi de fonction de répartitionF ∗ définie par (3) vérifie alors(Ĥ2) avecρ̂F ∗ = −1/λ et (H2) avec

ρF ∗ = max(ρ0,−1/λ). Cette foisρF ∗ est borné et non̂ρF ∗ .

1 f ∈ RVα (i.e. regular variation of indexα) means that, for allx > 0, limt→+∞ f (tx)/f (t) = xα .
2 f ∈ RVα (i.e.,f de variation régulière d’indiceα) veut dire que, pour toutx > 0, limt→+∞ f (tx)/f (t) = xα .

Références bibliographiques

[1] A. Balkema, L. de Haan, Residual life time at great age, Ann. Probab. 2 (1974) 792–801.
[2] L. de Haan, S.I. Resnick, Second-order regular variation and rates of convergence in extreme-value theory, Ann.

Probab. 24 (1996) 97–124.
[3] J. Pickands III, Statistical inference using extreme order statistics, Ann. Statist. 3 (1975) 119–131.
[4] R. Worms, Vitesse de convergence de l’approximation de Pareto généralisée de la loi des excès, C. R. Acad. Sci.

Paris, Série I 333 (2001) 65–70.

712


