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Résumé Nous présentons une méthode d’approximation de la solution entropique d’une loi de
conservation scalaire 1D avec condition initiale à variation bornée basée sur des particules
collantes signées. Cette méthode généralise celle étudiée par Brenier et Grenier [2] dans
le cas où la condition initiale est monotone. Lors des chocs, les particules de même signe
forment des amas avec conservation de la quantité de mouvement tandis que les particules
de signes opposés s’annihilent. Nous montrons la convergence de la solution approchée vers
la solution entropique lorsque le nombre initial de particules tend vers+∞. Pour citer cet
article : B. Jourdain, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 334 (2002) 233–238.  2002 Académie
des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Signed sticky particles and 1D scalar conservation laws

Abstract We present an approximation of the entropy solution of a 1D scalar conservation law
based on signed sticky particles when the variation of the initial condition is bounded.
This method is a generalization of the one studied by Brenier and Grenier [2] in case the
initial condition is monotone. When they collide, particles with the same sign stick together
with conservation of the momentum whereas particles with opposite sign are destroyed.
We prove the convergence of the approximate solution to the entropy solution when the
initial number of particles goes to+∞. To cite this article: B. Jourdain, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. I 334 (2002) 233–238.  2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et
médicales Elsevier SAS

Abridged English version

In this Note, we are interested in constructing an approximation based on signed sticky particles for the
entropy solutionM of the scalar conservation law

{
∂tM(t, x)+ ∂xA(M(t, x))= 0, (t, x) ∈ R+ × R,

M(0, x)= M0(x),
(1)
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whereA : R → R is C1 and M0(x) is a non-constant function with bounded variation. Let Var(M0)

denote its total variation. SinceM = M0(−∞) + Var(M0)w wherew stands for the unique entropy
solution of ∂tw + ∂xf (w) = 0 with initial data w0(x) = (M0(x) − M0(−∞))/Var(M0) and flux
f (w) = A(M0(−∞) + Var(M0)w)/Var(M0), we can suppose without restriction thatM0(−∞) = 0 and
Var(M0) = 1.

Then the distribution derivative ofM0(x) w.r.t. x is a signed measureρ with total mass equal to 1.
We use the Jordan–Hahn decompositionρ = ρ+ − ρ− to initialize the positions of theN ∈ N

∗ particles.
Each particle has a signed mass equal to 1/N or −1/N . In case(N + 1)ρ+(R) is integer, the number
N+ of particles with mass 1/N is equal to(N + 1)ρ+(R) or (N + 1)ρ+(R) − 1 depending on whether
ρ+(R) < ρ−(R) or not. OtherwiseN+ is equal to the integer part of(N +1)ρ+(R). The number of particles
with mass−1/N is N− = N − N+ and the initial positions are given by

y
+/−
j = inf

{
y : ρ+/−(]−∞, y]) �

(2j − 1{j=N+/−})ρ+/−(R)

2N+/−

}
for 1 � j � N+/−.

Let (x1,m1), . . . , (xN,mN) denote the increasing reordering of(y−
1 ,−1/N), . . . , (y−

N−,−1/N), (y+
1 ,1/N),

. . . , (y+
N+,1/N) for the lexicographical order. We first suppress the couples of particles with successive in-

dexes, same initial position but opposite masses. More precisely, we remove the particles with indexesj

andj + 1 wherej = inf{i : xi = xi+1 andmi = −mi+1}, reindex increasingly the surviving particles and
repeat this operation until no couple of particles with opposite masses share the same position.

The initial velocityvj = A′(∑j−1
i=1 mi + m+

j

)
is assigned to thej -th of theN0 � N surviving particles.

We fix a time-step�t � 0. The particles evolve according to the sticky dynamics (they stick under collision
with conservation of the momentum) untilτ1 defined as:

– the first time when a positive particle or a cluster of positive particles meets a negative particle or
a cluster of such particles if�t = 0. Knowing how to compute the velocities immediately after
t = 0 of the particles sharing their initial position with another one enables to determine the first
collision time. If the particles which collide have the same sign, they stick together and the dynamics
can be computed inductively until timeτ1. In fact, if for n > 1, xi−1 < xi = xi+n−1 < xi+n, the
velocities immediately aftert = 0 of the particles with indexesi, . . . , i + n − 1 are respectively
given by x̃i − xi, . . . , x̃i+n−1 − xi+n−1 where the positions̃xi, . . . , x̃i+n−1 that these particles would
have at timet = 1 in absence of interaction with the other particles are characterized as follows:
m ∈ [0,1] → mx̃i + ∑i+n−2

j=i (m − (j + 1 − i)/n)+(x̃j+1 − x̃j ) is the convex hull ofm ∈ [0,1] →
m(xi + vi)+ ∑i+n−2

j=i (m − (j + 1− i)/n)+(vj+1 − vj ) (see [2]).
– �t if �t > 0. The positions at time�t− can be obtained by computation of a convex hull [2].

If τ1 < ∞, we suppress the couples of particles with successive indexes, same position but opposite masses
as at timet = 0. TheN1 surviving particles follow the sticky dynamics described above untilτ2 equal to
2�t if �t > 0 and defined otherwise as the first time greater thanτ1 when particles with opposite signs
again collide. At timeτ2, we again suppress the couples of particles with successive indexes, same position
but opposite masses. The successiveτk andNk are constructed inductively.

If �t = 0, since whenτk < +∞ at least one positive and one negative particles are suppressed at timeτk ,
inf{k � 0 : τk+1 = +∞} � min(N+,N−) and the system is defined for anyt � 0.

For t ∈ [τk, τk+1[, the approximate solution is defined byM�t
N (t, x) = ∑Nk

j=1m
k
j1{xj (t)�x} wheremk

j and
xj (t) denote respectively the initial mass and the position at timet of thej -th surviving particle. Our main
result is:

THEOREM 1. –Let L1
1/(1+x2)

= {f ∈ L1
loc(R) : ‖f ‖ = ∫ |f (x)|dx

1+x2 < +∞}. If �t(N) → 0 then ∀T > 0,

M
�t(N)
N converges in C([0, T ],L1

1/(1+x2)
) to the unique entropy solution M of (1) as N → +∞.
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Dans ce travail, nous proposons une généralisation de la méthode d’approximation de la solution
entropiqueM de (1) à l’aide d’un système de particules collantes étudiée dans le cas où la condition
initiale M0 est croissante par Brenier et Grenier [2]. Nous supposons que le fluxA est C1 et que la
condition initialeM0 est une fonction non constante à variation bornée. Nous identifionsM0 avec son
représentant càd et nous notons Var(M0) sa variation totale. Comme la solution entropiqueM de (1) est
égale àM0(−∞) + Var(M0)w où w est la solution entropique de∂tw + ∂xf (w) = 0 pour la condition
initiale w0(x) = (M0(x) − M0(−∞))/Var(M0) et le fluxf (w) = A(M0(−∞) + Var(M0)w)/Var(M0),
nous pouvons sans restriction supposer dans la suite queM0(−∞) = 0 et Var(M0) = 1.

Nous considérons un système deN ∈ N
∗ particules dont les masses peuvent prendre les valeurs signées

−1/N et 1/N . Si le pas de temps�t introduit plus loin est nul, ce système est la limite lorsque le bruit
aléatoire tend vers 0 d’un système de particules probabiliste étudié dans [4]. Notons que dans [1], Brenier
propose une autre approximation deM à l’aide de particules signées dont les masses peuvent prendre deux
valeurs opposées.

Plaçons-nous d’abord dans le cas oùM0 est croissante. Alors lesN particules sont de masse positive
1/N . Pour 1� i � N , nous initialisons la position de lai-ème particule en posantxi = inf{x : M0(x) �
(2i − 1{i=N})/2N} et nous lui affectons la vitessevi = A′(i/N) (qui pour i < N vaut A′(M0(xi)) si
M0(xi) = M0(x−

i )) avec laquelle elle évolue jusqu’à l’instant de sa première collision avec une autre
particule. Lors des collisions, les particules se collent pour former des amas qui évoluent ultérieurement
avec une vitesse égale à la moyenne des vitesses initiales des particules qui les composent (conservation
de la quantité de mouvement). On notexi(t), 1 � i � N , les positions des particules à l’instantt . La
convergence deMN(t, x) = 1

N

∑N
i=1 1{xi(t)�x} vers la solution entropiqueM de (1) que nous obtenons

comme un cas particulier du théorème 1 est également une conséquence du théorème 1.1 [2] dans le cas
oùM0 est continue.

Dans [2], Brenier et Grenier considèrent des particules de massesmi > 0 non nécessairement identiques
sous la condition de normalisation

∑N
i=1mi = 1. La vitesse et la position initiales de lai-ème particule

sont reliées parvi = u0(xi) oùu0 est une fonction continue bornée surR. La vitesse d’un amas est obtenue
comme la somme des quantités de mouvement initiales des particules qui le composent divisée par la
somme de leurs masses. Lorsque

∑N
i=1mi1{xi�x} converge versM0(x), le théorème 1.1 [2] énonce la

convergence de
∑N

i=1mi1{xi(t)�x} vers la solution entropiqueM(t, x) de (1) où la fonctionA est définie
au travers de sa dérivéeA′(µ) = u0(inf{x ∈ R, M0(x) > µ}). Notons que la fonctionA′ est alors càdlàg et
non continue. Mais elle est constante sur les intervalles[M0(x−),M0(x)[, propriété qui peut se voir comme
une contrepartie de la possibilité de placer une seule particule de masseM0(x) − M0(x−) en un point de
discontinuitéx deM0.

Dans notre système en revanche, pourN grand, de l’ordre deN(M0(x) − M0(x−)) particules sont
initialisées avec la positionx et leurs vitesses échantillonnent les valeurs prises parA′ sur l’intervalle
[M0(x−),M0(x)]. Notons que ces particules qui partagent la même position initiale ne forment pas
nécessairement un amas dès quet > 0. Par exemple, dans le cas où le fluxA est convexe, par croissance
deA′ leur vitesse croît avec leur indice et elles vont se décoller. En revanche, dans le cas d’un flux concave
elles restent collées et dans le cas d’un flux général elles forment un ou plusieurs amas constitués d’une ou
plusieurs particules dont les indices se suivent.

Remarque 1. – Il peut sembler compliqué de déterminer comment ces amas vont se constituer. En
fait, d’après [2], la fonctionm ∈ [0,1] → mx1(t) + ∑N−1

i=1 (m − i/N)+(xi+1(t) − xi(t)) est l’enveloppe
convexe dem ∈ [0,1] → m(x1 + v1t) + ∑N−1

i=1 (m − i/N)+(xi+1 + vi+1t − xi − vit), ce qui fournit un
algorithme efficace pour déterminer les positions exactes des particules à l’instantt puisque cette enveloppe
convexe peut être calculée enO(N log(N)) opérations. Si on veut simplement les vitesses immédiatement
aprèst = 0 de 2� n � N particules qui partagent la même position initiale :xi−1 < xi = xi+1 = · · · =
xi+n−1 < xi+n, il suffit de calculer l’enveloppe convexe dem ∈ [0,1] → m(xi + vi) + ∑i+n−2

j=i (m − (j +
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1− i)/n)+(vj+1 − vj ) pour obtenir les positions qu’auraient cesn particules à l’instantt = 1 en l’absence
d’interaction avec les autres particules.

Comme lorsqueM0 est continue, pour 1� i < N , vi = A′(M0(xi)), on peut voir les courbes
xi(t) commeN courbes caractéristiques associées à (1) perturbées de façon à rester ordonnées :t →
(x1(t), . . . , xN(t)) ∈ C(R+, {x ∈ R

N, x1 � x2 � · · · � xN }) vérifie

∀1 � i � N, xi(t) = xi + vi t +
∫ t

0

(
γi(s)− γi+1(s)

)
ds, (2)

oùγ1 ≡ γN+1 ≡ 0 et pour 2� i � N , γi est positive bornée, nulle sur{s : xi−1(s) < xi(s)}. Si à l’instants
la particule d’indicei est dans un amas donné par

xi−k−1(s) < xi−k(s) = xi−k+1(s) = · · · = xi(s) = · · · = xi+j (s) < xi+j+1(s) aveck � 1 etj � 0

qui évolue à la vitessēv = (vi−k + · · · + vi+j )/(k + j + 1) alors la positivité

γi(s) = vi−k + · · · + vi−1 − kv̄ = (j + 1)v̄ − vi − vi+1 − · · · − vi+j (3)

résulte du fait que les écarts entre les vitesses initialesvi−k, . . . , vi+j sont tels que l’amas a pu se former
(voir aussi [2], lemme 1.2).

Dans le cas général où la condition initialeM0 de (1) n’est pas croissante, sa dérivée au sens des
distributionsρ est une mesure signée de masse totale 1. On utilise la décomposition de Jordan–Hahn
ρ = ρ+ −ρ− pour initialiser les particules. On définit le nombreN+ de particules de masse 1/N comme la
partie entière de(N + 1)ρ+(R) si ce nombre n’est pas entier et dans le cas contraire comme(N + 1)ρ+(R)

ou (N + 1)ρ+(R) − 1 suivant queρ+(R) < ρ−(R) ou non. Le nombre de particules de masse−1/N est
alorsN− = N − N+ et les positions initiales des particules sont données par

y
+/−
j = inf

{
y : ρ+/−(]−∞, y]) �

(2j − 1{j=N+/−})ρ+/−(R)

2N+/−

}
pour 1� j � N+/−.

On définit ensuite(x1,m1), . . . , (xi,mi), . . . , (xN,mN) (mi est la masse de la ième particule) comme le
reordonnement croissant pour l’ordre lexicographique de(y+

1 ,1/N), . . . , (y+
N+,1/N), (y−

1 ,−1/N), . . . ,

(y−
N−,−1/N) et on affecte la vitesse initialevi = A′(µi) oùµi = ∑i−1

j=1mj +m+
i à la particule d’indicei.

Il peut exister des couples de particules d’indices successifs et de masses opposées qui partagent la même
position (mais commeρ+ et ρ− ne chargent pas les mêmes points, la situation suivante est impossible :
mi−1 = mi = −mi+1 = −mi+2 avecxi−1 = xi = xi+1 = xi+2). Après suppression de ces couples, on
renumérote lesN0 � N particules survivantes de façon croissante et on se donne un pas de temps�t � 0.
LesN0 particules suivent la dynamique des particules collantes jusqu’enτ1 défini comme

– le premier temps où il y a collision entre une particule ou un amas de particules de masse 1/N et une
particule ou un amas de particules de masse−1/N si �t = 0 : grâce à la remarque 1, on détermine
le premier temps de collision ; si les particules qui collisionnent sont de même masse, alors elles se
collent et on reprend par récurrence la même dynamique jusqu’enτ1.

– �t si �t > 0. D’après la remarque 1, les positions des particules enτ−
1 peuvent alors être déterminées

en O(N log(N)) opérations sans s’inquiéter des temps de collision successifs. Dans ce cas, des
particules de masses opposées peuvent se coller avantτ1.

Si τ1 < +∞, on détruit les couples de particules de masses opposées qui partagent la même position : on
supprime les particules d’indicesj et j + 1 où j = inf{i � 1, xi(τ

−
1 ) = xi+1(τ

−
1 ) et mi+1 = −mi} puis

on renumérote de façon croissante les particules restantes et on reprend l’opération tant qu’il existe des
particules de masses opposées qui partagent la même position.
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Après cette élimination, pour lesN1 particules survivantes, on reprend la dynamiques des particules
collantes jusqu’enτ2 égal à 2�t si �t > 0 et défini sinon comme le premier temps aprèsτ1 où il y a
à nouveau collision entre des particules de masses opposées. Siτ2 < +∞, on supprime les couples de
particules de masses opposées qui partagent la même position comme enτ1. Les instantsτk sont définis par
récurrence et on noteNk le nombre de particules survivantes après suppression des couples de particules
de masses opposées qui partagent la même position enτ−

k .
Lorsque�t = 0, comme à chaqueτk fini, on élimine au moins une particule de masse 1/N et une

particule de masse−1/N , inf{k � 0, τk+1 = +∞} � min(N+,N−) et le système est ainsi défini pour tout
temps positif.

Si pour 1� j � Nk on notevkj et mk
j la vitesse initiale et la masse de laj -ème particule survivante à

l’instantτk , on obtient facilement à partir de (2) que




∀t ∈ [τk, τk+1[, ∀1 � j � Nk, xj (t) = xj (τk)+ vkj (t − τk)+ ∫ t

τk

(
γ k
j (s)− γ k

j+1(s)
)

ds

avecγ k
1 ≡ γ k

Nk+1 ≡ 0 et pour 2� j � Nk,

γ k
j positive bornée, nulle sur{s : xj−1(s) < xj (s)} ou si�t = 0 etmk

j−1 = −mk
j .

(4)

Pourt ∈ [τk, τk+1[ la solution approchée de (1) est définie parM�t
N (t, x)= ∑Nk

j=1m
k
j1{xj (t)�x}.

THÉORÈME 1. –Soit L1
1/(1+x2)

= {f ∈ L1
loc(R) : ‖f ‖ = ∫ |f (x)|dx

1+x2 < +∞}. Si la suite de pas de

temps positifs ou nuls (�t(N))N converge vers 0 alors, pour tout T > 0, MN
déf= M

�t(N)
N converge dans

C([0, T ],L1
1/(1+x2)

) vers la solution entropique M de (1) .

Eléments de preuve. – La relative compacité de la suiteMN(t, ·) dansC([0, T ],L1
1/(1+x2)

) s’obtient en
vérifiant qu’elle est équicontinue et que supN�1,t∈[0,T ] ‖MN(t, ·)‖ + Var(MN(t, ·)) < +∞. Pourc ∈ R,
on note cN la partie entière decN divisée parN . De manière analogue, les suites|MN − cN | et
sg(MN − cN)(A(MN) − A(cN)) où sg(x) = 1{x>0} − 1{x�0} sont relativement compactes. On extrait
simultanément trois sous-suites convergentes. SiM∞ désigne la limite de la première, alors les limites
de la seconde et de la troisième sont|M∞ − c| et sg(M∞ − c)(A(M∞) − A(c)). Du fait de l’initialisation
des particules,x → MN(0, x) converge uniformément versM0(x). Il suffit donc de vérifier que

LEMME 2. –∀g fonction positive C∞ à support compact sur R+ × R,

lim inf
N

(
−

∫
R

∣∣MN(t, x)− cN
∣∣g(t, x)dx +

∫
R

∣∣MN(0, x)− cN
∣∣g(0, x)dx

+
∫

[0,t ]×R

(|MN − cN |∂sg + sg(MN − cN)
(
A(MN)− A(cN)

))
(s, x)ds dx

)
� 0

pour conclure que M∞ est égale à la solution entropique M de (1) et donc que toute la suite MN converge
vers M .

Les poidswi = sg(µi − cN)mi, 1 � i � N (où on utilise la convention sg(x) = 1{x>0} − 1{x�0} et
on appelleµi = ∑i−1

l=1 ml + m+
i masse à gauche de lai-ème particule) sont tels que la dérivée au sens

des distributions dex → |MN(0, x) − cN | est
∑N

i=1wiδxi . Pour 1� j � Nk , on noteµk
j et wk

j la masse
initialement à gauche et le poids initial de la jème particule survivante à l’instantτk . La preuve du lemme 2
repose sur le résultat suivant qui découle du fait que les couples supprimés sont constitués de particules de
masses opposées :

LEMME 3. – (i)µk
j = ∑j−1

l=1 mk
l + (mk

j )
+ et µk

j = µk
j−1 + (mk

j )
+ − (mk

j−1)
−.

(ii) Si wk
j−1 = 1/N et wk

j = −1/N alors mk
j−1 = −mk

j .
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(iii) Si mk
j−1 = −mk

j alors µk
j−1 + µk

j et wk
j−1 = −wk

j .

Eléments de preuve du lemme 2. – On poseϕ(s, x) = ∫ x

−∞ g(t, y)dy. D’après le lemme 3(iii) les couples
de particules supprimées sont de poidsw opposés et partagent la même position. Donc siKt est t.q.
t ∈ [τKt , τKt+1[, en utilisant (4), on obtient

NKt∑
j=1

w
Kt

j ϕ
(
t, xj (t)

) −
N∑
i=1

wiϕ(0, xi)−
Kt∑
k=0

∫ τk+1∧t

τk

Nk∑
j=1

wk
j

(
∂sϕ

(
s, xj (s)

) + A′(µk
j

)
∂xϕ

(
s, xj (s)

))
ds

=
Kt∑
k=0

∫ τk+1∧t

τk

Nk∑
j=2

(
wk

j − wk
j−1

)
γ k
j (s)g

(
s, xj (s)

)
ds. (5)

Lorsque�t(N) = 0, avec la positivité deg et de γ k
j (s), le lemme 3(ii) et le fait queγ k

j (s) = 0 si

mk
j−1 = −mk

j , on obtient la positivité du second membre.

Si �t(N) > 0, pours ∈ [τk, τk+1[, on découpe
∑Nk

j=2(w
k
j − wk

j−1)γ
k
j (s)g(s, xj (s)) suivant les amas

constitués de particules qui partagent la même position présents à l’instants. En utilisant les liens entre
les poidswk et les masses des particules, la relation (3) et la définition des vitesses initiales, on peut
démontrer que la contribution de chaque amas à la somme est minorée par−4 sup[−1,1] |A′(·)|‖g‖∞/N

fois le minimum du nombre de particules positives et du nombre de particules négatives présentes dans
l’amas. Comme les amas grossissent au cours du temps, on en déduit que

∫ τk+1∧t

τk

Nk∑
j=2

(
wk

j − wk
j−1

)
γ k
j (s)g(s, xj (s))ds

est minoré par−4 sup[−1,1] |A′(·)|‖g‖∞�t(N)/N fois la somme sur les amas présents à l’instantτ−
k+1 du

minimum des nombres de particules positives et négatives présentes dans l’amas. Cette dernière somme
étant égale à la moitié du nombre de particules tuées enτk+1, on obtient que le membre de droite de (5) est
minoré pour toutt par−2 sup[−1,1] |A′(·)|‖g‖∞�t(N).

Pour conclure, on effectue des intégrations par parties en espace dans le premier membre de (5) en
utilisant le lemme 3(i) et l’uniforme continuité de la fonctionA′ sur[−1,1].

Remarque 2. – La positivité du premier membre de (5) pour�t(N) = 0 implique que dans l’esprit
de [3],M0

N est solution entropique de∂tM0
N + ∂xAN(M0

N) = 0 pour toute fonctionAN continue et affine
par morceaux de dérivéeA′(j/N) sur [(j − 1)/N, j/N] pour−N + 1 � j � N . On pourrait également
vérifier directement queM0

N satisfait les conditions de Rankine–Hugoniot et d’entropie comme dans [2].
La convergence de la suite(M0

N)N versM est alors une conséquence de [3]. En revanche, pour�t > 0,
M�t

N n’est pas en général solution entropique d’une équation de conservation. En reprenant la démarche
qui précède, on peut vérifier que pourN fixé, M�t

N converge versM0
N dans C([0, T ],L1

1/(1+x2)
) lorsque

�t → 0.
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