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Résumé Cette Note concerne l’étude d’un modèle de régression non-paramétrique pour des variables
aléatoires fonctionnelles (v.a.f.) mélangeantes. Plus précisément, nous considérons une
suite (Xi,Yi )i∈N fortement mélangeante, chaque couple(Xi,Yi) étant identiquement
distribué suivant un couple(X,Y ) où X est une v.a.f. à valeurs dans un espace vectoriel
semi-normé alors queY est une v.a. réelle (v.a.r.). Dans ce contexte, on souhaite expliquer
la v.a.r.Y par la v.a.f.X au moyen d’un modèle de régression non-paramétrique. Nous
proposons un estimateur à noyau de l’opérateur de régression pour lequel nous donnons
un résultat de convergence presque complète uniforme.Pour citer cet article : F. Ferraty,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 334 (2002) 217–220.  2002 Académie des sciences/Éditions
scientifiques et médicales Elsevier SAS

Nonparametric regression for mixing functional random variables

Abstract This paper concerns a nonparametric regression model for dependent functional variables.
The aim is to explain a r.r.v.Y by a functional regressor namely a variableX which is valued
in some semi-normed vector space. A kernel type estimator is proposed and asymptotics
with rates are proved under strong mixing assumption.To cite this article: F. Ferraty,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 334 (2002) 217–220.  2002 Académie des sciences/Éditions
scientifiques et médicales Elsevier SAS

1. Introduction

L’utilisation de variables fonctionnelles suscite un intérêt grandissant chez un nombre croissant de
statisticiens, comme en témoigne la littérature dans ce domaine qui devient de plus en plus importante
(voir Ramsay et Silverman [6], Bosq [2] et STAPH [8,9] pour les aspects bibliographiques notamment).
Cette Note se situe dans le cadre de la régression d’une v.a.r.Y sur une v.a.f.X supposée être à valeurs dans
un espace semi-normé (F ,‖ · ‖). De tels espaces s’avèrent particulièrement intéressants dans la pratique
notamment lorsque l’observation deX est une courbe. Dans ce cas, il est nécessaire de mesurer la proximité
entre courbes à l’aide d’indices invariants par translation, ce qui nous amène à considérer des semi-normes
plutôt que des normes (voir Ferraty et Vieu [4] pour de telles applications). On dispose desn premiers
éléments(Xi, Yi)i=1,...,n d’une suite fortement mélangeante dont chaque terme suit la même loi que celle
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de(X,Y ). On se propose alors d’étudier le modèle de régression suivant

Yi =R(Xi)+ εi, i = 1, . . . , n,

où, pour touti, la v.a.r.εi est indépendante deXi et oùR est l’opérateur de régression défini par

R :
 F → R,

x �→ R(x) =E(Y |X = x).

Notons que cette formulation générale englobe le cas des séries temporelles. Dans le paragraphe 2, nous
définissons un estimateur à noyau de l’opérateur de régression. Le paragraphe 3 donne un résultat de
convergence presque complète uniforme de l’estimateur introduit au paragraphe 2. Le dernier paragraphe
fournit un schéma de la preuve de ce résultat.

2. Construction des estimateurs

L’objectif principal consiste à estimer l’opérateur de régression. Dans ce but, nous introduisons un
estimateur à noyau deR défini par :

∀x ∈F , R̂n(x)=
n∑

i=1

wn,i(x)∑n
k=1wn,k(x)

Yi, (1)

où

wn,i(x)=K

(‖Xi − x‖
hn

)
, (2)

et oùK est un noyau ethn une suite de nombres positifs. Cet estimateur est une généralisation dans le cadre
fonctionnel de l’estimateur classique de la régression de Nadaraya–Watson (voir e.g. Bosq [1]). D’un point
de vue pratique, cet estimateur est une moyenne pondérée desYi calculée dans un voisinage dex : les poids
affectés aux valeursYi sont d’autant plus grands que la proximité au sens de la semi-norme entrex etXi

est petite.

3. Résultats asymptotiques

Nous énonçons dans un premier temps les hypothèses nécessaires à l’obtention du résultat présenté juste
après. Par ailleurs, afin d’alléger les hypothèses ainsi que les aspects techniques, nous nous limiterons au
cas oùY est une v.a.r. bornée. Cependant, moyennant quelques raffinements d’ordre technique, le résultat
que nous présentons peut s’étendre au cas de v.a.r. admettant des moments conditionnels. SoitK un noyau
tel que ∫

R

K(u)du= 1, support(K)= [0; ξ ], ξ > 0, K � 0, (3)

lequel est supposé lipschitzien d’ordre 1 :

∀(u, v) ∈ R
2, ∃C : ∣∣K(u)−K(v)

∣∣ � C|u− v|. (4)

Toujours dans un souci de simplifier les hypothèses, nous ne considérerons que le cas où les couples(Xi, Yi)

sont géométriquement fortement mélangeants en ce sens que les coefficients de mélange satisfont

∃a ∈]0,1[, ∃c > 0, ∀k, α(k) � cak. (5)
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Cependant, nous pourrions étendre le résultat au cas du mélange arithmétique. Nous donnons maintenant
deux hypothèses de concentration concernant la distribution desXi qui permettent en particulier de résoudre
le problème lié à la dimension infinie du régresseur et qui s’interprètent en termes de dimension fractale
(voir Ferraty et Vieu [3]). SoitS un compact deF tel que

∃δ > 0, ∃b > 0, sup
x∈S

∣∣∣∣P(X ∈ B(x,α))
αδ

− c1(x)

∣∣∣∣ =O
(
αb

)
(6)

avec

inf
x∈S

c1(x) > 0, (7)

et

∃δ0 > 0, ∀i �= j, lim
α→0+ sup

x∈S

∣∣∣∣P((Xi,Xj ) ∈ {B(x,α)×B(x,α)})
αδ+δ0

− cij (x)

∣∣∣∣ = 0, (8)

avec

0< inf
x∈S

inf
i,j

cij (x)� sup
x∈S

sup
i,j

cij (x) <∞. (9)

On suppose maintenant que l’opérateurR vérifie la condition de Lipschitz suivante :

∀(u, v) ∈F ×F , ∃C : ∣∣R(u)−R(v)
∣∣ � C‖u− v‖β . (10)

Nous pouvons à présent donner le résultat de convergence presque complète uniforme.

THÉORÈME 1. – Sous les conditions (3)–(10)et si la suite hn satisfait

hn = h0 ×
(

logn

n

)1/(2γ+δ)

, où γ = min{b,β}, (11)

alors

sup
x∈S

∣∣R(x)− R̂n(x)
∣∣ =O

((
logn

n

)γ /(2γ+δ))
p.co. (12)

Notons que siF est l’espace norméRd et siX admet une densité lipschitzienne d’ordreβ et minorée
uniformément surS par un nombre strictement positif, alors on aγ = β et on peut montrer queδ = δ0 = d .
On retrouve ainsi des résultats classiques (voir e.g. Bosq [1]).

4. Schéma des preuves

Les preuves intégrales sont fournies dans Ferraty et al. [5] sous des hypothèses plus générales incluant le
casY non bornée ainsi que le mélange arithmétique. La démonstration est fondée sur la décomposition

R̂n(x)−R(x) = 1

f̂n(x)

(
ĝn(x)−R(x)Cδ(x)

) − R(x)

f̂n(x)

(
f̂n(x)−Cδ(x)

)
,

où

f̂n(x)= 1

nhδn

n∑
i=1

K

(‖Xi − x‖
hn

)
,

ĝn(x)= 1

nhδn

n∑
i=1

YiK

(‖Xi − x‖
hn

)
,
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avecCδ(x) = c1(x)δ
∫ ξ

0 K(v)vδ−1 dv. Les premiers résultats concernent les termes de biais pour lesquels
nous obtenons

sup
x∈S

∣∣Ef̂n(x)−Cδ(x)
∣∣ =O

(
hbn

)
, (13)

et

sup
x∈S

∣∣Eĝn(x)−Cδ(x)R(x)
∣∣ =O

(
hbn

) +O
(
hβn

)
. (14)

Ces résultats sont obtenus à partir de (6) après avoir écritK comme limite de fonctions en escalier. Par
ailleurs, on montre que

sup
x∈S

∣∣f̂n(x)− Ef̂n(x)
∣∣ =O

(√
logn

nhδn

)
, p.co.,

et

sup
x∈S

∣∣ĝn(x)− Eĝn(x)
∣∣ =O

(√
logn

nhδn

)
, p.co.

Notons que si la suite(Xi, Yi)i∈N est géométriquement fortement mélangeante alors la suite(Yi,wn,i )i∈N

l’est aussi. Ainsi, pour ces deux derniers résultats, on peut utiliser une inégalité de type exponentiel pour
variables réelles mélangeantes (Rio [7]).
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