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Résumé L’objet de cette Note est de présenter un estimateur de la densité dans un espace de di-
mension infinie. Nous étudions deux estimateurs de la densité ; des résultats asymptotiques
sont établis. Enfin nous donnons une vitesse de convergence dans le cas de l’estimation de
la densité d’un processus de diffusion par rapport à la mesure du processus de Wiener qui
l’engendre.Pour citer cet article : S. Dabo-Niang, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 334 (2002)
213–216.  2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Density estimation in an infinite dimensional space: Application to
diffusion processes

Abstract This Note presents a nonparametric density function estimator in an infinite dimensional
space. We consider two estimators of the density. Asymptotic results are stated. Finally we
give a rate of convergence in the case of a diffusion process’s density relative to a Wiener’s
measure.To cite this article: S. Dabo-Niang, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 334 (2002)
213–216.  2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

1. Introduction

Dans cette Note on considère l’estimation de la densité de probabilité de variablesXi à valeurs dans un
espaceE de dimensioninfinie, particulièrement l’espace des fonctions continues sur[0,1]. De nombreuses
méthodes d’estimation d’une densité de probabilité ont été étudiées, pour des variables à valeurs dans
un espace de dimensionfinie, particulièrementRd , les densités considérées étant usuellement définies
par rapport à la mesure de Lebesgue. Leur généralisation à notre problème s’avère délicate, puisque la
mesure de Lebesgue n’existe pas en dimension infinie, ce qui rend les propriétés de la mesure dominante
« originales ». Cependant les questions d’absolue continuité des mesures de probabilité (définies sur un
espace fonctionnel) qui correspondent aux lois de probabilité des processus stochastiques ont été largement
étudiées (cf. Lipster et Shiryayev [6], Cameron et Martin [3]). Ces questions de statistique en dimension
infinie sont au coeur d’une dynamique autour de la statistique fonctionnelle (cf. Bosq [2], Staph [8],
Staph [9], Ramsay et Silverman [7]). La littérature sur ce thème est relativement restreinte, voir Ferraty
et Vieu [5].

Nous présentons dans le paragraphe 2 deux estimateurs de type non paramétrique appelésestimateur
naïf et estimateur à noyau. Dans les autres paragraphes, la convergence des deux estimateurs est établie.
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Au paragraphe 4 l’estimateur naïf est utilisé pour estimer la densité d’un processus de diffusion par rapport
à la mesure de Wiener, une vitesse de convergence en moyenne quadratique est précisée dans le théorème 5.
Nous discuterons aussi rapidement de la différence entre l’utilisation de ces deux estimateurs.

2. Présentation des estimateurs

SoitE un espace de Banach séparable, et soitB sa tribu borélienne. On considère une mesure borélienne
µ surE possédant les propriétés : 0<µ(A) <∞ pour toute boule ouverteA ∈E, µ est diffuse etσ -finie
surE. Soit X = X1,X2,, . . . ,Xn des variables aléatoires indépendantes de même loi surE, ayant une
densitéf relativement àµ, on s’intéresse à l’estimation def . SoitBxrn la boule fermée de centrex et de
rayonrn, IA la fonction indicatrice, l’estimateur naïf est :

f 1
n (x)=

1

nµ(Bxrn)

n∑
i=1

I
(
Xi ∈ Bxrn

)
, (1)

où rn est une suite de nombres positifs telle que :

rn → 0, et lim
n→∞nµ

(
Bxrn

) → ∞, (2)

f 1
n est utilisé par Ferraty et Vieu [5]. Plus généralement, l’estimateur à noyau est défini par :

f 2
n (x)=

1

naxn

n∑
i=1

Kn
(‖Xi − x‖), (3)

oùKn est une application mesurable deR
+ dansR+ et axn > 0 est une suite de constantes verifiant :

(H1) ∀x ∈E, n > 0, (axn)
−1

∫
E Kn(‖w− x‖)dµ(w)= 1 ;

(H2) Pour toutx ∈E et toutV voisinage dex,

lim
n→∞

1

axn

∫
V

Kn
(‖w− x‖)dµ(w)= 1 ;

(H3) ∀x ∈E, Sn(x)= supw∈E(axn)−1Kn(‖w− x‖) <∞.
Remarque 1. – Comme nous l’a fait remarquer Alain Berlinet [1],f 1

n (x) s’interprète comme l’estimateur
de la densité deYi = ‖Xi−x‖ = ρ(Xi−x), par rapport àµ(ρ)−1, en 0. Notons cependant que cette mesure
µ(ρ)−1 n’est pas équivalente à la mesure de Lebesgue, ce qui ne permet pas de donner directement des
théorèmes de convergence. Nous comptons travailler ultérieurement cette question.

3. Résultats asymptotiques de l’estimateur naïf

SoitFx l’ensemble des densités de probabilité surE relativement àµ, continues au pointx.

THÉORÈME 1 (Convergence en moyenne quadratique). –Pour tout x ∈ E, et tout f ∈ Fx , les
conditions (2) sont équivalentes à :

lim
n→∞f

1
n (x)= f (x) en m.q.

THÉORÈME 2 (Convergence presque sûre). –Pour tout x ∈E, et tout f ∈Fx, alors sous les hypothèses
que rn → 0,

∑∞
n=1 exp[−δnµ2(Bxrn)]<∞ pour tout δ > 0, on a :

lim
n→∞f

1
n (x)= f (x) p.s.
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Nous nous intéressons dans le théorème suivant à la loi limite de dimension finie.

THÉORÈME 3. –Pour tout entier m et pour tous les éléments disjoints suivants xi, i = 1, . . . ,m, de E,
si f est continue en xi et f (xi) > 0, alors sous les hypothèses, rn → 0, nµ(Bxirn )→ +∞, on a

n1/2
(
(µ(B

xi
rn ))

1/2

(f (xi))1/2

[
f 1
n (xi)−Ef (f 1

n (xi)
]; 1 � i �m

)
→
w
N(m),

où N(m) est la loi normale standard sur R
m.

COROLLAIRE 1. –Si f est différentiable en xi et sous les hypothèses que rn → 0, nµ(Bxirn )→ +∞,
nµ(B

xi
rn )r

2
n → 0 on a :

n1/2
(
(µ(B

xi
rn ))

1/2

(f 1
n (xi))

1/2

[
f 1
n (xi)− f (xi)

]; 1 � i �m
)

→
w
N(m).

Dans le théorème suivant nous établissons une borne asymptotique de l’erreur quadratique en un point
x ∈ E, qu’on notera par�n(x)=Ef [f 1

n (x)− f (x)]2, notons par�maj
n (x) un majorant de�n(x).

THÉORÈME 4 (Biais et variance asymptotiques). –Si f est différentiable en x ∈E, et si les hypothèses
rn → 0 et nµ(Bxrn)→ ∞, sont vérifiées on a :

bn(x)=Ef
(
f 1
n (x)

) − f (x)� bmaj
n (x)= rn‖Dfx‖l + o(rn),

Vf
(
f 1
n (x)

) = f (x)

nµ(Bxrn)
+ o

(
1

nµ(Bxrn)

)
,

�n(x)��maj
n (x)= rn2‖Dfx‖2

l + f (x)

nµ(Bxrn)
+ o

(
rn

2 + 1

nµ(Bxrn)

)
,

oùDfx est la différentielle de f au point x , ‖Dfx‖l est la norme linéaire deDfx définie par :Dfx :E→ R,
‖Dfx‖l = supy∈E |Dfx(y)|/‖y‖.

4. Application aux processus de diffusion

SoitE = C[0,1] l’espace des fonctions réelles continuesx = (x(t), 0 � t � 1, x(0)= 0), muni de la
norme uniforme, et soitµ = Pw la mesure de Wiener associée au processus de Wiener standard,w =
(wt , t ∈ [0,1], w0 = 0). Soit le processus de diffusion,ξ = (ξt , t ∈ [0,1], ξ0 = 0), ξt =

∫ t
0 γ (s, ξ)ds +

wt, avecγ une fonction mesurable. Soitυξ la loi du processusξ, il est connu (voir Lipster et Shiryayev [6])
que,ξ admet une densité de probabilité qu’on noteraf par rapport à la mesure de Wienerµ= Pw . Posons
ξ =X et soitX =X1, X2, . . . ,Xn des variables aléatoires indépendantes de même loi surE de densitéf ,
on s’intéresse à l’estimation def . On utilise ici l’estimateur naïf. SoitS = {xt, t ∈ [0,1], x(0)= 0, avec
x absolument continue et dérivable de dérivéex ′ verifiant :

∫ 1
0 x

′2(t)dt <∞}.
THÉORÈME 5. –Si f est différentiable en x ∈ S, et rn = 1/(c

√
logn), avec π2c2/8< 1, on a :

lim
n→+∞ logn

(
E

(
f 1
n (x)− f (x)

)2) = ‖Dfx‖2
l

c2 . (4)

5. Résultats asymptotiques de l’estimateur à noyau

Dans ce paragraphe on considère l’estimateur à noyau. L’hypothèse (H2) est similaire à celle utilisée par
Wertz [10].
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THÉORÈME 6 (Convergence en moyenne quadratique). –Si ‖f ‖∞ = supy∈E |f (y)| < ∞ et si les
hypothèses (H1)–(H3), Sn(x)/n→ 0 sont vérifiées, alors (∀x ∈E), si f ∈Fx , on a :

lim
n→∞f

2
n (x)= f (x) en m.q.

THÉORÈME 7 (Convergence presque sûre). –Si ‖f ‖∞ = supy∈E |f (y)|<∞ et si les hypothèses (H1)–

(H3),
∑∞
n=1 exp[−δn/S2

n(x)]<∞ pour tout δ > 0 sont vérifiées alors :

lim
n→∞f

2
n (x)= f (x) p.s.

5.1. Commentaires

Une des principales différences entre les deux estimateurs réside au niveau de l’hypothèse sur la densité.
En effet pour la convergence de l’estimateur à noyau on utilise le fait que la densité est bornée, ce qui n’est
pas le cas de l’estimateur naïf. Rappelons que la densité d’une diffusion par rapport à la mesure de Wiener
n’est pas bornée. Les preuves des théorèmes sont dans [4].
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