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Résumé On étudie les opérateurs linéaires positifsA sur un espace Lp (1 < p < ∞), (A(L+
p ) ⊂

L+
p ), vérifiant l’inégalitéAm+n < Am + An pour m,n ∈ N,A0 = identité. On décrit la

structure de ces opérateurs (théorème 1) et l’on en déduit que sif ∈ Lp,Anf converge
p.p. (théorème 2). Ce dernier énoncé contient le théorème de convergence p.p. pour
les moyennes de Césaro d’opérateurs positifs à moyennes bornées démontré dans [1]
(théorème 1).Pour citer cet article : A. Brunel, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 334 (2002)
205–207.  2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Ergodic theorem for positive operators onLp-spacesLp (1< p < ∞)

revisited

Abstract We consider positive linear operators on Lp-spaces(1 < p < ∞), (A(L+
p ) ⊂ L+

p ),
satisfying the inequalityAm+n < Am + An for all m,n ∈ N. We describe the structure of
these operators (Theorem 1). As a consequence we obtain for allf ∈ Lp,Anf converges
a.e. The last statement contains the theorem of a.e. convergence of Cesaro averages for
positive mean bounded operators.To cite this article: A. Brunel, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser.
I 334 (2002) 205–207.  2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales
Elsevier SAS

1. Définitions et introduction

Soit (�,X ,µ) un espace probabilisé, Lp sur Lp(�,X ,µ).

DÉFINITION 1. – L’opérateur linéaireT = Lp est dit positif siT (L+
p ) ⊂ L+

p (on écriraT > 0).

DÉFINITION 2. – L’opérateur positifA, sur Lp, vérifie la condition (s.a.e) (sous-additif en exposant), si

(s.a.e) Am+n < Am + An, ∀(m,n) ∈ N2; A0 = I.

Exemples d’opérateurs (s.a.e.). –
(a) SoitB un opérateur> 0, tel queB2 = 0. L’opérateurA = I + B est (s.a.e.) on aAn = I + nB et

cette suite n’est pas bornée. Cet exemple a été donné par Ryotaro Sato.
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(b) T est positif sur Lp et B(T ) = ∑∞
j=0 ajT

j , où
∑∞

0 ajx
j , est le développement de Taylor de la

fonctionB(x) = 1
x
(1 − √

1− x). On sait queB(T ) > 0 et (s.a.e.), [2–4]. La série converge siT est
à moyennes bornées [1–3].B(T ) est à puissances bornées [2,3].

Sato [5] a observé que la démonstration du théorème ergodique sur les opérateurs positifs à moyennes
bornées [1] ne fait intervenir que la relation (s.a.e.). Cela a motivé le present travail.

2. Structure d’un opérateur A positif, s.a.e., sur l’espaceLp(�,X ,µ)

THÉORÈME 1. – Il existe une partition mesurable de �, � = �1 + �2 + �3, telle que A s’écrive

A = (E1 + E2 + E1AE2) + (E3AE3),

où Ej est le projecteur Ejf = f × 1�j .

Sur la partie�1 ∪ �2, A est de la formeI + B avecB = E1AE2, et donc, un opérateur de Sato.

Démonstration. – La condition de sous-additivité montre que la suiteA2n
/2n est décroissante. SoitB

sa limite. Pour toutf ∈ L+
p , la suite de fonctions,fn = Anf est sous-additive, bornée parf + nAf et

donc 1
n
fn converge, ce qui revient à dire que la suite d’opérateurs1

n
An converge versB. On en déduit que

B = AB = BA et ainsi queB2 = 0. B est un opérateur positif nilpotent sur Lp. L’opérateur transposéB∗
est positif et nilpotent sur Lq (1/p + 1/q = 1).

Posons maintenantB1 = e1 ∈ L+
p et B∗

1 = e2 ∈ L+
q . Ces deux fonctions ont des supports disjoints,

soient�1 et�2 car ∫
e2e1 dµ =

∫
B∗1 · B1 dµ =

∫
B21 dµ = 0.

Donc les projecteurs respectifsE1 et E2 vérifient E1E2 = 0. Soit �3 = (�1 ∪ �2)
c et E3 le projecteur

associé, alorsE1 + E2 + E3 = I (opérateur identité). On a aussiAe1 = e1, A∗
2e2 = e2 qui donnent les

égalités

(E2 + E3)AE1 = 0 = E2A(E1 + E3)

et, par positivité, 0= E2AE1 = E3AE1 = E2AE3 et il est clair que ces relations subsistent si l’on
remplaceA parAn, n ∈ N.

On peut aussi, sans perte de généralité, supposer quee1 = 1�1, e2 = 1�2. Sinon il suffirait d’effectuer
les changements d’opérateur et de mesure donnés par

Ã(·) = 1

fo

A(fo·) avecfo = e1 + e
q−1
2 + 1E3,

Ã∗(·) = 1

f
p−1
o

A∗(f p−1
o ·), f p−1

o = e
p−1
1 + e2 + 1E3,

µ̃ =
(∫

f p
o dµ

)−1

f p
o µ.

PourÃ, qui est (s.a.e.), on a biene1 = 1�1, e2 = 1�2.

Revenons àA. Pour l’étape suivante, introduisons l’opérateurA agissant sur Lp(� ∪ �2,µ défini par,

A = AE1 + E2A + B = E1AE1 + E2AE2 + E1AE2.

On a

An = AnE1 + E2A
n + nB, carAE1B = AB = B = BE2A = BA, 0 = BAE1 = E2AB.
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Et ceci entraîneB = E1AE2 = · · · = E1
An

n
E2 = · · · .

On a ensuiteB(Lp
�2

) ⊂ Lp
�1

, B∗(Lq
�1

) ⊂ Lq
�2

.

Montrons que les images deB etB∗ sont denses dans les espaces d’arrivée.
Les éléments deB∗(Lq

�1
) sont invariants sous(E2AE2)

∗ et (E2AE2)
∗(1�2) = 1�2. Donc E2AE2

considéré comme opérant sur L1
�2

est une contraction dont la partie conservative� n’est pas négligeable.
Cela montre aussi que l’on aB∗ = �B∗ qui implique1�2 = B∗1�1 = �1�2 et donc que� = �2. Ainsi
(E2AE2)

∗ = E2 et doncE2A = E2AE2 = E2. On prouverait de même queAE1 = E1AE1 = E1, égalités
montrant que

AE1 = E1E2A = E2 et E1 = E1AE2 = B = E1
An

n
E2.

DoncA s’écrit E1 + E2 + B et A = E1 + E2 + B + E3AE3 et il est clair que cette décomposition est
unique.

3. Application

THÉORÈME 2. –Soit A un opérateur positif (s.a.e.) sur Lp (1 < p < ∞). Si An/n → 0, alors A est à
puissances bornées et pour tout f ∈ Lp, la suite Anf converge p.p.

On se borne à indiquer les étape de la preuve. D’abord la condition (s.a.e.) entraîne les inégalités
An+1 < 2

n

∑n
j=1Aj qui exprime la domination des puissances deA par les moyennes de Césaro. Puis

on applique àA la méthode développée dans ([1], proposition 2) prouvant ainsi queA est à puissances
bornées et que les moyennes de Césaro1

n

∑n
1A

jf convergent p.p. ([1], théorème 1). Enfin les inégalités de
domination permettent de conclure.
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