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Résumé SoitG un groupe algébrique réductif connexe défini surFq , et soitF l’endomorphisme
de Frobenius correspondant. Soitσ un automorphisme rationnel quasi-central deG. Nous
construisons ci-dessous l’équivalent des représentations de Gelfand–Graev du groupe
G̃F = GF .〈σ 〉, lorsqueσ est unipotent et lorsqu’il est semi-simple. Nous montrons de
plus que ces représentations vérifient des propriétés semblables à celles vérifiées par les
représentations de Gelfand–Graev dans le cas connexe.Pour citer cet article : K Sorlin,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 334 (2002) 179–184.  2002 Académie des sciences/Éditions
scientifiques et médicales Elsevier SAS

Gelfand–Graev representations for non connected reductive groups

Abstract Let G be a connected reductive group defined overFq and letF be the corresponding
Frobenius endomorphism. Letσ be a quasi-central rational automorphism ofG. We define
in this article Gelfand–Graev representations of the groupG̃F = GF .〈σ 〉 when σ is
unipotent and when it is semi-simple. We show that they have similar properties to Gelfand–
Graev representations of the groupGF . To cite this article: K Sorlin, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. I 334 (2002) 179–184.  2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et
médicales Elsevier SAS

Abridged English version

Non-connected reductive groups of the kindG.〈σ 〉, whereG is a connected reductive group andσ an
automorphism ofG, have been studied by Steinberg [8], Digne et Michel [4] and Malle [5].

We suppose thatG is a connected reductive group defined overFq , thatF is the corresponding Frobenius
endomorphisms and thatσ is a rational quasi-central automorphism ofG, which means thatσ is quasi-
semi-simple (i.e.,σ stabilises(T ⊂ B) whereT is a maximal torus included in a Borel subgroupB of G)
and dim(Gσ ) > dim(Gσ

′
) for any quasi-semi-simple automorphismσ ′ = σ ◦ ad(g), where ad(g) is the

conjugation byg for all g ∈G.
The notion of a quasi-central element was introduced by Digne and Michel in [4]. They have shown

that for any rational automorphismσ ′ of G there isg in G so thatσ ′ ◦ ad(g) is rational quasi-central
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([4], Proposition 1.34). Whenσ ′ is a quasi-semi-simple automorphism ofG thenGσ
′
is a reductive group

([4], Theorem 1.8) and whenσ ′ is quasi-central, there are many similarities betweenG.σ ′ and(Gσ
′
)0, for

example between root systems and Weyl groups ([4], Theorem 1.15), Deligne–Lusztig characters ([4], § 4)
and Gelfand–Graev representations (§ 5).

The purpose of this Note is to define Gelfand–Graev representations forG̃F =GF .〈σ 〉 which extend the
σ -stable Gelfand–Graev representations for connected reductive groups.

Let T be aσ -stable rational maximal torus ofG included in aσ -stable rational Borel subgroup ofG.
LetU be the unipotent radical ofB.

In the connected reductive case, Gelfand–Graev representations ofGF are obtained by inducing an
irreductible linear character ofUF which is called a regular character. We define a regular character of
UF .〈σ 〉 as the extension of aσ -stable regular character ofUF . For anyσ -stable regular characterχ of UF ,
we noteχ̃ the extension ofχ so thatχ̃(σ )= 1. We show that((T σ )0)F -orbits ofσ -stable regular characters
of UF are parametrized by the setH1(F,Z((Gσ )0)) of F -conjugacy classes of the centerZ((Gσ )0) of
(Gσ )0 (Proposition 2.2). We fix aσ -stable regular character ofUF which we callχ1. According to the
Lemma 1.3 of [2], we haveH1(F,Z((Gσ )0))� L−1

(T σ )0
(Z((Gσ )0))/(Z((Gσ )0)((T σ )0)F ), whereL(T σ )0 is

the Lang map from(T σ )0 to (T σ )0. Thenz ∈ H1(F,Z((Gσ )0)) parametrizes the((T σ )0)F -orbit of tχ1
wheret ∈ (T σ )0 is such thatt−1F(t) ∈ z.

Whenσ is unipotent,Gσ andT σ are connected ([4], Proposition 1.33) andσ -stable Gelfand–Graev
representations ofGF are obtained by inducingσ -stable regular characters ofUF (Proposition 3.1). In
this case, we define Gelfand–Graev representations ofGF .〈σ 〉 as the representations obtained by inducing
regular characters ofUF .〈σ 〉 (Definition 3.2). So, in this case, Gelfand–Graev representations ofGF .〈σ 〉
are parametrized byH1(F,Z(Gσ )).

Whenσ is semi-simple,Gσ andT σ are not always connected and Proposition 3.1 is false. The definition
of Gelfand–Graev representations is then more complicated (Definition 3.3). AsT is connected, the Lang
mapLT from T to T is surjective. So, as we haveZ(Gσ ) ⊂ T , for all z in H1(F,Z(Gσ )), there ist ∈ T
so thatt−1F(t) ∈ z. Then,tσ is a rational quasi-central automorphism ofG, we haveG̃F =GF .〈tσ 〉, the
regular charactertχ1 is tσ -stable and the Gelfand–Graev representation� of GF obtained by inducingtχ1
is σ -stable. Moreover, the Gelfand–Graev representation ofG̃F obtained by inducingtχ̃1 fromUF .〈tσ 〉 to
G̃F is independent of the choice oft and extends�. By this way, we cannot extend allσ -stable Gelfand–
Graev representations ofGF . Anyway, as in the unipotent case, Gelfand–Graev representations ofGF .〈σ 〉
are parametrized byH1(F,Z(Gσ )).

Gelfand–Graev representations ofGF .〈σ 〉 have similar properties to Gelfand–Graev representations of
GF . They are multiplicity free (Proposition 4.1) and their Harish-Chandra restrictions to a rationalσ -stable
Levi subgroup included in a rationalσ -stable parabolic subgroup still are Gelfand–Graev representations
(Proposition 4.2). We say that an element ofG.σ is regular if the dimension of its centralizer inG is minimal
among all elements ofG.σ . The dual of any Gelfand–Graev representation ofGF .σ is zero outside regular
unipotent elements ofGF .σ whenσ is unipotent (resp. outside regular pseudo-unipotent elements ofGF .σ ,
i.e., conjugate underG of elements ofU.σ , whenσ is semi-simple) (Proposition 4.5).

Then Gelfand–Graev representations can be used to calculate the average value of irreductible characters
of GF .〈σ 〉 on a set ofGF -classes of regular unipotent (resp. pseudo-unipotent) elements ofGF .σ if σ is
unipotent (resp. semi-simple) (Theorem 5.2). Whenσ is semi-simple, the characteristic can be chosen good
for (Gσ )0 and we can get the exact values of irreductible characters ofGF .〈σ 〉 onGF -classes of regular
pseudo-unipotent elements ofGF .σ . Moreover we can link these formulas with the formulas calculated
in [2] for (Gσ )0.
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1. Résultats sur les automorphismes quasi-semi-simples d’un groupe réductif connexe

SoitG un groupe réductif connexe défini surFq , on noteF l’endomorphisme de Frobenius correspon-
dant. On dit d’un automorphismeσ deG qu’il est quasi-semi-simple s’il fixe un couple(T ,B) formé par
un tore maximalT deG inclus dans un sous-groupe de BorelB deG. Le théorème suivant explicite alors
les relations qui existent entreG et le groupeGσ des points deG fixes parσ .

THÉORÈME 1.1 ([4], théorème 1.8). –
(i) Gσ est un groupe réductif.
(ii) SoitT un tore maximalσ -stable inclus dans un sous-groupe de Borelσ -stableB deG.

Soit� l’ensemble des racines relativement à(G,T ). Si α ∈ �, si λ �→ xα(λ) est le sous-groupe à un
paramètre correspondant, et sii est l’ordre de laσ -orbite deα, on définitCσ,α ∈ F

×
q par σ i(xα(λ)) =

xα(Cσ,αλ). Alors, il existe une surjection naturelle de l’ensemble des orbites sousσ vérifiant la condition

Cσ,α = ±1, (∗)

où −1 n’est autorisé que s’il existe deux racines de l’orbite dont la somme est une racine, sur l’ensemble
des racines de(Gσ )0 relativement à(T σ )0. Cette surjection est bijective et tous lesCσ,α valent1, sauf si
le diagramme de Dynkin deG possèdek composantes de typeA2n permutées circulairement parσ , oùσk

agit par retournement de chacune de ces composantes. Alors, pour toute racineα telle queα + σk(α) soit
une racine, les orbites deα et deα + σk(α) ont même image etCσ,α = Cσ,α+σk(α).

On dit que σ est quasi-central s’il est semi-simple et si on a dim(Gσ ) > dim(Gσ
′
) pour tout

automorphisme quasi-semi-simpleσ ′ tel queσ ′ = σ ◦ ad(g), où on note ad(g) la conjugaison parg pour
toutg ∈G.

THÉORÈME 1.2 ([4], théorèmes 1.15, 1.33 et 1.36). –
(i) Siσ est quasi-semi-simple, alorsσ est quasi-central si et seulement si, pour tout couple(T ,B), où

T est un toreσ -stable inclus dans un sous-groupe de Borelσ -stableB deG, toute racine simple
relativement à(T ,B) vérifie la condition(∗) du théorème1.1.

(ii) Siσ est quasi-central unipotent, alorsGσ etT σ sont connexes.
(iii) Si σ est quasi-central et rationnel, alors, il existe un couple(T ,B) formé par un tore maximal

rationnelσ -stableT inclus dans un sous-groupe de Borel rationnelσ -stableB deG.

2. Caractères réguliers

On suppose queσ est un automorphisme rationnel quasi-central deG. Soit (T ,B) un couple formé par
un tore maximal rationnelσ -stable inclus dans un sous-groupe de Borel rationnelσ -stable deG. On note
U le radical unipotent deB etU∗ le groupe dérivé deU .

Dans le cas des groupes réductifs connexes, les représentations de Gelfand–Graev sont obtenues en
induisant certains caractères linéaires irréductibles deUF appelés caractères réguliers. Nous généralisons
la notion de caractères régulier dans la définition suivante.

DÉFINITION 2.1. – Un caractère multiplicatif̃χ ∈ Irr(UF .〈σ 〉) est appelé caractère régulier si pour tout
u ∈UF :

χ̃(u.σ )= χ(u)χ̃(σ ),

oùχ est un caractèreσ -stable de Irr(UF ) qui vérifie les deux conditions suivantes :
(i) La restriction deχ à (U∗)F est triviale.
(ii) Pour touteτ -orbiteO de�, χ |UFO n’est pas triviale, oùUO est l’image de

∏
α∈OUα dansU/U∗.

On dit queχ est régulier.
Pour tout caractère régulierσ -stableχ deUF , on noteχ̃ l’extension deχ àUF .〈σ 〉 telle queχ̃(σ )= 1.

181



K Sorlin / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 334 (2002) 179–184

PROPOSITION 2.2. –On suppose que pour toute racine simpleα ∈ �, on aCσ,α = 1, où Cσ,α est le
coefficient défini dans le théorème1.1. Alors, les caractères réguliersσ -stables deUF sont paramétrés
par L−1

(T σ )0
(Z((Gσ )0))/Z((Gσ )0), oùL(T σ )0 est l’application de Lang de(T σ )0 dans(T σ )0 définie par

t �→ t−1F(t).

Remarque2.3. – Lorsqueσ est unipotent quasi-central, les hypothèses de la proposition 2.2 sont toujours
vérifiées.

Paramétrage des caractèresσ -stables deUF . – On fixe un caractère régulierσ -stableχ1 deUF afin de
bien définir ce paramétrage.

D’après le lemme 1.3 de [2],L−1
(T σ )0

(Z((Gσ )0))/(Z((Gσ )0)((T σ )0)F ) est isomorphe àH1(F,Z((Gσ )0)),

donc les((T σ )0)F -orbites des caractères réguliersσ -stables deUF sont paramétrées parH1(F,Z((Gσ )0)).
Comme (T σ )0 est connexe, l’application de Lang de(T σ )0 → (T σ )0 est surjective. De plus, on a
Z((Gσ )0) ⊂ (T σ )0. Donc, pour toutz ∈ H1(F,Z((Gσ )0)), il existe t ∈ (T σ )0 tel quet−1F(t) ∈ z et z
paramètre la((T σ )0)F -orbite detχ1.

3. Définition des représentations de Gelfand–Graev

3.1. Cas oùσ est unipotent

On suppose queσ est rationnel quasi-central unipotent. On rappelle que, lorsqueσ est quasi-central
unipotent, on a(Gσ )0 = Gσ et (T σ )0 = T σ . Nous allons étendre toute représentation de Gelfand–Graev
σ -stable deGF en une représentation de Gelfand–Graev deG̃F . Selon la proposition suivante, il suffit
d’induire deUF .〈σ 〉 à G̃F les caractères réguliersσ -stables deUF .

PROPOSITION 3.1. –Si σ est un automorphisme quasi-central unipotent deG, alors, tout caractère
σ -stable de Gelfand–Graev deGF est l’induit d’un caractère régulierσ -stable deUF .

DÉFINITION 3.2. – Pour toutz ∈ H1(F,Z(Gσ )), l’induit IndG
F .〈σ 〉

UF .〈σ 〉(
tχ̃1) ne dépend pas du choix de

t ∈ T σ tel quet−1F(t) ∈ z et on définit la représentation de Gelfand–Graev�G̃z deG̃F =GF .〈σ 〉 par�G̃z =
IndG

F .〈σ 〉
UF .〈σ 〉(

tχ̃1). On définit la représentation de Gelfand–Graev�G.σz deGF .σ par�G.σz = Res̃G
F

GF .σ
(�G̃z ).

3.2. Cas oùσ est semi-simple

On suppose queσ est rationnel quasi-central semi-simple. On fait surσ l’hypothèse supplémentaire
suivante : on suppose que pour toute racine simpleα, on aCσ,α = 1. Les hypothèses de la proposition 2.2
sont alors vérifiées.

On voudrait que toute représentation de Gelfand–Graevσ -stable deGF soit étendue en au moins une
représentation de Gelfand–Graev deG̃F . Selon la proposition 3.1, sous l’hypothèseσ unipotent quasi-
central, toute représentation de Gelfand–Graevσ -stable deGF est l’induite d’un caractère régulierσ -stable
deUF . La proposition 3.1 n’est plus vraie lorsque l’on supprime l’hypothèseσ unipotent. On ne peut plus
se contenter comme lorsqueσ est unipotent quasi-central de définir les réprésentations de Gelfand–Graev
de G̃F comme les induites deUF .〈σ 〉 à G̃F des extensions àUF .〈σ 〉 des caractères réguliersσ -stables
deUF .

Par ailleurs, lorsqueσ est semi-simple,Gσ et T σ ne sont pas toujours connexes, donc, pourz ∈
H1(F,Z(Gσ )), il n’existe plus forcémentt ∈ T σ tel quet−1F(t) ∈ z. Cependant,T est connexe, donc
l’application de LangLT : T → T est surjective et commeZ(Gσ ) ⊂ T , pour toutz ∈ H1(F,Z(Gσ )),
il existe t ∈ T tel que t−1F(t) ∈ z. Alors, tσ est un automorphisme rationnel quasi-central deG, on a
G̃F = GF .〈tσ 〉 et le caractère réguliertχ1 est tσ -stable. De plus,� = IndG

F

UF
tχ1 est une représentation de

Gelfand–Graevσ -stable deGF .
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DÉFINITION 3.3. – Soitz ∈ H1(F,Z(Gσ )). Alors, IndG
F .tσ

UF .tσ
(tχ̃1) ne dépend pas du choix det ∈ T

tel que t−1F(t) ∈ z et on définit la représentation de Gelfand–Graev�G̃z de G̃F = GF .〈σ 〉 par �G̃z =
IndG̃

F

UF .〈tσ 〉(
tχ̃1).

On définit la représentation de Gelfand–Graev�G.σz deGF .σ par�G.σz = Res̃G
F

GF .σ
(�G̃z ).

4. Propriétés des représentations de Gelfand–Graev

On suppose queσ est rationnel quasi-central unipotent ou semi-simple.

PROPOSITION 4.1. –Les composantes irréductibles des représentations de Gelfand–Graev deG̃F =
GF .〈σ 〉 sont toutes de multiplicité1.

Soit L un sous-groupe de Levi rationnel etσ -stable contenantT d’un sous-groupe parabolique
rationnelσ -stableP de G contenantB. L’inclusion Z(Gσ ) ⊂ Z(Lσ ) induit une application surjective
hLσ : H1(F,Z(Gσ ))→ H1(F,Z(Lσ )). On définit les représentations de Gelfand–Graev deLF .σ comme
celles deGF .σ dans le paragraphe 3.

PROPOSITION 4.2. –Avec les notations ci-dessus, on a: ∗RG.σL.σ (�
G.σ
z ) = �L.σhLσ (z)

, où ∗RG.σL.σ désigne la
restriction de Harish-Chandra généralisée aux groupes non connexes comme dans[4].

Relation avec les éléments réguliers. –

DÉFINITION 4.3. – Soity un élément d’un groupe réductif non connexeH . Alors,y est dit régulier dans
H si et seulement si la dimension de son centralisateur dansH 0 est minimale dansH 0.y.

DÉFINITION 4.4. – Lorsqueσ est semi-simple, on appelle élément pseudo-unipotent deG.σ tout
conjugué sousG d’un élément deU.σ .

PROPOSITION 4.5. –
(i) Le dual de toute représentation de Gelfand–Graev deGF .σ est nul en dehors des éléments

unipotents réguliers lorsqueσ est unipotent.
(ii) Le dual de toute représentation de Gelfand–Graev deGF .σ est nul en dehors des éléments réguliers

pseudo-unipotents rationnels lorsqueσ est semi-simple.
(iii) Dans les deux cas, on a〈�G.σz , (−1)|�/τ×σ | DG.σ �G.σz′ 〉GF .σ = |Z((Gσ )F )|δz,z′ , où DG.σ désigne

la dualité de Curtis généralisée aux groupes non connexes comme dans[4].

5. Valeurs des fonctions deσ -classes sur les éléments réguliers unipotents ou pseudo-unipotents

On suppose queσ est rationnel quasi-central unipotent ou semi-simple. On choisitu0 ∈UF tel queu0.σ

soit régulier. On noteZ l’ensemble desz deH1(F,Z(Gσ )) tels qu’il existet ∈ T σ pour lequelt−1F(t) ∈ z.
Si σ est unipotent, on aZ = H1(F,Z(Gσ )).

Pour toutz ∈ H1(F,Z(Gσ )), soit t ∈ T tel quet−1F(t) ∈ z. On définit l’ensembleUz = {x.σ ∈GF .σ |
x.σ �GF

t(u0U
∗.σ )}, définition qui est indépendante du choix det . Les ensemblesUz sont disjoints et la

réunion desUz est l’ensemble des éléments réguliers unipotents (resp. pseudo-unipotents) deGF .σ lorsque
σ est unipotent (resp. semi-simple). Siσ est semi-simple et si la caractéristique est bonne pour(Gσ )0, alors
chaqueUz est une classe de conjugaison sousGF .

DÉFINITION 5.1. – Pour toutz ∈Z, on note�z la (T σ )F -orbite detχ1, oùt ∈ T σ est tel quet−1F(t) ∈ z
et on pose

σz =
∑
χ∈�z

χ̃(u0.σ ).
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La définition ci-dessus généralise celle des coefficientsσz qui ont été définis dans [2] (définition 3.4) et
dans [3] (définition 14.34) dans le cadre des groupes réductifs connexes. Les coefficientsσz deG.σ peuvent
s’exprimer en fonction des coefficientsσz analogues pour le groupe réductif connexe(Gσ )0.

THÉORÈME 5.2. –
(i) Soitχ̃ un caractère dẽGF dont la restriction àGF est irréductible, et soitz ∈ H1(F,Z(Gσ )), alors,

avec les notations ci-dessus,

|Uz|−1
∑
u.σ∈Uz

χ(u.σ )= (−1)|(�/σ)/τ |
∑

{z′∈H1(F,Z(Gσ ))|z−1z′∈Z}
σz−1z′

〈
DG.σ (χ),�

G.σ
z′

〉
GF .σ

.

(ii) On a 〈∑z �
G.σ
z ;∑

z �
G.σ
z 〉GF .σ = |H1(F,Z(Gσ ))||Z((Gσ )0)F |ql , où l est le rang semi-simple de

(Gσ )0, etz parcourtH1(F,Z(Gσ )).
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