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Note présentée par Jean-Michel Bismut.

Résumé Dans cette Note, on démontre l’existence de la limite adiabatique de la fonctionη(s) d’un
opérateur sur l’espace total d’une fibration au dessus deS1, construit à partir d’une famille
d’opérateurs différentiels inversibles d’ordre 1. Nous identifions cette limite à l’holonomie
d’une famille méromorphe de connexions dans le fibré trivial. Dans le même contexte,
la fonction ζ diverge. On donne une formule pour les deux premiers coefficients du
développement asymptotique. Le premier résultat reste vrai pour une famille non-inversible
si on se restreint às = 0. Dans le cas d’une famille d’opérateurs de Dirac, on retrouve la
formule d’holonomie de Bismut–Freed. Pour citer cet article : S. Moroianu, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. I 334 (2002) 131–134. 2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et
médicales Elsevier SAS

On the adiabatic limit of the eta and zeta functions

Abstract In this Note we prove the existence of the adiabatic limit of theη(s) function of an operator
on the total space of a fibration overS1, constructed from an invertible family of first-order
differential operators. We identify this limit as the holonomy of a meromorphic family of
connections in the trivial bundle. In the same context, theζ function diverges. We give a
formula for the first two terms of the asymptotic expansion. The first result remains true for
a non-invertible family if we restrict ourselves tos = 0. For a family of Dirac operators,
we retrieve the holonomy formula of Bismut–Freed. To cite this article: S. Moroianu, C.
R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 334 (2002) 131–134. 2002 Académie des sciences/Éditions
scientifiques et médicales Elsevier SAS

Soit N une variété compacte sans bord,E un fibré Hermitien surN et δ un opérateur différentiel
elliptique d’ordre 1 agissant sur les sections deE. Nous définissons la fonction zêta normalisée deδ par la
formule

ζ (δ, s) := �
(
s

2

) ∑
0�=λ∈Spec(δ∗δ)

|λ|−s/2 + dimker(δ).

Si δ est un opérateur auto-adjoint, on définit également

η(δ, s) := �((1+ s)/2)√
π

∑
0�=λ∈Spec(δ)

sgn(λ)|λ|−s + dimker(δ).
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Ces deux fonctions sont holomorphes dans le demi-plan{Re(s) > dimN}, et se prolongent analytiquement
à C avec des pôles simples aux entiersk � dimN . Nos définitions diffèrent des définitions usuelles par
des facteurs� qui seront essentiels pour assurer la validité de nos résultats en dehors des = 0. Par Atiyah,
Patodi et Singer [1], la fonctionη(δ, ·) est holomorphe ens = 0, et sa valeur en 0 coïncide avec l’invariantη.
Soulignons que nos résultats ne dépendent pas de la régularité de la fonctionη(δ, ·) ens = 0, sauf dans le
cas élémentaire oùN = S1.

SoitN une variété compacte, qui est l’espace total d’une fibration de base compacteM. Dans la suite,
nous considérons seulement la restriction de cette fibration à un cercle plongé dansM. On pourra donc
supposer queM = S1. Soit E = E+ ⊕ E− un fibré HermitienZ2-gradué surN , soit E = E+ ⊕ E−
le fibré Z2-gradué surS1, dont les fibres sont les sections dans la fibre deE = E+ ⊕ E−. SoitD une
famille C∞ d’opérateurs elliptiques d’ordre 1 paramétrée parS1, qui envoieE+ dansE−. Supposons fixée
une connexion sur la fibrationN → S1, une métriqueg sur les fibres, et des connexions Hermitiennes
∇ sur E±. PourY ∈ TxS1, soit Ỹ le relèvement horizontal deY . On considère l’opérateur différentiel
∇̃Y := ∇Ỹ + 1

4Tr(LỸ g), qui agit sur les sections deE surN . Ici Tr est la trace, etLỸ g est la dérivée de

Lie du tenseur verticalg, qui est tensorielle enY . Notons quẽ∇Y préserve le produit Hermitien L2 sur les
fibres.

Soit dσ 2 la métrique canonique de volume 2π sur S1 et soit∂σ le champ de vecteurs unitaires surS1

positivement orienté. Pourt > 0, soitδt l’opérateur autoadjoint agissant sur les sections deE surN

δt :=
[−ti∇̃∂σ D∗

D ti∇̃∂σ

]
. (1)

Un tel opérateur apparaît par exemple dans [2], où les fibres deN → S1 sont de dimension paire, orientées
et admettent une structure spin, oùE est le fibréZ2-gradué des spineurs de la fibre, et où la connexion∇
vient de la connexion de Levi-Civita. Dans ce cas,δt est l’opérateur de Dirac surN associé à la métrique

gNt := g + dσ2

t2
.

Nous souhaitons calculer la limite quandt → 0 des invariants spectraux définis précédemment. On dit
aussi qu’on prend la limite adiabatique de ces invariants.

Soitf (t, s) une famille de fonctions méromorphes ens ∈ C, qui est indexée part ∈ [0,∞). Nous dirons
quef (t, ·) converge versf (0, ·) quandt → 0 si pour touts ∈ C et toutk ∈ Z, le coefficient de Laurent
ck(t, s) def (t, ·) ens converge versck(0, s).

Notre premier résultat concerne la limite adiabatique de la fonctionζ (δt , s).

THÉORÈME 1. – Supposons que la famille {Dx}x∈S1 est inversible. Alors la famille de fonctions
méromorphes tζ (δt , s) converge vers 1√

π

∫
S1 ζ (D, s − 1)dσ . De plus, la famille ζ (δt , s) admet un

développement asymptotique en puissances de t quand t → 0, dont le terme constant s’annule.

Soit maintenant detD le fibré déterminant de la familleD. C’est un fibré en droites complexes surS1,
qui est donc trivial. Nous pouvons trouver une trivialisation de detD de la manière suivante (voir [2]) : il
existe des fibrés triviaux de dimension finieU+, U− surS1 et des morphismes de fibrésA12 : U+ → E−,
A21 : E+ →U−, A22 :U+ → U−, tels que la famille d’opérateurs

DU :=
[
D A12
A21 A22

]
soit inversible. Nous munissonsU± des connexions triviales.

Pour chaqueα > 0, soitVα := {x ∈ S1; α /∈ Spec(D∗D)}. Au dessus deVα soit E±
x = E±

x,<α ⊕ E±
x,>α

la décomposition deE±
x dans les sous-espaces engendrés par les sections propres deD∗D et deDD∗ ,

de valeur propre inférieure, respectivement supérieure àα. On peut alors demander qu’il existe un
recouvrementV de S1 par des ensemblesVα1, . . . , Vαk tels que pourx ∈ Vα ∈ V , DU soit égal àD sur
E+
x,>α, et queDU(E+

x,<α ⊕U+)= E−
x,<α ⊕U−.

132



Pour citer cet article : S. Moroianu, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 334 (2002) 131–134

Le fibré déterminant muni de la connexion de Bismut–Freed [2] est alors isomorphe au fibré trivial en
droites complexes, muni de la connexiond + A(0), oùA(0) est la régularisation ens = 0 de la famille
méromorphe de 1-formes

A(DU, s) := �
(

1+ s

2

)
Tr

(
(D∗

UDU )
−s/2D−1

U ∇̃(DU)
)
. (2)

Dans le cas oùD est inversible, nous obtenons une famille canoniqueA(D, s) en prenantU± = 0.

THÉORÈME 2. – Si D est inversible, alors la famille de fonctions méromorphes iπη(δt , s) admet un
développement de Taylor en t autour de t = 0, dont le premier terme est

∫
S1A(D, s).

Un calcul simple montre que le théorème précédent appliqué au coefficientc0(·,0) généralise pour toute
famille d’opérateurs différentiels elliptiques inversibles d’ordre 1 le théorème d’holonomie conjecturé en
[8] et prouvé dans [2] pour une famille d’opérateurs de Dirac. En effet, l’holonomie ded+A(0) n’est autre
que exp(− ∫

S1A(0)).
L’idée de la preuve des théorèmes 1 et 2 est d’utiliser l’algèbre d’opérateurs pseudo-différentiels

adiabatiques%a(N) [4,7]. Dans le cas non inversible, l’opérateurδUt , construit en remplaçantD parDU
dans (1), n’appartient pas à cette algèbre. On peut néanmoins trouver une perturbationδUt dans%a(N), et
montrer que le théorème reste vrai pour le coefficient constant autour des = 0. En effet,

∫
S1 c0(A(DU),0)

est bien défini modulo 2πiZ.

THÉORÈME 3. – Dans le cas non-inversible, la limite limt→0(exp(−iπc0(η(δt ),0))) est égale à
l’holonomie de la connexion de Bismut–Freed.

Esquisse de preuve. – Pour simplifier, on considère seulement le cas où la familleD est inversible. Soit
%a(N,E) l’algèbre des familles d’opérateurs indexés part ∈ [0,∞) de la formeP(t, x, y, tDx,Dy),
où x, y sont des coordonnées locales surS1, respectivement sur les fibres. La construction rigoureuse
de cette algèbre (voir [4]) est réalisée dans le cadre du programme de Melrose [5]. En l’occurence,δt
appartient à cette algèbreen tant qu’opérateur inversible, y compris pourt = 0. Cette algèbre admet
deux filtrations, l’une par l’ordre opératoriel et l’autre par le négatif de l’ordre d’annulation ent = 0.
Soit Q ∈ %1,0

a (N) un opérateur positif. Alors la famille des puissances complexesQs appartient à
%s,0a (N) pour touts ∈ C [3,7]. De plus, siA(s) est une famille entière d’opérateurs adiabatiques, alors
Tr(Q−sA(s)) ∈ t−1C∞([0,∞),M), où parM nous désignons l’espace des fonctions méromorphes avec
des pôles simples en dim(N),dim(N)− 1, . . . .

Le quotient%Z,0
a (N)/%Z,−∞

a (N) est isomorphe (non canoniquement) à l’espace des séries formelles
A = ∑∞

i=0 t
iAi(x, y, τ,Dy) de familles surS1 d’opérateurs suspendus au sens de Melrose [6], munies

d’une déformation du produit fibre à fibre :

A ∗B =AB + it ∂A
∂τ

∇̃∂σ B + O
(
t2

)
. (3)

De plus, siP ∈%−dim(N)−ε,0
a (N) admet le développementP ∼ ∑∞

i=0 t
iPi , alors

Tr(P )∼t→0

∞∑
i=0

∫
T ∗S1

t i Trv(Pi)
dτ ∧ dσ

2πt
,

où Trv désigne la trace sur les fibres, et dτ ∧ dσ est la forme symplectique canonique surT ∗S1. On écrit
maintenant

δt ∼t→0

[−τ D∗
D τ

]
, δ2

t ∼t→0

[
D∗D+ τ2 −it∇̃∂σ (D∗)
it∇̃∂σ (D) DD∗ + τ2

]
et donc
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η(δt , s)= �((1+ s)/2)√
π

Tr
((
δ2
t

)−(s+1)/2
δt

)

∼t→0
�((1 + s)/2)√

π

1

2πt

∫
T ∗S1

Trv

([
D∗D + τ2 −it∇̃∂σ (D∗)
it∇̃∂σ (D) DD∗ + τ2

]−(s+1)/2[−τ D∗
D τ

])
dτ ∧ dσ,

tous les produits étant pris dans le sens de (3). De la même manière,

ζ (δt , s)= �
(
s

2

)
Tr

((
δ2)−s/2) ∼t→0 �

(
s

2

)
1

2πt

∫
T ∗S1

Trv

[
D∗D + τ2 −it∇̃∂σ (D∗)
it∇̃∂σ (D) DD∗ + τ2

]−s/2
dτ ∧ dσ.

Ces formules montrent que les fonctionsη et ζ admettent des développements asymptotiques verst = 0
avec un terme singuliert−1. Notons l’identité

f (s) :=
∫

R

(
1+ τ2)−s dτ =

√
π�(s − 1/2)

�(s)
. (4)

Le coefficient det−1 dansζ (δt , s) est

�(s/2)

π
f

(
s

2

)∫
S1

Tr
(
D∗D

)−(s−1)/2
dσ,

donc par (4) on obtient la formule du théorème 1. Passons maintenant àη(δt , s). Il est clair que
Trv(D∗D+ τ2)−(s+1)/2τ = Trv(DD∗ + τ2)−(s+1)/2τ , donc le terme divergent s’annule. Le terme constant
se réduit à

2
�((1+ s)/2)√

π

1

2πt

∫
T ∗S1

Trv

(
− s + 1

2

(
DD∗ + τ2)−(s+3)/2

it∇̃∂σ (D)D∗
)

dτ ∧ dσ

= i�((1+ s)/2)(−s − 1)f ((s + 3)/2)

2π3/2

∫
S1

Trv
(
(D∗D)−s/2D−1∇̃∂σ (D)

)
dσ.

En utilisant (4), la dernière expression donne le théorème 2.✷
Les démonstrations complètes des résultats annoncés ci-dessus paraîtront ultérieurement.
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