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Résumé La méthode du complément singulier, développée afin de résoudre les équations de
Maxwell dans des domaines non convexes (cf. [5,2] pour des domaines bidimensionnels
en absence et en présence de charges, [3] pour des domaines axisymétriques), est basée
sur une décomposition orthogonale de I'espace des solutions. Aprés avoir rappelé les
résultats classiques de régularité dans des domaines lipschitziens, nous donnons plusieurs
résultats de régularité en espace et en temps de la solution et de ses composantes, qui sont
valables dans plusieurs géométries effectivement utilisées en calcul numé&aqueiter
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Space-time regularity of the solution to Maxwell’s equationsin
non-convex domains

Abstract The Singular Complement Method, developed in order to solve Maxwell’s equations in
non-convex domains (cf. [5,2] for two-dimensional domains in absence and in presence
of charges, [3] for axisymmetric domains), is based on an orthogonal decomposition of
the space of solutions. After recalling the classical regularity results in Lipschitz domains,
we give several results of space and time regularity of the solution and of its components,
which are valid for several geometries effectively used for numerical computaliooge
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Abridged English version

The resolution of Maxwell's equations (1), (2) for industrial applications demands the development
of numerical methods taking into account the complex geometry of the dofaand/or the lack of
space regularity of the solution, due to the presence of geometrical singularities (reentrant corners, edges,
polyhedral or conical vertices) on its bounddry The Singular Complement Method (SCM) [2,3,5]
addresses the issue by an orthogonal splitting (see also the orthogonal singular field method [8]) of
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the spaces of electric and magnetic fieKis= {x € H(curl,div; 2), x x v=0o0onT} andY ={y e

H(curl,div; Q),y-v=0o0nT}, into X = X tﬁ Xs, Y=Ypg ?é Y. The regular partXz = X N HY(Q),
Yz = Y NHL(Q) have the regularity expected for a convex or‘adBmain; they are approximated by nodal
finite elements. The singular paits, Y s need some special representation.

Using the SCM for solving time-dependent problems requires that we know the time regularity of the
solution and of its regular and singular parts. Indeed, the SCM actually solves a second-order variational
problem, partly decoupled between the electric and magnetic fields, instead of the coupled, first-order
system (1), (2). It is thus necessary that the two formulations be equivalent, which is true for “sufficiently
regular” solutions—typicallyE, B) € C9(0, T; X x Y)NCL(0, T; L2(2) x L2(2)). This kind of regularity
can be proven—for any Lipschitz domain, under quite reasonable assumptions on the data—by the semi-
group theory (Theorem 2.1) or by the Lions—Magenes variational theory (Theorem 3.1).

Hence, one can split the solution into regular and singular p&ts: = Ez(¢) + Es(¢), B(¥) =
Bz () + Bs(¢); and there hold<Eg, Bg) € C°(0, T; Xz x Yg) and(Eg, Bs) € C°(0, T; X5 x Ys).

The implementation of the SCM is most convenient when the Maxwell problem can be reduced to a two-
dimensional situation, i.e., when there is a symmetry of translation or revolution. In this case, the knowledge
of the singular part of the solution is equivalent to that of a finite number of singularity coefficdérigs 3]
and equation (9)). Besides, the SCM allows one to prove more precise space and time regularity results:
the singularity coefficients have £€¢ time regularity, and the whole of the solution is shown to belong
to CO%~(0, T; H~¢'(Q)), Ve, ¢’ > 0, where the limiting exponents ands depend only on the aperture
angles at the geometrical singularities (see Theorems 5.1 and 5.2). These results stem from similar features
of the solution to the wave equation (or to similar hyperbolic equations) in a two-dimensional domain [7].

0. Introduction

La résolution des équations de Maxwell nécessite le développement, pour certaines applications
industrielles ¢f. [5]), de méthodes numériques originales, prenant en compte de maniére précise la
complexité de la géométrie du domaine d’étude et/ou le manque de régularité en espace de la solution, di a
la présence de singularités géométriques (coins, arétes, sommets polyédriques ou coniques rentrants). Dans
cette problématique, la méthode du complement singulier (MCS) repose sur une décomposition orthogonale
(voir également la méthode orthogonale des champs singuliers [8]) de la solution en deux parties : I'une,
réguliére en espace (i1, qui est la régularité attendue dans le cas d’ouverts convexes ou a froritjgre C
est approchée par éléments finis nodaux; I'autre, singuliere, nécessite un traitement particulier. Si I'on
désire utiliser la MCS pour résoudre des problémes instationnaires, on doit également étudier I'effet de
la décomposition en espace sur la régularité en temps des parties réguliere et singuliere de la solution.
En effet, les équations de Maxwell classiques (du premier ordre en temps) couplent les champs électrique
et magnétique, tandis que la méthode numérique repose sur une formulation variationnelle, partiellement
découplée, du second ordre en temps. On cherche alors la régularité des champs nécessaire pour qu'une
telle formulation soit bien posée. On donnera donc des résultats de régularité sur la solution totale ainsi que
sur ses parties réguliéres et singuliéres.

1. Probleme modéle, potentiels et choix delajauge

Soit Q un ouvert borné d&2 simplement connexe et non convexe, de frontiére lipschitzi€hr@n
appellev le vecteur sortant normal unitairda On introduit les espaces de Hilbert suivants :

X = {xeH(rot,div; 2), x x v=0surl'}, Y ={yeH(ot,div;Q), y-v=0surl'},

V = Ho(rot; 2) N H(divO; ), W = H(rot; ) N Ho(div0; Q).
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Les équations de Maxwell du premier ordre en temps s’écrivent alors, pour tou :
Trouver(E, B) € (X x Y) tels que

OE®) _ c’rotB(t) = —;J(t), % +rotE(t) =0 dansQx]0, T|, (1)
0
(divE, divB) = <€£ 0> dansQx]0, T, (E,B)(0) = (Eg, Bg) dansf. (2)
0

Pour que ce probléme soit bien posé, il faut que I'équation de conservation soit vérifiée :

divJ() + ? =0 dans2x]0, T|. 3)

De divB =0 etrot E = —9,B, on déduit I'existence d& ¢ H(l)(Q) etA e Hp(rot; ) tels que :

oA(t
B(r) =rotA(r), E(t)=—gradV () — af ). 4)
Ces équations ne suffisant pas a déterminer les potentiels sdalatreecteurA, il existe deux choix de
jauge classiques. Ljauge de Coulombonsiste a imposer di&(¢) = 0, lajauge de Lorentanpose

. 10V(r)
divA(r — =0.
v ()+c2 »

®)

2. Application delathéorie des semi-groupes aux équations de Maxwell du premier ordre en temps

THEOREME 2.1. —Sous les hypothésds C2(0, T; H(div; 2)) NCL(0, T; L3(2)) et (Eo, Bo) € X x Y,
les équationg1), (2) admettent une unique solutigiE, B) € C°(0, T; X x Y) N CYO, T; H(div; ) x
Ho(div; ©)). De plus, sidivEg = p(0)/eo, divBg = 0 et (3) est vérifiée, alors la solution vérifie
divE € CL(0, T; L2(2)). Sous les hypothésds CL(0, T; L2(S2)) et (Eg, Bg) € Ho(rot; Q) x H(rot; ),
les équations(1), (2) admettent une unique solutioE, B) € CO(0, T; Ho(rot; ) x H(rot; 2)) N
CL0, T; L2(Q) x L2(2)). De plus, sip € CO(0, T; L2(2)) est tel qug3) est vérifiée au sens d@’(0, T),
et sidivEq = p(0)/eo, divBg = 0 dans, alors (E, B) € C°(0, T; H(div; ©2)) x C1(0, T'; Ho(div; )).

Remarquel. — Dans [1], les auteurs ont montré quepsk 0, J € C°(0, T; H(div0; Q)) et (Eg, Bo) €
V x W, alors(E, B) € CO(0, T; V x W) N CL(0, T; H(div; ) x Ho(div; 2)).

La démonstration des trois résultats précédents est basée sur I'existence d’un semi-groupe (de contraction
ou unitaire @) engendré par I'opérateur de Maxwell suivant :

0 —crot
A_(crot 0 >

La principale difficulté de la démonstration réside a montrer la densité du domaide(dest-a-dire
X x Y, Hp(rot; Q) x H(rot; Q) etV x W) dans I'espace fonctionnel du second memir®) (c’est-a-dire
respectivement dartd(div; ) x Ho(div; ), L2(Q) x L?(Q) et H(div0; ©2) x Ho(div0; £2)). On utilise
ensuite le théoréeme de Hille-Phillips ou la réciproque du théoréme de Stmn®@utray et Lions [6]).
Parallelement, on considére (4),(5) comme un probléme d’évolutidA Vi) associé a I'opérateur

_( 0 cgrad
A_(cdiv 0 >

Deés que I'une des hypothéses sur les données du théoréme 2.1 est vérifieeeeB)uest effectivement
la solution de (1), (2), un raisonnement trés semblable montre la consistangaulgelae Lorentz

En effet, en définissant I'espack = {x € X,rotx € Y}, on a (A, V) € C%0, T; A x H}(Q) N
CL0, T; Ho(rot; ) x L2(Q)). Lajauge de Lorentast souvent utilisée en physique théorique; pour ce
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travail, on utilisela jauge de Coulomtelle est plus adaptée car la décompositioed#ans (4) s'identifie
alors a une décomposition de Hodge (ou de Helmholtz), &rsiV¢ + Ey ou ¢ € H(lJ(Q) etEy e V.

3. Application delathéorie de Lions-M agenes aux équations de Maxwell du second ordre en temps
THEOREME 3.1.—-Sous les hypothésed € HL(0, T'; H(div; 2)), divEg = p(0)/¢0, divBg = 0 dans$2
et (3) est vérifiée, le probleme de Maxwell du second ordre en temps suivant
Trouver(E, B) € C°(0, T; X x Y) N CL(0, T; H(div; ) x Ho(div; ©)) telles que

9%E 19J

Eq. de Maxwell — +c?rotrotE=———dansL?(0, T; X'), 6
g 312 te €0 Ot ( ) ©)
3°B 1
— +c?rotrotB= —rotJ dansL?(0,7,Y’). (7)
ot2 &0
Contraintes  divE =2 dansH?(0, T;L%(©2)) et divB=0 dansC'(0, T;L%()).
€0
C. initiales: E(0) = Eg, B(0) = Bp,
oE ) 1 2B
— =E1=c“rotBg — —J(0), — =B1 = —rotEo,
ot =0 €0 ot =0

est bien posé. De plus, ce systeme est équivalent au systeme de Maxwell du premier ordre en temps.

Pour démontrer ce théoréme, on fait les hypothéses minimales de régalBrgéD’ (0, T; L3(2)),
E € D'(0, T; Ho(rot; Q)) et J € D'(0, T; L2(RQ)), afin d’obtenir les équations de Maxwédibles du
second ordre dans D’(0, T; Ho(rot; €2)) pour (6) et dansD’(0, T; H(rot; )) pour (7). Certaines
hypothéses supplémentaires sur les données permettent ensuite de mettre la formulation faible du second
ordre sous une forme variationnelle équivalente. La théorie de Lions—Magenes [9] permet alors d’établir
I'existence et I'unicité du probléme du second ordre en temps. On en conclut I'équivalence entre le systéeme
du premier ordre en temps et celui du deuxiéme ordre en temps. Le point clé de la démonstration est encore
le choix des espaces x Y qui est dense dand(div; Q) x Ho(div; ), il est ainsi possible de choisir ce
dernier espace comme espace pivot, de l'identifier a son dual et de le plonger dans leXlua¥de

4. Décomposition en partiesréguliéreet singuliéreet régularité C° en temps

On définit les espacegégularisésX , Y x comme l'intersection aveld(2) des espaces naturéls Y.
Dans la plupart des géométries (polygones et polyedres courbes, domaines axisymétriquee{ix
sont fermés dans les espaces naturels. On considére donc les décompositions orthogonales suivantes :
1x 1y
X =Xgr & Xg, Y=Yr® Y.
En appliquant respectivement, B)(¢) ces décompositions en espace, on a:
(E,B)(t) = (Eg, BR)(t) + (Es,Bs)(t) OU(Eg,Bgr)(t) € Xg x Yg, (Es,Bs)(1) eXgx Ys.  (8)
En identifiant la somme directe orthogonale d’espaces et le produit d’espaces, grace a la bicontinuité des
applications qui respectivemenEdyr) associqEg, Es) () et aB(¢) associgBg, Bs)(¢), on en déduit :
PROPOSITION 4.1. —Sous les hypothéses du théore&ri on a:
(Er,Br) €C%0,T; Xz x Yg) et (Es,Bs)eC0,T;XsxYs).
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5. Précisionsdesreésultatsderégularité selon le domaine considéré

5.1. Casd’un domaine cylindrique

On suppose ici que le domairfe= » x R, ol w est un polygone plan (éventuellement curviligne),
les sourcegp, J) et les conditions initialesEg, Bg) sont invariants par translation selon la direction
D’apres le principe de Curie, il en est de méme pour la solutierB). Ainsi, sous les hypothéses du
théoréme 3.1, on vérifie que le systeme (1), (2) se réécrit sous la forme de deux systémes du premier ordre
en temps : les modéBE d'inconnue(E, , B;) et TM d’inconnue(B_, E;), ou I'on note parE,,B, ) les
deux premieres composantes du champ électromagnétique tridimensionnel. Ef'netant R etv, 7 la
normale et tangenteja:

. oE 1 0B
le modeTE s’écrit =L 2rot B,=——1J,, — 4 rotE; =0 dansw,
ot &0 ot
divELzﬁ dansow, Ei-T=0 sury.
€0
. B oF 1
Et le modeTM s’écrit = 4rot E,=0, —* _¢?rotB, = ——J, dansw,
ot ot £0
divB; =0 dansw, B, -v=0 sury.

Des résultats de régularité analogues a ceux du théoréme 2.1 et 3.1 sont encore vé(iEiespay. De
plus, les mode3E et TM se réécrivent sous la forme de systémes du second ordre en temps;)
est alors solution d’une équation des ondes et donc, sous les hypotéses du théoreme 3.1 et si les données
initiales (E-o, B;0) € Hj(w) x (Hi(w) N L3(w)), alors(E;, B;) € C%(0, T; H(w) x (H(w) N L3(w)) N
CL(0, T; L%(w) x L3(w)). En ce sens, cette composante du champégstiére
Dans ce cadreXs etY s sont de dimension finie (égale:g, le nombre de coins rentrants decf. [2]) ;
sil'on notex’g* (resp.y’g*) la k-ieme fonction de base d€s (resp.Y g) associée ak-i€me coin rentrant,
alors la décomposition (8) s’écrit, avee= (x, y) les deux premiéres composants d’espace :

dimXg dimYg
Ert:n=Er@t:n)+ > kX, (), B =Br(t,1N)+ Y &OYs,(1). Q)
k=1 k=1

Larégularité en espace des champs ne dépend que de cet@cﬁy’g* ; la régularité en temps dépend de
celle de(Eg, Bg)(¢) et des coefficients, (¢) et & (¢). On noter /ay I'angle auk-iéme coin rentrant avec
% < ai < 1 etamin tamax e minimum et le maximum dag,, 1<k <nc.
THEOREME 5.1. —Sous les hypothéses du théorérie pour toutk, 1 <k <n¢, on a:
K € CO1=%=¢(0, T; R) NH¥27% (0, T; R), Ve > 0.
De plus, siJ; € L2(0, T; H(w)), alors:
g € COT® =20, T; R) NH¥?~%(0, T; R), Ve > 0.
Et:

(E1,By) € COLamace (g T; Hamin—¢' () x Hmin~¢'()), Ve, &' > 0.

Pour démontrer ces résultats, on utilise la décomposition de Hodge appliguéB a afin de se ramener
a I'étude d’'une équation des ondes dans le domaine bidimensionnel singulzette étude ayant été
réalisée par Grisvard dans [7], la conclusion s’en déduit en utilisant des relations entre les fonctions de base
des différents espaces singuliers mis en #L{2]).
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5.2. Casd’'un domaine axisymétrique

On suppose maintenant que le domaihest axisymétrique et présente des arétes circulaires gdont
sont rentrantes et les autres saillantes), et des points coniques, tel que l'intersefiaveteun demi-plan
méridien est un polygone (comme dans [3,4]). On dit qu’'un sommet coniquepshtusi et seulement
Si son ouverture est supérieure a la valeys, ~ 130°43 définie parPy/2(cost/Bs) = 0, ou P, désigne
la fonction de Legendre. Soitp le nombre de sommets pointus.

Si les sources et les conditions initiales sont axisymétriques, il en est de méme de la $BlBipron a
une situation bidimensionnelle (découplage des composantes méridigénret/, €. + U, €, et azimutales
Uy = Uy cf. [3,4]) et les résultats du paragraphe précédent restent qualitativement valables.

La dimension deY s est égale a4 ; la fonction de basq’fg* est associée a le-iéme aréte rentrante,
d’ouverturer /oy avec% < ay < 1. Ladimension d& g est égale &4 + np ; la fonction de bas&’g* est
associée a une aréte rentrante d’ouveriyg, ou a un sommet pointu d’ouvertute gy, avec 1< B < Bi.
La décomposition (9) reste valable, pady; qui joue le rdle deJ; . Enfin, pour chaque sommet pointu on
définity, comme l'uniquev €10, 1/2[ tel queP, (cosr/Bi) = 0. On note alorgmin etomax le minimum et
le maximum de I'ensembligyy, 1<k <nga; v +1/2, 1<k <np}.

THEOREME 5.2. —Sous les hypothéses du théor&rie pour I'aréte rentrantek, 1 < k < ny4, resp. pour
le sommet pointé, 1<k <np,0na:

kp € COT%=¢(0, T: R), resp. ki€ COY2%=¢, T;R), Ve> 0.
De plus, silp € L2(0, T; H}(R)), alors:
£ € CO1®=¢(0, T; R), Ve >0.
Et le champ électromagnétique axisymétrique, tridimensionnel, vérifie
(E, B) € COLomae (0, T; Homin=¢' (Q)) x CO1-amae (0, T; Hmin=¢'(Q)), Ve, &’ > 0.

La démonstration de ces résultats est semblable a celle du théoréme 5.1. L'équation des ondes standard
est ici remplacée par une équation modifiée dana laquelle les résultats de Grisvard [7] se transposent
moyennant le remplacement des espaces de Sobolev habituels par des espaces a poids.
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