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Résumé Nous montrons l’existence de langues d’Arnol’d pour certaines classes de difféomorphis-
mes de l’anneau déviant la verticale. Dans le domaine dissipatif, nous en déduisons une
estimation sur les tailles de l’attracteur de Birkhoff et de l’ensemble de rotation. Pour citer
cet article : S. Crovisier, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 334 (2002) 47–52. 2002 Académie
des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Generalized Arnol’d tongues for twist maps of the annulus

Abstract We show that some twist maps of the annulus exhibit Arnol’d tongues. In the dissipative
case we get an estimate for the size of the rotation set. To cite this article: S. Crovisier,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 334 (2002) 47–52. 2002 Académie des sciences/Éditions
scientifiques et médicales Elsevier SAS

Abridged English version

In order to study the rotation number of families of circle diffeomorphisms, V. Arnol’d introduced in [1]
the following family onR/Z:

x �→ x + a sin(2πx) + ω.

The set of parameters which have a fixed rotation number was described as a tongue. P. Boyland extended
in [2] this result to circle endomorphisms (a > 1

2π ) and in this note we are aimed to generalize it to twist
maps.

We consider here the annulusA = R/Z × R, its universal coveringπ : R2 → A and the projection
p1 : (x, y) �→ x defined onR2 or A. The fattened Arnol’d family(Fb,a,ω) is a family of diffeomorphisms
of A defined by their lifts(F̃b,a,ω) on R2:

F̃b,a,ω : (x, y) �→ (
x + a sin(2πx)+ ω + y, b

(
a sin(2πx)+ ω + y

))
.

The parametersb,ω are taken in]0,1] andR respectively. The parametera is chosen larger than a constant
aB > 0. Note that our results are satisfied by more general twist maps families.
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Recall that an invariant compact subset� ⊂ A is well-ordered forFb,a,ω if p1 is injective on� and if
the order onπ−1(�) defined byp1 is preserved bỹFb,a,ω. A rotation number is then associated to� and
we noteR(F̃b,a,ω) the set of rotation numbers of well-ordered sets ofFb,a,ω (see[5] for details). J. Mather
defined in [7] the twist number for any periodic orbit. An orbit whose twist number is 0 will be called
twist-free.

THEOREM 0.1. –For any0< b � 1, a > aB andρ ∈ R, there exists an interval[ω−
ρ ,ω+

ρ ] such that

ρ ∈ R
(
F̃b,a,ω

) ⇔ ω ∈ [
ω−
ρ ,ω+

ρ

]
.

The set of parameters(b, a,ω) such thatR(F̃b,a,ω) containsρ is theArnol’d tongueassociated toρ.
The curves(b, a) �→ ω±

ρ (ρ ∈ R) are Lipschitz and for anyρ,ρ′ ∈ R, the graphs of(b, a) �→ ω−
ρ and

(b, a) �→ ω+
ρ′ are transversal.

For anyp/q ∈ Q andω ∈ [ω−
p/q,ω

+
p/q ] their exists a unique well-ordered twist-free periodic orbitO(z)

whose rotation number isp/q and such that one eigenvalue ofDF
q
b,a,ω(z) is larger or equal to 1. It is called

the positive orbitfor the numberp/q . This orbit can be followed on the tongue, is hyperbolic of saddle
type when the parameters belong to the interior of the tongue and bifurcates otherwise.

We also tried to describe the parameters such thatp/q belongs to the boundary ofR(F̃b,a,ω):

THEOREM 0.2. –For any0< b < 1, a > aB andp/q ∈ Q, there existŝω−
p/q < ω̂+

p/q in ]ω−
ρ ,ω+

ρ [ such
that
1. for someη > 0 and anyω ∈ [ω−

p/q, ω̂
−
p/q ] (resp.[ω̂+

p/q,ω
+
p/q ]),

R
(
F̃b,a,ω

) ∩
[
p

q
,
p

q
+ η

]
=

{
p

q

}
(resp.R

(
F̃b,a,ω) ∩

[
p

q
− η,

p

q

]
=

{
p

q

}
);

2. for anyω ∈]ω̂−
p/q,ω

+
p/q − 6] (resp.[ω−

p/q + 6, ω̂+
p/q [ ), there is someη > 0 such that

[
p

q
,
p

q
+ η

]
⊂R

(
F̃b,a,ω

)
(resp.

[
p

q
− η,

p

q

]
⊂R

(
F̃b,a,ω

)
).

The parameterŝω−
p/q and ω̂+

p/q are associated to homoclinic bifurcations of the positive orbit for the
numberp/q .

In addition to the geometrical theory developped by P. Le Calvez, the proofs require two main tools:
we first remark that the local invariant manifolds of twist-free periodic orbits are graphs over the first
coordinate. Then we use the Schwarzian derivative to control the geometry of these manifolds.

As a corollary we finish by giving an estimate on the size of the rotation set:

PROPOSITION 0.1. –For any parameters0< b < 1 anda > aB ,[
am+ ω + 3

1− b
,
aM + ω − 3

1− b

]
⊂R

(
F̃b,a,ω

) ⊂
[
am+ ω − 1

1− b
,
aM + ω + 1

1− b

]
.

Comme modèle pour étudier le nombre de rotation des familles de difféomorphismes du cercle,
V. Arnol’d a introduit dans [1] la famillefa,ω : R/Z → R/Z,

x �→ x + a sin(2πx)+ ω, 0< a <
1

2π
.

48



Pour citer cet article : S. Crovisier, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 334 (2002) 47–52

L’ensemble des paramètres pour lesquels le nombre de rotation prend une valeur donnée est une langue
bordée par deux courbes lisses. Ce résultat a été généralisé par P. Boyland (voir [2]) aux endomorphismes
bimodaux du cercle (a > 1

2π ). Dans cette Note, nous souhaitons présenter une description analogue pour
une famille de difféomorphismes de l’anneau déviant la verticale (la famille d’Arnol’d épaissie) :

(x, y) �→ (
x + a sin(2πx) + ω + y, b

(
a sin(2πx)+ ω + y

))
.

Nous nous intéressons aux grandes valeurs du paramètrea. Remarquons que l’on retrouve la famille
d’Arnol’d du cercle en faisant tendreb vers 0.

Une exposition détaillée de ce travail se trouve dans [3]. Nous nous appuyons sur la théorie des
applications de l’anneau déviant la verticale et des attracteurs de Birkhoff développée par P. Le Calvez
(voir [5]).

1. Notations et définitions

On considère l’anneauA = R/Z × R, son revêtement universelπ : R2 → A et on définit surA ou R2 la
projectionp1 : (x, y) �→ x. On dit qu’un difféomorphismeF deA, isotope à l’identité, dévie la verticale
à droite si pour toutx ∈ R les applicationsy �→ p1 ◦ F̃ (x, y) et y �→ p1 ◦ F̃−1(x, y), où F̃ est un relevé
deF àR2, sont des difféomorphismes deR respectivement croissant et décroissant. Nous noteronsD̃V(A)

l’ensemble des relèvements àR2 des difféomorphismes deA déviant la verticale à droite. Si l’on fixe un
difféomorphisme de l’anneau, nous désignerons parO(z) l’orbite d’un pointz ∈ A.

Soit F̃ ∈ D̃V(A) relevant une applicationF de A. Une partie compacte invariante� de A est bien
ordonnée sip1 est injective sur� et si l’ordre défini parp1 sur π−1(�) est préservé par̃F . On lui
associe alors un unique réel appelé nombre de rotation de�. L’ensembleR(F̃ ) des nombres de rotation
des ensembles bien ordonnés deF̃ est un fermé deR. Nous renvoyons à [5] pour un panorama de cette
théorie.

Un compact connexe� de A sépareA si A \ � possède deux composantes connexes non bornées.
Supposons qu’il existe 0< b < 1 etK > 0 tels que|det(F )| � b < 1 (F est dissipative) et

F
(
R/Z × [−K,K]) ⊂ R/Z×]−K,K[ .

Il existe alors pour l’inclusion un plus petit compact connexe invariant séparantA : l’attracteur de Birkhoff
deF .

Une application de l’anneauF estbimodales’il existe un relevé̃Fb,a,ω ∈ D̃V(A) de la forme :

F̃b,a,ω : (x, y) �→ (
x + aϕ1(x)+ ω + y, b

(
aϕ1(x) + ω + y

))
,

oùϕ1 : R/Z → R, de classeC3, vérifie les hypothèses suivantes :
– Sa dérivée schwarzienne est négative :∀x, Dϕ1(x) �= 0⇒ D3ϕ1(x)Dϕ1(x)− (D2ϕ1(x))

2 < 0.
– Elle possède exactement deux points critiquesc et c′. De plus,D2ϕ1(c) > 0 etD2ϕ1(c

′) < 0.
Le paramètre de rotationω appartient àR. Le jacobienb sera strictement positif. Notons que l’on peut se

ramener par conjugaison au cas 0< b � 1. Le paramètre de non-linéaritéa sera choisi suffisamment grand
(a > aB oùaB > 0 est une constante qui dépend deϕ1). On noteram = ϕ1(c) etM = ϕ1(c

′).
Lorsque 0< b < 1, il est facile de vérifier queFb,a,ω possède un attracteur de Birkhoff.

2. Orbites de torsion nulle

Le nombre de torsion (twist number) d’une orbite périodiqueO(z) pour les applications déviant la
verticale a été introduit dans [7]. En particulier siO(z) est hyperbolique selle et de torsion nulle, ses variétés
invariantes sont localement des graphes au voisinage dez. Adaptant un argument de [4], on montre :
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PROPOSITION 2.1. –Soit F̃ ∈ D̃V(A). Pour toutρ ∈ R(F̃ ) ∩ Q, F̃ possède une orbite périodique bien
ordonnée de torsion nulle et de nombre de rotationρ.

3. Langues d’Arnol’d

Nous fixons dorénavant une famille d’applications bimodales(Fb,a,ω) relevées par(F̃b,a,ω).

THÉORÈME 3.1. – Pour tous0< b � 1, a > aB et toutp/q ∈ Q, il existe un intervalle[ω−
p/q,ω

+
p/q ] tel

que

p

q
∈ R

(
F̃b,a,ω

) ⇔ ω ∈ [
ω−
p/q,ω

+
p/q

]
.

Lorsqueω ∈ [ω−
p/q,ω

+
p/q ], Fb,a,ω possède exactement une orbite bien ordonnée périodiqueO(z) de nombre

de rotationp/q qui soit de torsion nulle et telle queDF
q
b,a,ω(z) ait une valeur propre supérieure ou égale

à 1. L’orbite O(z) varie continûment avecω. De plus, lorsqueω ∈]ω−
p/q,ω

+
p/q [, O(z) est hyperbolique

selle.

L’orbite O(z) est appeléeorbite bien ordonnée positivede nombrep/q . Pourω ∈ {ω−
p/q,ω

+
p/q}, elle

cesse d’être hyperbolique : si 0< b < 1, c’est une orbite selle-nœud mais, lorsqueb = 1, la bifurcation est
beaucoup plus dégénérée.

L’ensemble des paramètres(b, a,ω) pour lesquelsp/q appartient àR(F̃b,a,ω) est lalangue d’Arnol’d
associée au rationnelp/q . Les applications(b, a) �→ ω−

p/q, ω+
p/q définies sur]0,1]× {a, a > aB(ϕ1)} sont

lisses et décrivent le bord de la langue.
Un résultat de P. Le Calvez (voir [6]), lié auclosing lemma, permet de passer à la limite et de définir les

langues d’Arnol’d irrationnelles :

THÉORÈME 3.2. – Pour tous0< b � 1, a > aB etα ∈ R \ Q, il existe un intervalle[ω−
α ,ω+

α ] tel que

α ∈ R
(
F̃b,a,ω

) ⇔ ω ∈ [
ω−
α ,ω+

α

]
.

Les applications(b, a) �→ ω−
α , ω+

α sont lipschitziennes. De plusω−
α etω+

α sont caractérisés par:

ω−
α = lim inf

p/q→α
ω−
p/q, ω+

α = lim sup
p/q→α

ω+
p/q .

4. Bifurcations homoclines

Nous fixons des paramètres 0< b < 1, a > aB et un rationnelp/q sous forme irréductible. Pour
ω ∈ [ω−

p/q,ω
+
p/q ], l’orbite positive(zi) de nombrep/q sera indicée de la façon suivante : pour touti ∈ Z,

p1(zi) etp1(zi+1) sont deux points consécutifs dep1({zj , j ∈ Z}) sur le cercle. AinsiFb,a,ω(zi) = zi+p .
Pour touti, nous notons!s

i et!u
i les variétés stable et instable dezi . Deux branches!s−

i et!s+
i situées

respectivement à gauche et à droite dezi composent!s
i \ {zi}. Nous définissons de même!u−

i et !u+
i :

lorsqueω = ω−
p/q (resp.ω = ω+

p/q ), seule la branche centrale!u−
i (resp.!u+

i ) est bien définie. Nous

introduisonsGs
i , le sous-arc ouvert maximal de!s

i contenantzi et qui est un grapheC3 au-dessus de la
première coordonnée et les sous-arcs gauche et droit,Gs−

i etGs+
i . Nous définissons de même les graphes

Gu
i , Gu−

i etGu+
i .

La dynamiqueFb,a,ω : Gs
i → !s

i+p (resp.F−1
b,a,ω : Gu

i → !u
i−p) se projette alors parp1 en une application

de dérivée schwarzienne négative. Cet argument permet de montrer une grande rigidité de la géométrie des
variétés invariantes :

THÉORÈME 4.1. – Il existe des réels uniqueŝω−
p/q < ω̂+

p/q appartenant à]ω−
p/q,ω

+
p/q [, vérifiant:
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1. Pour toutω dans[ω−
p/q, ω̂

−
p/q [ (resp.]ω̂+

p/q,ω
+
p/q ]) et pour tout entieri, les variétés!u+

i et!s−
i+1 (resp.

!s+
i et!u−

i+1) sont disjointes. Plus précisément,

(⋃
i

!u
i

)
∩

(⋃
i

!s−
i

)
= ∅ (resp.

(⋃
i

!u
i

)
∩

(⋃
i

!s+
i

)
= ∅).

2. Pourω = ω̂−
p/q (resp.ω = ω̂+

p/q ), pour touti, les graphesGu+
i etGs−

i+1 (resp.Gs+
i etGu−

i+1) ont un point

de tangence quadratique,ζi . Pour touti, l’orbite deζi pourFq
b,a,ω est l’unique orbite homocline allant

dezi à zi+1 (resp. dezi+1 à zi ). Plus précisément,(
⋃

i !
u
i ) ∩ (

⋃
i !

s−
i ) (resp.(

⋃
i !

u
i ) ∩ (

⋃
i !

s+
i )) est

réduit exactement à l’orbite deζi par Fb,a,ω.
3. Pour toutω dans]ω̂−

p/q,ω
+
p/q −6[ (resp.]ω−

p/q +6, ω̂+
p/q[ ), et pour touti ∈ Z, les graphesGu+

i etGs−
i+1

(resp.Gs+
i etGu−

i+1) s’intersectent transversalement.
Les réelŝω−

p/q et ω̂+
p/q sont aussi caractérisés par̂ω−

p/q = limρ>p/q ω−
ρ (resp.ω̂+

p/q = limρ<p/q ω+
ρ ).

THÉORÈME 4.2. – Avec les hypothèses du théorème4.1,
1. il existeη > 0, tel que pour toutω dans[ω−

p/q, ω̂
−
p/q ] (resp.[ω̂+

p/q,ω
+
p/q ]),

R
(
F̃b,a,ω

) ∩
[
p

q
,
p

q
+ η

]
=

{
p

q

}
(resp.R

(
F̃b,a,ω

) ∩
[
p

q
− η,

p

q

]
=

{
p

q

}
);

2. pour toutω dans]ω̂−
p/q,ω

+
p/q − 6] (resp.[ω−

p/q + 6, ω̂+
p/q[ ), il existeη > 0 tel que

[
p

q
,
p

q
+ η

]
⊂R

(
F̃b,a,ω

)
(resp.

[
p

q
− η,

p

q

]
⊂R

(
F̃b,a,ω

)
).

5. Localisation des langues

Nous obtenons alors des bornes surω−
p/q etω+

p/q ainsi que sur l’ensemble de rotation.

PROPOSITION 5.1. – Pour tous0< b � 1, a > aB et pour tout réelρ,

∣∣ω−
ρ + aM − (1− b)ρ − 1

∣∣ � 2 (resp.
∣∣ω+

ρ + am − (1− b)ρ + 1
∣∣ � 2).

Lorsque0< b < 1,

[
am+ ω + 3

1− b
,
aM + ω − 3

1− b

]
⊂R

(
F̃b,a,ω

) ⊂
[
am+ ω − 1

1− b
,
aM + ω + 1

1− b

]
.

Les familles d’applications(b, a) �→ ω−
ρ (resp.(b, a) �→ ω+

ρ ) sont uniformément lipschitziennes. Pour
tousρ,ρ′ les graphes des applications(b, a) �→ ω−

ρ et (b, a) �→ ω+
ρ′ sont transverses :

PROPOSITION 5.2. –Pour tous0< b,b∗ < 1, pour tousa, a∗ > aB et pour toutρ ∈ R,

∣∣ω−
ρ

(
b∗, a∗) − ω−

ρ (b, a)+ (
a∗ − a

)
M + (

b∗ − b
)
ρ
∣∣ � 4

a

∣∣a∗ − a
∣∣ + ∣∣b∗ − b

∣∣,
∣∣ω+

ρ

(
b∗, a∗) − ω+

ρ (b, a)+ (
a∗ − a

)
m + (

b∗ − b
)
ρ
∣∣ � 4

a

∣∣a∗ − a
∣∣ + ∣∣b∗ − b

∣∣.
Pour finir, nous estimons la largeur de l’attracteur :
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PROPOSITION 5.3. – Pour touta > aB et lorsque0 < b < 1, l’attracteur de Birkhoff rencontre tout
cercle de la formeR/Z × {y} avec

y ∈
[

b

1− b
(am+ ω + 7),

b

1− b
(aM + ω − 7)

]
.

Par ailleurs, l’attracteur de Birkhoff est contenu dans l’anneauT1 × ]
b

1−b
(am + ω), b

1−b
(aM + ω)

[
.
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