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Résumé Nous considérons des champs de vecteurs (resp. des difféomorphismes) en dimension 3,
au voisinage d’une selle hyperbolique. Nous donnons un critère permettant de décider
si la partie imaginaire (resp. la partie angulaire) des valeurs propres de la partie linéaire
du système au point fixe est un invariant de conjugaison topologique si l’on impose
à la conjugaison une condition supplémentaire : envoyer une courbe non-spiralante sur
une autre. Nous appliquons ce résultat aux difféomorphismes et aux champs de vecteurs
présentant une connexion homocline quasi-transverse. Pour citer cet article : E. Dufraine,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 334 (2002) 53–58. 2002 Académie des sciences/Éditions
scientifiques et médicales Elsevier SAS

An existence criterion for conjugacy invariant of diffeomorphisms
and vector fields

Abstract We consider dimension 3 vector fields (resp. diffeomorphisms), in a neighborhood of a
hyperbolic saddle. We give a criterion to decide if the imaginary part (resp. the angular
part) of the eigenvalues of the linear part of the dynamical system at the fixed point is
a topological conjugacy invariant if we assume that the conjugacy maps a non-spiraling
curve onto another one. We apply this result to the situation of diffeomorphisms and vector
fields with a quasi-transversal homoclinic orbit. To cite this article: E. Dufraine, C. R. Acad.
Sci. Paris, Ser. I 334 (2002) 53–58. 2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et
médicales Elsevier SAS

Abridged English version

On the space of diffeomorphisms of a manifoldM, we give interest to theconjugacy. Two diffeomor-
phismsf andf̃ are conjugate if there exists a homeomorphismh such that:h ◦ f = f̃ ◦ h. On the space
of vector fields onM, we can also give interest to theconjugacy. We denote byφt

X theflow associated to
X. Two vector fieldsX andX̃ are topologically conjugate if there exists a homeomorphismh such that
h ◦ φt

X = φt

X̃
◦ h for eacht of R.

The index of a saddle is the number of stable eigenvalues at the fixed point (eigenvalues with negative
real part for a vector field, eigenvalues with modulus less than 1 for diffeomorphisms). Let us consider a
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vector fieldX on a three-manifoldM, such thatp a point ofM is a hyperbolic saddle of index 2. Up to
their signs the stable eigenvalues have the same imaginary part.

DEFINITION 0.1. – Thestable imaginary part is the absolute value of the imaginary part of the stable
eigenvalues.

More precisely, if the stable eigenvalues of the linear part ofX atp are real, the stable imaginary part is
zero, otherwise, we denote byα ± iβ those eigenvalues and the stable imaginary part is|β|.

In a neighborhood ofp, Ck cylindrical coordinates are Ck coordinates(r, θ, z) with r ∈ R+, θ ∈ R and
z ∈ R, such that Wuloc(p) ∪ {p} = {(0,0, z), z ∈]−1,1[} and Ws

loc(p) = {(r, θ,0), 0< r < 1, θ ∈ R}.
Let A be a point of Wu

loc(p).
DEFINITION 0.2. – A non-spiraling curve in A is a curveγ : [0,1[→ M such thatγ−1(A) = {0} and

there exists C1 cylindrical coordinates such that the angular coordinate ofγ (t) is bounded fort close to 0.

This definition does not depend on the choice of C1 cylindrical coordinates. For example, a C1 curve in
A is non-spiraling, a curve included in a cone is also non-spiraling.

Let X and X̃ be two vector fields withp and p̃ two hyperbolic saddles with complex eigenvalues of
index 2 ofX andX̃ respectively. We assume thatX andX̃ are conjugate byh and thath(p) = p̃.

We obtain the following criterion.
THEOREM 0.3. –If there exists γ a non-spiraling curve for X at p such that h(γ ) is a non-spiraling

curve for X̃, then X and X̃ have the same stable imaginary part. More precisely, if the stable eigenvalues
of X and X̃ are denoted by α ± iβ and α̃ ± iβ̃, we obtain that if h preserves the orientation, β = β̃, else
β = −β̃.

We obtain the same theorem for saddles of index 1 with theunstable imaginary part. For diffeomorphims
we define thestable (resp. unstable) angular part of the fixed point and we obtain the same result. As a
corollary of the previous theorem, we obtain the following.

COROLLARY 0.4. –Let X be a three-dimensional vector field, and p be a saddle of index 2 with complex
eigenvalues, such that there exists � a homoclinic orbit to p.

The stable imaginary part of X at p is a conjugacy invariant.

The above result also holds for diffeomorphisms with a quasi-transversal homoclinic orbit.

Sur l’ensemble des difféomorphismes d’une variétéM, nous nous intéressons à laconjugaison topolo-
gique. Deux difféomorphismesf et f̃ sonttopologiquement conjugués s’il existeh, un homéomorphisme
deM, tel queh ◦ f = f̃ ◦ h.

Sur l’ensemble des champs de vecteurs de la variétéM, on peut aussi s’intéresser à laconjugaison.
Si X est un champ de vecteurs surM, on noteφt

X le flot associé àX. Nous dirons queX et X̃ sont
topologiquement conjugués s’il existeh un homéomorphisme deM tel queh ◦ φt

X = φt

X̃
◦ h pour toutt

de R. Enfin, l’indice d’une selle est le nombre de valeurs propres stables de la partie linéaire du champ
(resp. du difféomorphisme) en ce point fixe.

Le but de ce texte est de donner une condition suffisante (sur l’homéomorphisme de conjugaison)
pour que la partie imaginaire (ou angulaire) des valeurs propres complexes d’une selle hyperbolique en
dimension 3 soit un invariant.

On considèrep une selle hyperbolique d’indice 2 d’un champ de vecteursX, les parties imaginaires des
valeurs propres stables sont égales au signe près.

DÉFINITION 0.1. – Lapartie imaginaire stable deX enp est la valeur absolue des parties imaginaires
des valeurs propres stables.

On définit de même lapartie imaginaire instable d’une selle de champ de vecteurs d’indice 1, lapartie
angulaire stable d’une selle de difféomorphisme d’indice 2 et lapartie angulaire instable d’une selle de
difféomorphisme d’indice 1.

54



Pour citer cet article : E. Dufraine, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 334 (2002) 53–58

Figure 1. – Orbites hétéroclines dans les équations de Lorenz (cf. [7], Chapter 8).

Le critère est basé sur l’existence de courbesnon-spiralantes : si deux selles hyperboliques sont
topologiquement conjuguées et si l’on peut trouver une courbe non-spiralante pour l’une des selles dont
l’image par la conjugaison est non-spiralante pour l’autre selle, alors les parties imaginaires stable ou
instable (resp. les parties angulaires stable ou instable) de ces selles sont les mêmes.

Nous pouvons rapprocher ce critère de celui démontré dans [6] pour les points fixes de difféomorphismes
deR3 dont la partie linéaire est une rotation. L’existence de courbes non-spiralantes est remplacée par la
propriété d’enlacement de l’une des deux selles et on obtient l’invariance de la valeur absolue de l’angle de
la rotation.

Nous utilisons ce critère pour prouver l’existence d’un nouvel invariant de conjugaison pour les
connexions homoclines quasi-transverses, donnant ainsi un élément de réponse à la question posée dans [5,
§ III.1, Remark 2, p. 28]. En utilisant un raisonnement analogue à celui du corollaire 4.3, on peut montrer,
par exemple, que les parties imaginaires des valeurs propres des selles présentes dans le dessin ci-dessous
sont des invariants de conjugaison.

Enfin, nous remarquons que, pour les orbites homoclines à une selle-foyer de champs de vecteurs
en dimension trois, l’invariance par conjugaison de la partie imaginaire stable a été prouvée dans [4,
Theorem 1] en utilisant des arguments d’enlacement d’orbites propres à la dimension trois. Nous espérons
que la méthode présentée ici se généralise plus facilement en grande dimension.

1. Coordonnées cylindriques et courbes non-spiralantes

Soit p une selle d’indice 2 (de champ de vecteurs ou de diffeomorphisme), on note Ws
loc(p) la variété

stable locale enp et Wu
loc(p) la variété instable locale. Les définitions suivantes s’adaptent au cas de selles

d’indice 1.
DÉFINITION 1.1. – Unsystème de coordonnées cylindriques Ck , au voisinage dep, est un système Ck

de coordonnées(r, θ, z) avecr ∈ R+, θ ∈ R et z ∈ R, tel que Wu
loc(p) ∪ {p} = {(0, θ, z), z ∈]−1,1[} et

Ws
loc(p) = {(r, θ,0), 0< r < 1, θ ∈ R}.
On considèreA un point de Wu

loc(p). Notre critère s’appuie sur l’existence de courbesnon-spiralantes
enA.

DÉFINITION 1.2. – Une courbeγ : [0,1[→M3, telle queγ−1(A)= {0}, estnon-spiralante s’il existe un
système de coordonnées cylindriques C1, tel que la coordonnée angulaire deγ (t) est bornée pourt proche
de 0.

Remarque 1. – La définition précédente ne dépend pas du choix des coordonnées cylindriques.
Exemples. – Une courbe C1 enA est une courbe non-spiralante ; une courbe incluse dans un cône enA

est non-spiralante ; une spirale, sur une surface transverse à Wu
loc(p) enA, n’est pas non-spiralante.

1.1. Linéarisation

Au voisinage d’une selle C2, à valeurs propres complexes en dimension 3, on peut toujours linéariser
de manière C1 un difféomorphisme ou un champ de vecteurs. La linéarisation des champs de vecteurs est
démontrée, entre autres, dans [3] (énoncé dans [1], § I.5.6), celle des difféomorphismes est obtenue dans [2],
théorème 2. Au voisinage d’une selle à valeurs propres complexes, un champX et un difféomorphismef
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s’écrivent :

X =
(
α −β 0
β α 0
0 0 λ

)
et f =

(
ρ cosω −ρ sinω 0
ρ sinω ρ cosω 0

0 0 λ

)
.

Dans les coordonnées cylindriques correspondantes,f (r, θ, z)= (rρ, θ +ω,zλ) et le flot deX est de la
forme :φt

X(r, θ, z)= (reαt , θ + βt, zeλt).

2. Selles de champs de vecteurs en dimension 3

Les champs de vecteurs que l’on considère dans cette section sont C2 et les selles hyperboliques de ces
champs sont d’indice 2, à valeurs propres complexes. Le cas de selles d’indice 1 est similaire à celui-ci.
Nous notonsα ± iβ et λ les valeurs propres de la différentielle du champ à une singularité, avecα < 0,
β �= 0 etλ > 0.

2.1. Critère d’invariance

On considèreX et X̃ deux champs de vecteurs ayant chacun une selle d’indice 2,p et p̃ respectivement.
On noteσ = |β| (resp.σ̃ = |β̃|) la partie imaginaire stable deX (resp.X̃) enp (resp.p̃ ).

THÉORÈME 2.1. – On suppose que X et X̃ sont topologiquement conjugués par h et que h(p) = p̃.
S’il existe γ une courbe non-spiralante pour X, dont l’image par h est non-spiralante pour X̃, σ = σ̃ .

Plus précisément, si h préserve l’orientation, on a β = β̃ , sinon β = −β̃.

Démonstration. – Nous nous plaçons dans les coordonnées de linéarisation, en conservant les notations
X etφX pour le champ de vecteurs et son flot.

SoitC le cylindreC = {(1, θ, z), θ ∈ R, z > 0}, on définitP :γ → C en associant à un pointx deγ le
pointP(x), intersection de l’orbite dex pourφX avecC.

AFFIRMATION 2.2. –Comme γ est non-spiralante, il existe (An)n∈N une suite de points de γ telle que
limn→∞ An =A et la coordonnée angulaire de Bn = P(An) est exactement 2πn.

Démonstration. – SurC, considérons le segmentD0 = {(1,0, z), z > 0} ; la projection verticale sur le
plan{z = 0} du saturé deD0 est une spirale logarithmiqueO.

Commeγ est non-spiralante, il existe deux demi-droitesD1 etD2 dans le plan{z = 0} telles queP, la
projection verticale deγ (au voisinage deA), est incluse dans un côneC défini par le couple(D1,D2).

La courbeO intersecte le côneC en une infinité de segments disconnectantC et s’accumulant sur
l’origine. NotonsSn ces segments, numérotés en allant vers l’origine.

Pour chaquen de N, on choisit un pointCn dans l’intersection deSn et deP. Pour obtenir la suite de
points annoncée, on choisitAn surγ tel que la projection verticale deAn est le pointCn.

On remarque que les pointsBn correspondant ont une coordonnée angulaire égale à 2πn car Cn

appartient àSn ; d’autre part, la suiteBn est convergente.✷
NotonsAn = (rn, θn, zn) les points de cette suite ; avectn = (− logrn)/α, les pointsBn ont pour

coordonnéesBn = (1, θn + βtn = 2πn, zneλtn).
L’image parh deBn est notéẽBn = (r̃n, θ̃n, z̃n) et Ãn = φ

−tn

X̃
(B̃n)= h(An) carh est une conjugaison.

On en déduit que la coordonnée angulaire deÃn est égale à̃θn − β̃
β
(2πn− θn).

Les pointsÃn appartiennent àh(γ ), leur coordonnée angulaire est donc bornée par hypothèse. C’est-à-

dire qu’il existec > 0 tel que|θ̃n − β̃
β
(2πn − θn)| < c. Comme lesθn sont les coordonnées angulaires de

points deγ , ils sont bornés en fonction den et on a

lim
n→∞

θ̃n

n
= 2π

β̃

β
.
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AFFIRMATION 2.3. –Si h préserve l’orientation, limn→∞(θ̃n/n)= 2π , sinon, limn→∞(θ̃n/n)= −2π .
Démonstration. – La suite(Bn)n converge vers un point de la variété stable dont la distance à l’origine

est strictement positive, il en est donc de même pour(B̃n)n. On en déduit que la limite limn→∞ θ̃n existe
dansS1 = R/2πZ.

Soit un segment verticalDθ0 = {(1, θ0, z), 0 � z < 1}, son image parh est un segment dont l’extrémité
E = (r̃0, θ̃0,0) est à distance strictement positive de l’origine. Il existez0 tel que pour toutz < z0, la
coordonnée angulaire deh((1, θ0, z)) est proche dẽθ0.

Par compacité du cercle{(1, θ,0), θ ∈ [0,2π[}, si on se donneε > 0, il existe η > 0 tel que pour
tout pointv = (1, θ, z) avec 0� z < η, la coordonnée angulairẽθ deh(v) vérifie |θ̃ − θ | < ε, θ étant la
coordonnée angulaire deh(1, θ,0).

On en déduit que sih préserve l’orientation, il existeK > 0 tel que|θ̃n − 2πn| < K. Sinon, il existe
K ′ > 0 tel que|θ̃n + 2πn|<K ′, ce qui achève la preuve de l’affirmation.✷

On en déduit que 2πβ̃/β = ±2π suivant queh préserve ou renverse l’orientation, ainsiβ̃ = ±β . ✷
3. Selles de difféomorphismes en dimension 3

On considère, dans cette section, des difféomorphismes en dimension 3, au voisinage de selles d’indice 2,
à valeurs propres complexes. Nous noteronsρ e±iω et λ les valeurs propres de la différentielle du
difféomorphisme au point fixe, avec 0< ρ < 1,ω ∈ R∗ etλ > 1.

3.1. Critère d’invariance

Soient f et f̃ deux difféomorphismes possédant chacun une selle d’indice 2, notéesp et p̃

respectivement.
THÉORÈME 3.1. –On suppose que f et f̃ sont conjugués par un homéomorphisme h et que h(p) = p̃.
S’il existe γ une courbe non-spiralante pour f , telle que h(γ ) soit une courbe non-spiralante pour f̃ ,

alors |ω| = |ω̃|. Si h préserve l’orientation ω = ω̃, sinon ω = −ω̃.

Démonstration. – Nous nous plaçons dans les coordonnées de linéarisation, nous continuons à noterf

le difféomorphisme.
On noteR le rectangle défini parR = {(r,2kπ, z), 0 < r < 1, k ∈ Z, 0 � z < 1} et Tr0 le cylindre

épaissi :Tr0 = {(r, θ, z), ρr0 < r � r0, θ ∈ R, 0� z < 1}.
La même preuve que l’affirmation 2.2 permet de montrer qu’il existeAn = (rn, θn, zn) une suite de points

surγ , convergeant versA et ln une suite d’entiers convergeant vers−∞, tels que la suite de pointsf ln(An)

appartient àTr0 ∩R et s’écritf ln(An)= (rnρ
ln, θn + lnω = 2πn, znλln).

On noteB̃n = (r̃n, θ̃n, z̃n) l’image parh deBn et Ãn l’image parh deAn. Commeh est une conjugaison,
Ãn s’écrit (r̃nρ̃−ln , θ̃n − lnω̃, z̃nλ̃

−ln ).
D’après la définition deBn, on a la relationln = (2πn−θn)/ω. On en déduit que la coordonnée angulaire

deÃn s’écrit θ̃n − ω̃
ω
(2πn− θn).

La suiteÃn appartient àh(γ ) et converge vers la variété instable du point fixe. Par hypothèse surh(γ ),
la suiteθ̃n − ω̃

ω
(2πn− θn) est bornée dansR.

Comme précédemment, on a limn→∞(θ̃n/n)= (ω̃/ω)2π .

AFFIRMATION 3.2. –Si h préserve l’orientation, limn→∞(θ̃n/n)= 2π , sinon limn→∞(θ̃n/n)= −2π .

Démonstration. – À l’inverse du cas des champs de vecteurs, la suite(Bn)n ne converge pas. Par contre,
son adhérence est incluse dans le segment compactS0 = {(r,0,0), ρ � r � 1}. L’image deS0 parh est un
segment du plan{z = 0}, on peut donc borner dansR la coordonnée angulaire des points de ce segment. Il
existe donc̃θ0 ∈ [0,2π[, etc > 0 tel que|θ̃ − θ̃0|< c pour toutθ̃ partie angulaire d’un point deh(S0).

On en déduit que sih préserve l’orientation, il existeK > 0 tel que|θ̃n − 2πn| < K. Sinon, il existe
K ′ > 0 tel que|θ̃n + 2πn|<K ′, ce qui achève la preuve de l’affirmation.✷
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4. Application : connexion homocline

On considèref un difféomorphisme au voisinage d’une selle hyperboliquep.
DÉFINITION 4.1. – Un pointq esthomocline àp s’il appartient à la variété stable et à la variété instable

dep. L’orbite deq est uneorbite homocline ou uneconnexion.
Un point homocline estquasi-transverse si l’intersection des variétés invariantes en ce point n’est pas

topologiquement transverse (voir [5] pour une définition intrinsèque).

Remarque 2. – En un point homocline quasi-transverse, le graphe de l’une des variétés au-dessus de
l’autre est donné par une forme quadratique (voir [5]).

La même définition est valable pour les champs de vecteurs ; en dimension 3, l’existence d’une orbite
homocline quasi-transverse entraîne l’inclusion de la variété invariante de dimension 1 dans celle de
dimension 2.

Nous allons utiliser les théorèmes 2.1 et 3.1 pour obtenir les corollaires :
COROLLAIRE 4.2. –On considère f et f̃ deux difféomorphismes, au voisinage d’orbites homoclines

quasi-transverses. On suppose que les selles admettant une orbite homocline sont à valeurs propres
complexes.

Si f et f̃ sont conjugués au voisinage de ces orbites homoclines, les selles ont même partie angulaire.

COROLLAIRE 4.3. – On considère X et X̃ deux champs de vecteurs, au voisinage d’orbites homoclines
quasi-transverses. On suppose que les selles admettant une orbite homocline sont à valeurs propres
complexes.

Si X et X̃ sont conjugués au voisinage de ces connexions, les selles ont même partie imaginaire.

Démonstration. – Nous notonsp et p̃ les selles hyperboliques def et f̃ respectivement, ainsi queq et
q̃ les points homoclines à ces selles. Et pour fixer les idées, supposons que les sellesp et p̃ sont d’indice 2.

Nous devons trouver une courbeγ , non spiralante pourf , dont l’image parh est une courbe non
spiralante pour̃f .

Il existeq ′ = fm(q) point homocline quasi-transverse appartenant à Wu
loc(p), la variété instable locale

dep. La variété stable locale deq ′ se projette sur la variété stable locale dep en un ensemble inclus dans
un demi-plan ; ce demi-plan étant défini par la projection du plan tangent à la variété stable dep enq ′.

Choisissons une courbeγ arrivant enq ′, incluse dans la variété stable dep. D’après ce qui précède, cette
courbe est non-spiralante.

Son image parh est aussi une courbe incluse dans la variété stable dep̃, arrivant en un point de la variété
instable locale dẽp. Elle est donc aussi non-spiralante.✷
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