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Résumé Nous présentons dans cette Note une caractérisation des fonctionsf définies surR3

(ou plus généralement surRN ) pour lesquelles il existe une fonction� ∈ L∞ telle que
−�� = f . Pour citer cet article : X. Blanc et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 334 (2002)
15–21. 2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Characterization of functions on R3 with bounded Newtonian
potential

Abstract We present in this Note a necessary and sufficient condition for a functionf defined onR3

(or more generally onRN ) to have a bounded Newtonian potential, i.e., for the existence
of � ∈ L∞ such that−��= f . To cite this article: X. Blanc et al., C. R. Acad. Sci. Paris,
Ser. I 334 (2002) 15–21. 2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales
Elsevier SAS

Abridged English version

The aim of this work is to derive a characterization of the functionsf defined onRN for which there
exists some� ∈ L∞(RN) such that−��= f . Our interest in this question stems from our work on the
definition of the ground state energy for systems composed of infinitely many particles when the positions
of these particles are not necessarily periodic, nor almost periodic [1]. A distributionf of charges (resp.
of masses, in the language of gravitation) being given, we would like to rigorously define the Coulombian
(resp. Newtonian) potential� (resp.−�) that it creates. For this purpose, we need to impose some condition
on f (that will then be fulfilled using some renormalization procedure). Indeed, whenf is periodic, the
necessary and sufficient condition for the potential� to exist and be bounded is simple, and only states that
the mean value off over its periodic cell vanishes. On the other hand, whenf exhibits no periodic feature,
the condition is less simple. The purpose of this work is to state and prove such a necessary and sufficient
condition. It is contained in the following
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THEOREM 1. –Let f ∈ Lpunif(R
N), with N � 3 and p > N

2 . Then the following two assertions are
equivalent:
(i) there exists� ∈ L∞(RN) such that−��= f ;

(ii) sup
x0∈RN, 0<R<+∞

∣∣∣∣
∫
BR(x0)

(
1

|x − x0|N−2 − 1

RN−2

)
f (x)dx

∣∣∣∣<+∞.

When such a� exists, it is unique up to an additive constant inL∞(RN), and belongs to the space
W2,p

unif(R
N).

The proof of this result follows from two observations. The first one consists in proving that the quantity
appearing in (ii) defines a seminorm for� that is equivalent to the oscillation norm for bounded functions.
Then, we build the solution� by regularizing the potential at infinity and passing to the limit. Various
extensions of the results are collected in Section 3. In particular, the dimensionN may be equal to 1 or 2
using the corresponding fondamental solution, and we may allowf to belong to other functional spaces than
the simple Lpunif space. Likewise, other truncations at infinity may be used, and therefore other equivalent
conditions in the spirit of (ii) of Theorem 1 may be given.

The result will be used in [1], which is a sequel to the works [2–4] devoted to the periodic case.

1. Motivation et résultat principal

Nous présentons dans cette Note une manière de caractériser les fonctionsf définies surRN qui peuvent
s’écriref = −�� avec� ∈ L∞(RN). De façon standard, en relation avec la théorie de la gravitation, la
fonction−� est appelée le potentielnewtoniende f , ou, ce qui revient au même dans le langage de la
théorie de l’électrostatique,� est le potentielcoulombiendef .

Cette question est motivée par nos travaux sur la définition de l’énergie fondamentale d’un ensemble
« quelconque » formé d’un nombre infini de particules dansRN , lesquelles interagissent entre elles par
des interactions plus ou moins simples (potentiel à deux corps, interactions de nature quantique,. . . ).
Par « ensemble quelconque » nous entendons que les positionsxi de ces particules forment un ensemble
présentant les propriétés les plus naturelles et les plus générales possibles. Quand cet ensemble forme un
réseau périodique, il est simple de définir son énergie. D’autres cas, extensions naturelles de la géométrie
périodique, peuvent être traités par des techniques similaires. En revanche, si toute hypothèse liée de près
ou de loin à de la périodicité est levée, la question de définir l’énergie d’un nombre infini de particules est
largement moins simple. Tout ceci est détaillé dans [1], qui fait suite aux études des cas périodiques menées
dans [2–4].

Si la discussion précédente est traduite en termes de l’équation de Laplace, elle prend la forme suivante.
Donnons-nous une fonctionf définissant la position des particules. Quelle propriété devons-nous exiger
sur cette distributionf pour pouvoir définir le potentiel� qu’elle crée ?

Le cas où la fonctionf est périodique est à cet effet instructif. Il est facile de voir que le résultat suivant
est vrai.Soitf ∈ Lploc(R

3), p > 3
2 (par exemple), f périodique, alors il existe une fonction� ∈ L∞(R3),

unique à constante additive près, périodique, telle que−��= f si et seulement si la moyenne〈f 〉 def
sur sa cellule de périodicité est nulle.

Pour passer au cas où la géométrie de l’ensemble des pointsxi n’est plus périodique, on doit comprendre
la généralisation de ce résultat au cas de fonctionsf non périodiques. C’est l’objet du résultat principal de
cette Note.

NotonsBR(x) la boule de centrex et de rayonR, et désignons par Lpunif(R
3) l’ensemble des fonctions

f ∈ Lploc(R
3) telles que‖f ‖Lp(B1(x)) est bornée indépendamment dex. L’espace W2,p

unif(R
3) se définit de

manière analogue. Nous avons :

THÉORÈME 1. – Soitf ∈ Lpunif(R
3), p > 3

2 . Alors les deux propriétés suivantes sont équivalentes:
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(i) il existe une fonction� ∈ L∞(R3) telle que−��= f , au sens des distributions(au moins) ;

(ii) sup
x0∈R3, 0<R<+∞

∣∣∣∣
∫
BR(x0)

(
1

4π |x − x0| − 1

4πR

)
f (x)dx

∣∣∣∣<+∞.

Quand elle existe, la fonction� est unique à constante additive près dans la classe des fonctions bornées,
et appartient àW2,p

unif(R
3).

La section 2 de cette Note est consacrée à la preuve de ce résultat. Différentes extensions et remarques sont
regroupées dans la section 3. En effet, par souci de clarté, nous avons énoncé notre résultat dans le cas où

– la dimension de l’espace ambiant estN = 3,
– la fonctionf est choisie dans l’espace fonctionnel Lp

unif(R
3),

– la troncature à l’infini (ce terme sera expliqué plus bas) est
( 1

4π |x| − 1
4πR

)
+

et chacun de ces points peut être généralisé sans peine.
Comme annoncé ci-dessus, l’étude [1] présentera une utilisation de ce résultat.

2. Preuve du théorème 1

La preuve du théorème 1 se fait en deux étapes. Il s’agit d’abord de remarquer que le supremum de la
formule (ii) définit en fait une semi-norme pour�, équivalente à la norme de l’oscillation. La seconde étape
consiste alors en la construction de la fonction�.

2.1. Première étape : équivalence de semi-normes

Soit f ∈ Lp
unif(R

3) avecp > 3/2. Supposons quef s’écrivef = −�� avec� ∈ L∞(R3), et donc

� ∈ W2,p
unif(R

3). Soientx0 ∈ R3 etR > 0. Une simple application de la formule de Green montre que

∫
BR(x0)

(
1

4π |x − x0| − 1

4πR

)
f (x)dx =�(x0)− 1

4πR2

∫
∂BR(x0)

�. (1)

Il est clair que le membre de droite reste borné quandx0 et R varient. Nous pouvons donc définir sur
L∞(R3) la fonction

N (�)= sup
x0∈R3, 0<R<+∞

∣∣∣∣�(x0)− 1

4πR2

∫
∂BR(x0)

�

∣∣∣∣. (2)

Cette fonctionN coïncide sur les fonctions� ∈ W2,p
unif(R

3) avec

sup
x0∈R3, 0<R<+∞

∣∣∣∣
∫
BR(x0)

(
1

4π |x − x0| − 1

4πR

)
��(x)dx

∣∣∣∣. (3)

La première étape de la preuve du théorème 1 consiste à étudier cette fonctionN .

LEMME 1. – La fonctionN (�) introduite en(2) définit surL∞(R3) une semi-norme, nulle exactement
pour les fonctions� constantes, équivalente à la semi-norme de l’oscillation

Osc(�)= sup
x∈R3

�− inf
x∈R3

�. (4)

Démonstration. –La majorationN (�)� Osc(�) étant claire, on se concentre sur la minoration deN (·)
par Osc(·).

On raisonne par contradiction, en supposant qu’on dispose d’une suite�n de fonctions de L∞ telles que
N (�n) tend vers zéro quandn tend vers l’infini, alors que Osc(�n)≡ 1 pour toutn.
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Remarquons alors que les deux fonctionsN (·) et Osc(·) sont invariantes sous les trois transformations
suivantes : (a) on ajoute une constante à�, (b) on translate�, i.e. on change� en�(· + a) poura ∈ R3

fixé, et (c) on dilate�, i.e. on change� en�(λ ·) pourλ > 0 fixé.
Ces trois invariances nous permettent de supposer, sans perte de généralité,
– que la suite�n est uniformément bornée en norme L∞, et que le suprémum de�n vaut 1, pour toutn,
– que l’infimum de�n (qui vaut 0, pour toutn) est « essentiellement » atteint en zéro, i.e. que�n(0)� 1

n
,

– que le suprémum de�n est « essentiellement » atteint sur la sphère unité, i.e. que�n(xn)� 1− 1
n

pour
un certainxn tel que|xn| = 1.

De plus, le fait queN (�n) tende vers zéro entraîne, en intégrant entre les deux rayonsa et b > a que,
uniformément enx0 ∈ R3,

∣∣∣∣�n(x0)− 3

4π(b3 − a3)

∫
a<|x−x0|<b

�n

∣∣∣∣ n→+∞−→ 0. (5)

Quitte à extraire une sous-suite, nous pouvons toujours supposer que la suite�n converge pour la
topologie L∞ faible-∗ vers un certain�. De plus, la suite

∫
a<|x−x0|<b �n est équicontinue enx0 et converge

pour toutx0 vers
∫
a<|x−x0|<b �. De (5), on déduit alors que�n converge vers� uniformément sur tout

compact, que� est continue et égale à ses moyennes sphériques, pour toute sphère. La fonction� est donc
harmonique. Comme elle est bornée, il s’ensuit qu’elle est constante. Ceci est contradictoire, puisque la
convergence uniforme sur la boule unité fermée implique que�(0)= 0 et que� vaut 1 en un certain point
de la sphère unité.

L’équivalence des deux semi-normes est donc démontrée. Le fait qu’elles soient nulles exactement pour
les fonctions constantes est donc immédiat, et le lemme est donc prouvé.✷

Remarque1. – Mentionnons ici, en anticipant un peu sur la section 3, que dans le cas monodimensionnel,
l’équivalence des semi-normes est immédiate. En effet, l’analogue monodimensionnel de la formule (2) est

N (�)= sup
x0∈R3, 0<R<+∞

∣∣∣∣�(x0)− 1

2

(
�(x0 +R)+�(x0 −R)

)∣∣∣∣. (6)

A cause des invariances citées dans la preuve, il est toujours possible de supposer qu’il existexn → 0 telle
que�(xn)→ 1 = sup� et�(xn + 1)→ 0= inf�. On a alors

N (�)� 1

2

(
�(xn)−�(xn − 1)

) + 1

2

(
�(xn)−�(xn + 1)

)
,

et on passe à la limite inférieure pour trouverN (�) � 1
2 Osc(�) (cette minoration est optimale ; il

suffit pour le voir de considérer la fonction de Heaviside). La majorationN (�) � Osc(�) étant toujours
immédiate, le résultat est facilement prouvé.

2.2. Deuxième étape : construction de �

La première étape ci-dessus montre facilement que, dans le théorème 1, (i) implique (ii). Nous nous
concentrons donc désormais sur l’implication réciproque. Fixonsf comme dans le théorème, vérifiant (ii).
Nous allons construire un� convenable.

Fixonsε > 0 et définissons

�ε = f �
e−ε|x|

4π |x| , (7)

qui est solution de

−��ε + ε2�ε = f. (8)
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La condition (ii) étant vérifiée parf , l’inégalité de Young permet de montrer qu’elle est aussi vérifiée par
la fonction

ε2�ε = f � ε2 e−ε|x|

4π |x| (9)

et ceuniformémenten ε, car la norme L1 de la fonctionε2e−ε|x|/(4π |x|) est en fait indépendante deε.
Il en résulte, par linéarité, que la fonction−��ε = f − ε2�ε vérifie aussi la condition (ii)uniformément
enε. D’après la première étape (formule (1) et lemme 1), on sait donc que la suite�ε est bornée pour la
semi-norme de l’oscillation.

Posons alors

ψε =�ε − inf�ε. (10)

La suiteψε est donc bornée dans L∞. A extraction d’une sous-suite près, on peut supposer qu’elle converge
dans L∞ faible-∗, versψ .

Pour la suite du raisonnement, on considère d’abord le cas où la fonctionf appartient à L∞. On indiquera
ensuite comment procéder dans le cas général.

Par application du principe du maximum sur l’équation (8), on sait

∣∣ε2 inf�ε
∣∣ � ‖f ‖L∞, (11)

et on peut donc supposer, en extrayant si nécessaire une sous-suite, que cette suite de réels converge vers
un réelλ.

En passant à la limiteε→ 0 dans l’équation vérifiée parψε

−�ψε + ε2ψε = f − ε2 inf�ε, (12)

on obtient donc

−�ψ = f − λ. (13)

Commeψ ∈ L∞ etf vérifie (ii), on en déduit par linéarité que la constanteλ vérifie aussi la condition (ii).
Or ceci ne peut être que si la constante est nulle (laisser tendreR vers l’infini). On en déduit donc
−�ψ = f , et la fonctionψ est donc la fonction L∞ cherchée. La preuve du théorème 1 est terminée pour
le casf ∈ L∞. Pour unf non borné, on construit d’abord la solutionψη de−�ψη = fη oùfη = f �ωη est
une régularisation L∞ def (ωη = η3ω(η ·) pourη > 0 petit etω ∈ D(R3) fixée). D’après la construction
précédente, la norme L∞ deψη ne dépend pas deη mais seulement de la quantité apparaissant dans (ii),
laquelle ne dépend que def . On peut donc supposer queψη converge dans L∞ faible-∗, vers unψ qui
vérifie−�ψ = f . Ceci conclut la preuve.✷
3. Remarques et extensions

Comme annoncé, plusieurs points peuvent être généralisés dans ce qui précède.
Il est clair que la dimension de l’espace ne joue pas de rôle particulier. Nous avons énoncé et démontré le

théorème 1 dans le cas deR3, et donc du potentiel 1/(4π |x|) dans (ii). Le même résultat tient en dimension
N � 4 en remplaçant 1/(4π |x|) par 1/(aN |x|N−2), oùaN =N(N−2)ωN ,ωN = 2πN/2/(N�(N/2)) étant
le volume de la boule unité deRN . C’est donc 1/(aN |x−x0|N−2)−1/(aNRN−2) qui figure alors dans (ii).
Pour l’hypothèsef ∈ Lpunif, la conditionp > 3/2 est remplacée par la conditionp >N/2. Cette hypothèse
d’intégrabilité Lp ne sert en effet qu’à bien définir

∫
BR(x0)

(
1

aN |x − x0|N−2 − 1

aNRN−2

)
f (x)dx (14)
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de manière uniforme enx0. On utilise bien sûr pour cela l’inégalité de Hölder et le fait que 1/|x|N−2 ∈
Lqloc(R

N) pourq <N/(N − 2).
Les casN = 1 etN = 2 sont comme d’habitude particuliers. PourN = 1, c’est−|x−x0|

2 + R
2 qui figure

dans (ii). Pour le casN = 2, c’est− 1
2π log|x − x0| + logR

2π .
On peut aussi étendre l’espace fonctionnel où considérerf en utilisant que, pourN � 3, 1/|x|N−2

appartient à l’espace de Lorentz LN/(N−2),∞(RN). Il s’ensuit que l’hypothèsef ∈ LN/2,1(RN) convient.
Enfin, on peut étendre le résultat au cas oùf est une mesure uniformément localement bornée en

remplaçant alors la condition (ii) par une condition régularisée oùf � ω remplacef dans (ii) pour un
noyau de régularisationω fixé. L’assertion (i) est alors remplacée paril existe une mesure uniformément
localement bornée� telle que−��= f au sens des distributions.

Une autre généralisation repose sur l’observation suivante. On peut réécrire (ii) ainsi

sup
x0∈R3, 0<R<+∞

∣∣∣∣
∫

R3

(
1

4π |x − x0| − 1

4πR

)
+
f (x)dx

∣∣∣∣<+∞, (15)

où t+ = max(t,0) désigne la partie positive det . Il est alors clair que
( 1

4π |x| − 1
4πR

)
+ joue le rôle d’une

troncature à l’infini de la solution élémentaire du Laplacien. Dans nos travaux, c’est précisément de cette
troncature dont nous avons besoin. Cependant, n’importe quelle autre troncature conviendrait pour la
caractérisation des fonctions à potentiel borné. Ainsi, par exemple, on peut remplacer (ii) par

sup
x0∈R3, ε>0

∣∣∣∣
∫

R3

e−ε|x−x0|

4π |x − x0|f (x)dx
∣∣∣∣<+∞. (16)

La preuve de l’équivalence est en fait contenue dans la section 2 ci-dessus, puisqu’on voit explicitement
apparaître la fonction�ε = f � e−ε|x|4π |x| et que la condition (16) exprime que les�ε sont uniformément
bornées enε pour la norme L∞. Une autre formulation est de dire qu’on a en fait prouvé l’équivalence
entre les deux assertions suivantes
(i ′) il existe une solution L∞(R3) de−��= f ;
(ii ′) les�ε solutions de−��ε + ε2�ε = f sont bornées dans L∞(R3) uniformément enε.

Terminons par une remarque.
On l’a vu, la condition (ii) généralise au cas de fonctions non périodiques la condition de moyenne nulle

pour les fonctions périodiques.
Dans le cas non périodique, on pourrait espérer que la condition (ii) soit en fait équivalente à l’extension

« naturelle » de la condition de moyenne nulle, à savoir

lim
R→+∞

3

4πR3

∫
BR(x0)

f (x)dx = 0, (17)

pour unx0 ∈ R3 et donc pour tous. Cette équivalence n’est pas vraie. Certes (ii)implique(17), il suffit pour
le voir d’utiliser l’équivalence avec (i) et d’intégrer−�� = f sur la bouleBR(x0), mais la réciproque
est fausse (pourf non périodique). En effet, on le montre (par exemple) en dimension 1 en considérant la
fonction de Heavisidef = 1(0,+∞)− 1(−∞,0). Les solutions de−�′′ = f se comportent comme−x2/2 en
+∞, et ne sont donc pas bornées.

Même lorsque l’on impose la condition que la limite dans (17) soituniforme en x0 (ce qui
est aussi nécessaire), on ne peut pas conclure que (ii) est vraie. Cette fois, c’est le cas de la
fonction �(x) = (1 + x2)3/4 en dimension 1 qui constitue un contre-exemple possible. On a bien
limR→+∞ 1

2R

∫ x0+R
x0−R �

′′(x)dx = 0, la limite étant uniforme enx0, et pourtant� n’est pas bornée, à aucune
fonction harmonique (i.e. affine) près.
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On peut même montrer que renforcer la convergence uniforme vers 0 dans (17) en imposant que, en
dimensionN , 1

RN

∫
BR(x0)

f (x)dx tende vers 0 comme un O(1/R) uniforme enx0 ∈ RN ne suffit pas

à entraîner (i). Un contre-exemple est fourni en dimension 1 parf (x) = 1/(x2 + 1) : les solutions de
−�′′ = f sont alors�(x)= −x arctan(x)+ 1

2 log(1+ x2)+ ax + b, dont aucune n’est bornée.
Dans le même esprit, on peut montrer que la condition (17) n’est même pas suffisante quand on considère

des fonctionsf presque périodiques. Ainsi, soit(an)n∈N une suite de réels positifs telle que

a0 = 0,
∑
n�0

nan <+∞,
∑
n�0

n2an = +∞,

et posonsf (x) = ∑
n�0 an cos( x

n
). Cette fonction est presque périodique, et vérifie même la propriété

1
R

∫ x0+R
x0

f = O( 1
R
) uniformément enx0. Cependant, les solutions de−�� = f s’écrivent�(x) =

−∑
n�0n

2an cos( x
n
)+ ax + b, dont aucune n’est bornée en 0.

Il semble donc qu’aucune condition de type (17) ne s’avère correcte dans un cadre non périodique, et
que le bon point de vue soit celui du théorème 1.
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