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Résumé On considère la limiteα → 0 dans l’équation des fluides de grade 2. On montre la
convergence faible des solutions vers une solution faible de l’équation de Navier–Stokes,
en supposant que les données initiales convergent faiblement dans L2. Pour citer cet
article : D. Iftimie, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 334 (2002) 83–86. 2002 Académie des
sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Global existence and uniqueness of solutions to the equations of third
grade fluids

Abstract We consider the limitα → 0 for the equation of the second grade fluids. We prove that weak
convergence of the solutions to a weak solution of the Navier–Stokes equation holds under
the assumption that the initial data weakly converges in L2. To cite this article: D. Iftimie,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 334 (2002) 83–86. 2002 Académie des sciences/Éditions
scientifiques et médicales Elsevier SAS

1. Introduction

Il existe dans la nature des fluides qui n’obéissent pas aux classiques équations de Navier–Stokes. Des
modèles plus compliqués ont dû être développés pour les étudier. Ainsi, Rivlin et Ericksen [14] introduisent
les fluides de type différentiel. Un cas particulier de ces fluides est constitué par les fluides de grade 2.
L’analyse de Dunn et Fosdick [6] montre que l’équation d’un tel fluide est donnée par

∂t (u − α�u) − ν�u +
∑

j

(u − α�u)j∇uj + u · ∇(u − α�u) = −∇p + f, divu = 0, (1)

où α � 0 est une constante matérielle,ν > 0 est la viscosité du fluide,u le champ de vitesses etp la
pression. Pourα = 0, on obtient les équations classiques de Navier–Stokes

∂tu − ν�u + u · ∇u = −∇p + f, divu = 0, (2)

de sorte que l’équation du fluide de grade 2 est une généralisation simple des équations de Navier–Stokes.
Les premiers résultats mathématiques pour les fluides grade 2 ont été obtenus par Cioranescu et

Ouazar [4]. Ils montrent l’existence et l’unicité des solutions, globale en dimension 2 et locale en
dimension 3, pour des données initiales appartenant à H3. L’existence et l’unicité globale des solutions
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tridimensionnelles ont été obtenues par Cioranescu et Girault [3] pour des données initiales petites dans H3.
La méthode de démonstration repose sur des estimations d’énergie. Des estimations d’énergie ont aussi été
utilisées pour étudier le cas de la viscosité nulle par Busuioc [1]. Un autre point de vue est adopté par Galdi,
Grobbelaar van Dalsen, Sauer [7] et Galdi, Sequeira [8]. Ces auteurs utilisent une méthode de point fixe pour
obtenir des résultats similaires. Récemment, ces équations ont connu un considérable regain d’intérêt. Elles
ont été obtenues d’une autre manière, en faisant une moyennisation dans l’équation d’Euler. De plus, il a été
remarqué que le casν = 0 correspond à une équation qui vérifie un très intéressant principe géométrique,
similaire à celui vérifié par l’équation d’Euler. Comme pour l’équation d’Euler, ce point de vue géométrique
permet de démontrer des résultats d’existence et unicité des solutions similaires aux résultats suscités. Pour
des détails sur ce point de vue, nous renvoyons le lecteur à [13,15,12,11].

Une question qui se pose naturellement est de savoir si les solutions des équations du fluide de
grade 2 convergent vers une solution des équations de Navier–Stokes lorsqueα → 0. La réponse n’est pas
évidente et ne découle pas des travaux cités ci-dessus car toutes les estimations « a priori » de ces travaux
« explosent » lorsqueα → 0. Le but de cette note est de montrer que la convergence vers une solution des
équations de Navier–Stokes a bien lieu, et cela sous des hypothèses très générales. La seule hypothèse
« artificielle » sera la borneCα−1/2 pour la norme H1 de la donnée initiale.

Avant d’énoncer les résultats de cette note, rappelons qu’on appelle solution faible des équations de
Navier–Stokes sur[0, T ) un champ de vecteurs de divergence nulleu ∈ Cw([0, T );L2) ∩ L2

loc([0, T );H1)

qui vérifie l’équation (2) au sens des distributions. Le théorème classique de Leray affirme l’existence d’une
telle solution, unique en dimension 2, dès lors queu0 ∈ L2, divu0 = 0 etf ∈ L2

loc([0, T ); Ḣ−1) ; de plus,
on peut supposer que cette solution vérifie l’inégalité d’énergie suivante :∥∥u(t)

∥∥2
L2 + 2ν

∫ t

0

∥∥∇u(τ)
∥∥2

L2 dτ �
∥∥u(0)

∥∥2
L2 + 2

∫ t

0

〈
f (τ), u(τ )

〉
dτ, (3)

pour toutt < T (voir [10] et aussi [5,17]).
Une relation similaire a lieu pour le fluide de grade 2. On multiplie (1) paru et on intègre. Cela implique,

après quelques intégrations par parties, l’estimation H1 suivante :∥∥u(t)
∥∥2

L2 + α
∥∥∇u(t)

∥∥2
L2 + 2ν

∫ t

0

∥∥∇u(τ)
∥∥2

L2 dτ �
∥∥u0

∥∥2
L2 + α

∥∥∇u0
∥∥2

L2 + 2
∫ t

0

〈
f (τ), u(τ )

〉
dτ. (4)

On voit tout de suite que ces estimations donnent des informations « a priori » pour des normes H1 en
espace seulement, i.e. seules les dérivées d’ordre 1 en espace peuvent être « contrôlées ». Par conséquent,
pour pouvoir passer à la limite dans (1) avec l’information (4) seulement, il faut mettre l’équation sous une
forme où les termes non linéaires soient des produits de dérivées deu d’ordre inférieur où égal à 1 ou des
dérivées de tels produits. Cette forme sera la suivante :

∂t (u − α�u) − ν�u + u · ∇u − α
∑
j,k

∂j ∂k(uj ∂ku) + α
∑
j,k

∂j (∂kuj ∂ku)

− α
∑
j,k

∂k(∂kuj∇uj ) = −∇p + f. (5)

Remarquons enfin que, pour montrer que les termes supplémentaires par rapport à l’équation de Navier–
Stokes convergent vers 0 au sens des distributions, l’hypothèseν > 0 sera importante.

On montre le théorème suivant :
THÉORÈME 1. – Considérons l’équation d’un fluide de grade2 posée dansRd , d � 2. Soientν > 0 et

f ∈ L2
loc

([0, T ); Ḣ−1
)

fixés etuαk (0) une suite de données initiales à divergence nulle correspondant à une
suiteαk → 0 tels que
(a) il existeũ0 ∈ L2 tel queuαk (0) ⇀ ũ0 faiblement dansL2 ;
(b) la suiteα

1/2
k uαk (0) est bornée dansH1 ;

(c) il existe une solution(au sens des distributions) uαk ∈ Cw([0, T );H1) de(5) avecα = αk , ayant comme
donnée initialeuαk (0) et vérifiant l’inégalité d’énergie(4).
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Alors, il existe une solution faiblẽu de l’équation de Navier–Stokes sur[0, T ) avec donnée initiale
ũ(0) = ũ0 et une sous-suiteuαϕ(k) telles que pour toutθ < T on aituαϕ(k) ⇀ ũ dansL∞(0, θ;L2) faible* et
dansL2(0, θ;H1) faible.

Remarque1. – Le fait queuαk ∈ Cw

([0, T );H1
)

et queuαk vérifie l’inégalité d’énergie est automatique-
ment vérifié pour des solutions obtenues par régularisation et passage à la limite. Ainsi, la seule hypothèse
« restrictive » est la borne sur‖∇uαk (0)‖L2. Cette borne borne ne dit pas que les données initiales restent
bornées dans H1, elle dit seulement que ces données initiales n’explosent pas trop vite en norme H1 quand
αk → 0.

Remarque2. – En dimension 2, comme on a unicité des solutions faibles de l’équation de Navier–Stokes,
il s’ensuit que la conclusion reste vraie pour toute la suiteαk au lieu d’une sous-suiteαϕ(k).

Remarque3. – Pour que la limitẽu satisfasse l’inégalité d’énergie (3), il suffit d’ajouter les hypothèses
uαk (0) → ũ0 fortement dans L2 etα1/2

k uαk (0) → 0 fortement dans H1.
Remarque4. – La preuve qu’on va donner n’utilise pas de manière essentielle le fait qu’on se place

dans l’espace entier au lieu d’un domaine borné. En effet, les estimations « a priori » (4) et l’équation
équivalente (5) qui sont les ingrédients essentiels de la démonstration, restent vrais dans des domaines
bornés. Ensuite, les techniques du passage à la limite peuvent être remplacées par des techniques similaires
adaptées aux domaines bornées sans trop de modifications.

2. Esquisse de la preuve
Nous donnerons ici les lignes générales de la preuve ; pour les détails, nous renvoyons à [9]. Pour alléger

la rédaction, on noteraα = αk etu = uα = uαk . Toutes les limites qui suivent ont lieu pourα = αk → 0.
Le premier pas de la preuve consiste à écrire l’équation (1) sous la forme (5). Remarquons qu’il suffit de

supposer queu ∈ L2
loc(0, T ;H1) pour donner un sens à l’équation (5) dans les distributions.

La suite de la preuve s’inspire fortement de la démonstration de l’existence des solutions faibles de
l’équation de Navier–Stokes, et plus précisément de la partie concernant le passage à la limite, telle qu’on
peut la trouver dans [2], voir aussi [16]. Ici, la difficulté consiste en l’obtention d’estimations indépendantes
deα et de montrer que les termes supplémentaires par rapport à l’équation de Navier–Stokes convergent
vers 0 au sens des distributions.

L’étape suivante consiste en l’obtention d’estimations indépendantes deα.

Estimations uniformes enα. – Soit θ < T fixé. On obtient de manière classique à partir de l’inégalité
d’énergie (4) la relation suivante :∥∥u(t)

∥∥2
L2 + α

∥∥∇u(t)
∥∥2

L2 + ν

∫ t

0

∥∥∇u(τ)
∥∥2

L2 dτ � ‖u0‖2
L2 + α‖∇u0‖2

L2 + 1

ν

∫ t

0
‖f ‖2

Ḣ−1. (6)

En tenant compte des hypothèses (a), (b) et du fait quef ∈ L2
loc

([0, T ); Ḣ−1
)

il s’ensuit que, pour tout
θ < T ,

u borné dans L∞
(
0, θ;L2) ; ∇u borné dans L2

(
0, θ;L2) ; α1/2∇u borné dans L∞

(
0, θ;L2). (7)

Étudions maintenant chaque terme de (5), à l’aide des informations (7). Par des théorèmes de produit
classiques on a les relations suivantes :

– ν�u est borné dans L∞(0, θ;H−2) caru l’est dans L∞(0, θ;L2) ;
– ‖u · ∇u‖H−1−d/2 � C‖u‖L2‖∇u‖L2 doncu · ∇u est borné dans L2(0, θ;H−1−d/2) ;
– de même,uj∂ku est borné dans L2(0, θ;H−1−d/2) donc α

∑
j,k ∂j ∂k(uj ∂ku) → 0 dans L2(0, θ;

H−3−d/2) ;
– ‖∂kuj ∂ku‖H−1−d/2 � C‖∇u‖2

L2 donc α1/2∂kuj ∂ku est borné dans L2(0, θ;H−1−d/2), d’où

α
∑

j,k ∂j (∂kuj ∂ku) → 0 dans L2(0, θ;H−2−d/2) ;

– de même,α
∑

j,k ∂k(∂kuj∇uj ) → 0 dans L2(0, θ;H−2−d/2).
En ce qui concerne le terme de pression, le plus simple est d’appliquer la projection de LerayP à (5)

pour obtenir
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∂t (u − α�u) = P

(
ν�u − u · ∇u + α

∑
j,k

∂j ∂k(uj ∂ku) − α
∑
j,k

∂j (∂kuj ∂ku)

+ α
∑
j,k

∂k(∂kuj∇uj ) + f
)
.

CommeP est une projection orthogonale dans tout espace de Sobolev Hs , il découle de la discussion
ci-dessus que∂t (u − α�u) est borné dans L2(0, θ;H−3−d/2). Or, on a la relation suivante :‖∂tu‖Hs �
‖∂t (u − α�u)‖Hs , pour touts ∈ R. On en déduit que

∂tu est borné dans L2
(
0, θ;H−3−d/2). (8)

On dispose maintenant de tous les éléments nécessaires pour passer à la limite. En effet, on a déjà vu
queα

∑
j,k ∂j ∂k(uj ∂ku) − α

∑
j,k ∂j (∂kuj ∂ku) + α

∑
j,k ∂k(∂kuj∇uj ) → 0 dans L2

(
0, θ;H−3−d/2

)
, donc

la convergence a lieu aussi au sens des distributions. Ensuite, les termes non linéaires qui restent sont les
mêmes que ceux pour l’équation de Navier–Stokes. Or, les deux premières informations de (7) plus la
relation (8) sont les estimations « a priori » utilisées pour le passage à la limite dans l’équation de Navier–
Stokes afin d’obtenir l’existence d’une solution faible. Par conséquent, les mêmes techniques s’appliquent.
Rappelons seulement que la relation (8) donne de l’équicontinuité en temps ce qui, par application du
théorème d’Ascoli, nous permet d’extraire une sous-suite convergeant fortement, ingrédient essentiel dans
le procédé de passage à la limite.

Remarque5. – Siν = 0, alors le passage à la limite ci-dessus ne marche plus. Plus précisément, comme
la dernière relation de (7) n’est plus disponible, on ne peut pas affirmer que le terme∂j (∂kuj ∂ku) converge
vers 0 dans L2(0, θ;H−2−d/2) ; on sait seulement qu’il est borné dans L∞(0, θ;H−2−d/2).
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