
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 334 (2002) 65–70

Statistique/Statistics
(Probabilités/Probability Theory)

Prédiction des processus à temps continu
autorégressifs via les espaces à noyau reproduisant
Fatiha Mokhtari, Tahar Mourid
Département de mathématiques, Faculté des Sciences, Université de Tlemcen, Tlemcen 13000, Algérie

Reçu le 25 novembre 2000 ; accepté après révision le 9 octobre 2001

Note présentée par Paul Deheuvels.

Résumé Nous étudions la prédiction statistique d’un processus stochastique à temps continu
admettant une représentation autorégressive fonctionnelle. Pour cela nous construisons une
approximation du prédicteur optimal de Parzen défini dans le contexte des espaces de
Hilbert à noyau reproduisant. Pour citer cet article : F. Mokhtari, T. Mourid, C. R. Acad.
Sci. Paris, Ser. I 334 (2002) 65–70. 2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et
médicales Elsevier SAS

Prediction of autoregressive processes via the reproducing kernel
spaces.

Abstract We study the statistical prediction of a continuous time stochastic process admitting
a functional autoregressive representation. We construct an approximation of Parzen’s
optimal predictor in reproducing kernel spaces framework. To cite this article: F. Mokhtari,
T. Mourid, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 334 (2002) 65–70. 2002 Académie des
sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Abridged English version

The problem of predicting the future of continuous time random processes on an entire time interval
knowing its values up to the present is one that arises naturally in many fields. Generally the resolution of
this type of problem and their interpretation require as tools among others the theory of random variables
with values in a functional space. Here we adopt the framework of the infinite dimensional autoregressive
processes which give some insights upon the prediction problem for a class of continuous time processes.
Specifically we assume that a complete observed sample path of a continuous time processY = (Yt , t ∈ R)

on the interval[0, T ] was given and we seek to predict the future behavior of the trajectory ofY on the entire
interval [T ,T + δ], whereδ > 0, rather than at specific point. For this purpose we split the interval[0, T ]
into subintervals[iδ, (i+1)δ], i = 0, . . . , n−1,n= [T/δ]−1 and we consider each portion of the trajectory
based upon[iδ, (i+ 1)δ] as an random variable with values in an appropriate functional space. By this way
we generate a discrete random process(Xn,n ∈Z) with dependent variables by settingXn(t)= Y (nδ+ t),
0 � t � δ, with values in a functional space. The choice of the functional space depends upon the path
regularity of the random processY . Whenever the random processY has continuous trajectories we can
take as functional space the space C[0,δ] of all continuous functions or the Lp[0,δ] spaces forp � 1. Several
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applications recently performed in many areas show how this modelization is able to handle the prediction
successfully and hence illustrates the benefit of this approach [2, ch. 9].

Let (�,A,P ) be a complete probability space and let(B,‖ · ‖) be a real separable Banach space with
its Borelσ -field B. A sequence(Xn, n ∈ Z) of r.v’s defined on(�,A,P ) with values inB is a 1st-order
autoregressive process ARB(1) if there exists a linear operatorρ in L(B), a B-white noise(εn) (iid rv’s
zero mean and 0<E‖ε0‖2 := σ 2

ε <∞) such that for alln ∈ Z

Xn = ρ(Xn−1)+ εn a.s.

Under the condition‖ρj0‖L < 1,j0 ∈N∗, there exists a strictly stationary process of the 2nd order verifying
(1) ([2], p. 74, [3], ch. 2, Prop. 3.1). The global prediction of the r.v.Xn verifying (1) as an element of C[0,1]
has been made by the construction of an estimatorρ̂ of ρ and by settingρ̂(Xn−1) as predictor ofXn. In
this work we consider the prediction of the processY = (Y (t), t ∈ R) admitting a first order autoregressive
representation by a local prediction of the r.v.Xn by Parzen’s approach [5,6]. Parzen’s method uses the
reproducing space Hilbert associated to the covariance function of the observed process. We give an optimal
predictor in the both cases based on a finite number of discrete observations and on a continuous observed
trajectory (seeProp. 4–6 below). As examples we treat the case of the Ornstein–Uhlenbeck process and
some others and we show that the predictor of Parzen turn to be the best probabilistic predictor (see
Prop. 1–3 below). Afterwards we compare our predictors with those presented in Pumo [7] (Prop. 7 and 8
below) and present some advantages of this approach by the gain on Fourier coefficient calculation.

1. Introduction

SoitY = (Y (t), t ∈ R) un processus aléatoire à temps continu observé sur un intervalle de temps[0, T ].
Le problème naturel de de la prédiction deY sur un intervalle[T ,T + δ], δ > 0, a connu de grands
développements. Nous nous intéressons à une modélisation autorégressive fonctionnelle du processusY qui
semble plus adaptée à ce type de problème ([2], Synopsis ; [3], ch. 1 ; [7], ch. 2). Le processus stochastique
réelY = (Y (t), t ∈ R) à temps continu défini sur un espace de probabilité(�,A,P ) est dit à représentation
autorégressive d’ordre 1 dans l’espace de Banach C[0,δ] des fonctions continues sur[0, δ] : si la suite
(Xn, n ∈ Z) de C[0,δ] définie parXn(t)= Y (t + nδ), t ∈ [0, δ], vérifie la relation suivante :

Xn = ρXn−1 + εn, (1)

où ρ est un opérateur linéaire borné définie sur C[0,δ] et (εn, n ∈ Z) des variables aléatoires centrée du
second ordre à valeurs dans C[0,δ] (i.e. un C-bruit blanc fort). Le processus stochastiqueX = (Xn, n ∈ Z)

défini sur un(�,A,P ) est à valeurs dans l’espace de Banach C[0,δ] et appelé processus autorégressif
banachique d’ordre 1 et noté ARC(1). Sous la condition :‖ρj0‖< 1 pour unj0 ∈ N

∗, il existe un processus
strictement stationnaire du second ordre vérifiant (1) ([2], p. 74 ; [3], ch. 2, Prop. 3.1). Ainsi la prédiction
du processusY sur l’intervalle[T ,T + δ] où on peut choisirT = nδ, est ramenée à la prédiction de la v.a.
banachiqueXn. Dans la suite nous pouvons supposer queδ = 1.

La prédiction globale deXn vérifiant (1) comme élément de C[0,1] a été résolue dans ([7], ch. 3 ; [2],
ch. 8) par construction d’un estimateurρ̂ de l’opérateurρ et en posant comme prédicteurρ̂(Xn−1).

Dans cette Note nous considérons la prédiction du processusY = (Y (t), t ∈ R) à représentation
autorégressive d’ordre 1, par une prédiction locale de la v.a.Xn en utilisant une méthode de E. Parzen
[5,6].

La méthode de prédiction des processus développée par E. Parzen utilise l’espace autoreproduisant
associé à la covariance du processus observé. Rappelons qu’un espace de Hilbert H muni d’un produit
scalaire〈·, ·〉 est dit un espace de Hilbert à noyau reproduisant [1] si les éléments de H sont des fonctions
sur un ensembleI , I ⊂ R, tel qu’il existe un noyauK défini surI × I ayant les deux propriétés suivantes :
K(·, t) ∈ H, ∀g ∈ H, 〈g,K(·, t)〉 = g(t). Dans la suite nous notons l’espace H par H(K) et son produit
scalaire par〈·, ·〉K .
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Soit (Y (t), t ∈ I) un processus aléatoire centré du second ordre, de noyau de covarianceK(s, t) =
E[Y (s)Y (t)] et H(K) l’espace à noyau reproduisant associé. D’après ([6], p. 86), il existe une isométrie
entre l’espace de Hilbert L2[Y (t), t ∈ I ] engendré par le processus(Y (t), t ∈ I)) et l’espace H(K) qui
associe àh ∈ H(K) la v.a.r〈h,Y 〉K dans L2[Y (t), t ∈ I ] et en particulier une trajectoireY (·) à la fonction
K(·, t) par l’isométrie inverse. En outre nous avons les relations suivantes :∀Z v.a.r. du second ordre et
∀g, h ∈ H(K), 〈

K(·, t), Y〉
K

= Y (t), ∀t ∈ T , E
[
Z〈h,Y 〉K

] = 〈ρZ,h〉K,
E

[〈h,Y 〉K 〈g,Y 〉K
] = 〈h,g〉K, ∀h,g ∈ H(K),

oùρZ = cov(Z,Y (t)).
Un des problèmes classiques en statistique des processus est étant donné une variable aléatoire réelle du

second ordreZ, qu’il s’agit de construire un prédicteur̂Z deZ linéaire sans biais basé sur les observations
du processusY = (Y (t), t ∈ I) et d’erreur quadratique minimale. Un tel prédicteurẐ est appelé BLUP
pour « Best Linear Unbiased Predictor ». L’existence deẐ est prouvée dans [6].

THÉORÈME ([6], p. 91). –Soit {Y (t), t ∈ T }, un processus du second ordre de noyau de covariance
K(s, t) et de moyenneE[Y (t)] = m(t) où m est un élément d’un sous, ensemble ferméM de H(K).
SoitZ une v.a.r. du second ordre telle qu’il existeh ∈ H(K) vérifiant∀m ∈ M, Em[Z] = 〈h,m〉K . Posons
ρZ(t) := cov(Z,Y (t)).

Alors le prédicteurBLUPẐ deZ est donné par: Ẑ = 〈ρZ,Y 〉K + 〈PM(h − ρZ),Y 〉K , où PM est le
projecteur orthogonal surM.

L’erreur quadratique de prévision est: E
∣∣Ẑ −Z

∣∣2 = var(Z)− ‖ρZ‖2
K + ‖PM(h− ρZ)‖2

K .

Dans le cas particulier où l’on veut prédireZ = Y (t0), t0 ∈ T , E. Parzen obtient :ρZ(t) = K(t0, t)

et Em[Z] = m(t0) = 〈ρZ,m〉K = 〈h,m〉K , i.e. ρZ = h et le prédicteurŶ (t0) de Y (t0) est Ŷ (t0) =
〈K(·, t0), Y 〉K .

2. Predicteur basé sur un nombre fini d’observations

SoitX1, . . . ,Xn les observations du modèle vérifiant (1). Nous considérons les fonctions de covariance
et de covariance croisée suivantes :c, d , d∗, définies par :∀s, t ∈ [0,1],

c(s, t)=E
(
X0(s)X0(t)

)
, d(s, t)=E

(
X0(s)X1(t)

)
, d∗(s, t)= d(t, s)=E

(
X1(s)X0(t)

)
.

Les quantités empiriques associées sont respectivement définies par :

cn(s, t)= 1

n

n−1∑
i=1

Xi(s)Xi(t), dn(s, t)= 1

n− 1

n−1∑
i=1

Xi(s)Xi+1(t), d∗
n(s, t) = dn(t, s).

Nous notons par%,%n,&,&n,&∗,&∗
n, les opérateurs intégraux définis sur L2[0,1] de noyaux respectivement

c, cn, d , dn, d∗ et d∗
n . L’étude asymptotique de ces estimateurs se trouve dans ([2], ch. 4 ; [7], ch. 3).

Étant donné des pointsti , i = 1, . . . , r, de[0,1], nous supposons que les noyaux de covariance et de la
covariance croisée :c(s, t) etd∗(s, t), (s, t) ∈ [0,1]2, sont connus aux pointsti , i = 1, . . . , r. Alors, par un
application directe du résultat de E. Parzen, le prédicteur BLUPX̂n deXn(t), t ∈ [0,1], pour un processus
ARC(1) vérifiant (1), basé sur les observationsXn−1(t1) . . .Xn−1(tr ), est donné par :

X̂n(t)= −|
c(t1, t1) . . . c(t1, tr ) d∗(t, t1)
............................ ..........

c(tr , t1) . . . c(tr , tr ) d∗(t, tr )
Xn−1(t1) . . .Xn−1(tr ) 0

| ÷ |
c(t1, t1) . . . c(t1, tr )

...........................

c(tr , t1) . . . c(tr , tr )

|, (2)

où |A| désigne le déterminant de la matriceA.
Si nous disposons de l’observation complète de la trajectoireXn−1 sur l’intervalle [0,1], et si nous

considérons le cas où les valeurs et les vecteurs propres(λj ,φj ), j � 1, de l’opérateur de covariance%
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sont connus avecλj > 0, j � 1, alors le predicteur BLUP̂X∗
n deXn est donné par :∀t ∈ [0,1],

X̂∗
n(t)=

+∞∑
j=1

1

λj

∫ 1

0
d∗(s, t)ϕj (s)ds

∫ 1

0
Xn−1(s)ϕj (t)ds, (2′)

où la série converge p.s. Les résultats suivants donnent la forme du prédicteur pour des processus
particuliers.

Si le processusY = (Y (t), t ∈ R) est le processus d’Ornstein–Uhlenbeck, il admet la représentation (1)
avecρ défini par ([2], ch. 6.2) :∀f ∈ C[0,1], ρ(f )(t) = exp(−γ t)f (1), où γ > 0. Nous avons le résultat
suivant :

PROPOSITION 1. –Si {Y (t), t ∈ R} est le processus d’Ornstein–Uhlenbeck alors le prédicteurBLUP
X̂n deXn construit sur l’observationXn−1(1), coincide sur[0,1] avec le meilleur prédicteur probabiliste
ρXn−1.

PROPOSITION 2. –Si l’opérateurρ de la relation(1) est de la forme: ∀f ∈ C[0,1], ρf = ∑r
i=1f (ti)αi ,

où r ∈N∗ et lesαi , i = 1, . . . , r, sont des éléments deC[0,1], alors le prédicteurBLUP X̂n deXn basé sur
les observationsXn−1(ti ), i = 1, . . . , r, coincide sur[0,1] avec le meilleur predicteur probabilisteρXn−1.

Les opérateurs de proposition 2 interviennent dans la représentation autorégressive des processus quasi-
Markoviens ([2], ch. 6.2 ; [3], ch. 6).

Dans le cas où l’opérateurρ de (1) est Hilbert–Schmidt sur L2[0,1] nous avons :

PROPOSITION 3. –Si l’opérateur ρ de la relation (1) est un opérateur intégral à noyau alors le
prédicteurBLUP (2′) deXn basé sur l’observation complète de la trajectoireXn−1 sur [0,1], coincide
sur [0,1] avec le meilleur prédicteur probabilisteρXn−1.

Dans la suite nous considérons le cas où les noyaux de covariance et de covariance croiséec(s, t)

et d(s, t) sont inconnus. Alors nous utilisons leurs estimateurs naturels associés définis ci-dessus et un
prédicteur naturel deXn basé sur les observationsXn−1(t1) . . .Xn−1(tr ) serait :∀t ∈ [0,1],

̂̂
Xn(t)= −|

cn(t1, t1) . . . cn(t1, tr ) d∗
n(t, t1)

................................ ..........

cn(tr , t1) . . . cn(tr , tr ) d∗
n(t, tr )

Xn−1(t1) . . .Xn−1(tr) 0

| ÷ %n avec %n = |
cn(t1, t1) . . . cn(t1, tr )

...........................

cn(tr , t1) . . . cn(tr , tr )

|, (3)

où%n est supposé ne s’annulant pas p.s. (ce qui est vrai pourn assez grand).
Nous ferons l’hypothèse suivante :

H1 : 1. Les trajectoires du processusY sont Lipschitz d’ordreα ∈]0,1] de constante une v.a.L vérifiant
E(exp(L)) <∞ et le processusX = (Xn) est géométriquement fortement mélangeant.
2. Conditions de Cramer :∀s, t ∈ [0,1], ∃m,M > 0 tels que : 0< m < E|X0(s)X0(t)|k �
Mk−2k!E(X2

0(s)X
2
0(t)), k � 3.

L’hypothèse H1 permet d’obtenir des bornes exponentielles en probabilité pour les quantités‖c−cn‖∞ et
‖d − dn‖∞ (cf. [7], ch. 2). La conditionE(exp(L)) <∞ peut être affaiblie (cf. [2], ch. 6.6). Des conditions
suffisantes pour le mélange fort géométrique du processusX = (Xn) sont données dans [4].

Le résultat suivant donne la convergence en probabilité du prédicteur̂̂
Xn.

PROPOSITION 4. –Sous la conditionH1 nous avons: ∀t ∈ [0,1], X̂n(t)− ̂̂
Xn(t) −→

n→+∞ 0 en probabilité.

3. Prédicteur basé sur l’observation complète d’une trajectoire

Nous considérons le cas où les éléments propres(λj ,φj ), j � 1, de l’opérateur de covariance% sont
connus et que nous disposons de l’observation complète de la trajectoireXn−1 sur l’intervalle[0,1]. Nous
formulons l’hypothèse suivante :
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H2 : λj > 0 pour toutj � 1.
Sous H2, le predicteur BLUP̂X∗

n deXn est donné par (2′).
Les éléments propres(λjn,ϕjn; j ∈ N∗) de l’opérateur empirique%n, défini dans le paragraphe 2, sont

des estimateurs naturels des éléments propres(λj , ϕj )j�1 de l’opérateur de covariance% ([2], ch. 4). Si les
vecteurs propres(φj ) sont connus et les valeurs propres (λj ) sont à estimer nous pourrons considérer alors
le prédicteur deXn suivant :∀t ∈ [0,1]

̂̂
X

∗
n(t)=

kn∑
j=1

1

λjn

∫ 1

0
d∗
n(s, t)ϕj (s)ds

∫ 1

0
Xn−1(s)ϕj (s)ds. (4)

Nous considérons l’hypothèse suivante :
H3 : P(λ1n > · · ·> λnn > 0)= 1.

Remarquons que les hypothèses H2 et H3 sont vérifiées dans le cas Gaussien ([3], ch. 4). Nous notons par
‖f ‖∞ et ‖f ‖2 respectivement les normes infinie et L2 def et posonsNi = ‖Xi‖2. Nous avons le résultat
suivant :

PROPOSITION 5. –SousH2, H3, knarrow+∞, k3
nN

2
n−1n

−1λ−4
kn

−→
n→+∞ 0 etk3

nN
2
n−1n

−1λ−2
kn

−→
narrow+∞0,

nous avons: ‖X̂∗
n − ̂̂

X
∗
n‖2 −→

n→+∞ 0, en probabilité.

Dans le cas général où les éléments propres(λj , ϕj ) sont inconnus nous considérons le prédicteur
suivant :∀t ∈ [0,1],

X∗∗
n (t)=

kn∑
j=1

1

λjn

∫ 1

0
d∗
n(s, t)ϕjn(s)ds

∫ 1

0
Xn−1(s)ϕjn(s)ds. (5)

Posons :M∗
i = ‖φin‖∞, M∗(kn) = sup1�j�kn

M∗
j , M ′

j = ‖c‖∞/λj , M ′(kn) = sup1�j�kn
M ′

j , M̂(kn) =
sup(M∗(kn),M ′(kn)). Nous ferons l’hypothèse suivante :
H4 : λj = arj ; a > 0, 0< r < 1.

Nous avons le résultat suivant :

PROPOSITION 6. –Sous les hypothèsesH1, H3, H4,Xi bornée,kn = o(logn), M̂(kn)= o(logn), alors:
‖X̂∗

n −X∗∗
n ‖2 −→

n→+∞ 0 en probabilité.

4. Comparaison avec les résultats de [7]

Rappelons que le prédicteur construit dans [7], chap. 3, dans le cas où les vecteurs propres (ϕj ) sont
connus, est donné par :∀t ∈ [0,1],

X̃n(t)=
∫ 1

0
rnkn (s, t)Xn−1(s)ds, (6)

rnkn(s, t)=
kn∑

i,j=1

rijnϕi(t)ϕj (s), rijn = d∗
ijn

λjn
, dijn =

∫ 1

0

∫ 1

0
d∗
n(s, t)ϕi(t)ϕj (s)ds dt .

Le prédicteur (6) necessite le calcul des coefficients de Fourier du noyaud∗ dans la base(φi ⊗ φj ). Nous
avons la comparaison suivante entre les prédicteurs (4) et (6) :

PROPOSITION 7. –Nous avons: ‖ ̂̂
X

∗
n − X̃n‖∞ −→

narrow+∞0 en probabilité.
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Dans le cas où les éléments propres sont inconnus le prédicteur considéré dans [7], chap. 3, a la forme
suivante :∀t ∈ [0,1],

˜̃
Xn(t)=

∫ 1

0
r̂nkn (s, t)Xn−1(s)ds, (7)

où r̂nkn (s, t) =
kn∑

i,j=1

r̂ijnϕin(t)ϕjn(s), r̂ijn = d̂∗
i,jn

λjn
, d̂∗

i,jn =
∫ 1

0

∫ 1

0
d∗
n(s, t)ϕjn(t)ϕin(s)ds dt . Nous avons

la comparaison suivante entre les prédicteurs (5) et (7) :

PROPOSITION 8. –Nous avons: ‖X∗∗
n − ˜̃

Xn‖∞ −→
narrow+∞0 en probabilité.

5. Conclusion

Les prédicteurs stochastiques construits dans le cadre des espaces autoreproduisants ont l’avantage de
n’utiliser que des estimateurs des éléments propres(λj , ϕj ), j � 1, de l’opérateur% et du noyaud∗. Les
prédicteurs utilisées dans [7] nécessitent en plus des eléments cités le calcul des coefficients de Fourier du
noyaud∗. Les résultats obtenus montrent le même comportement asymptotique. Le problème des vitesses
de convergences pour les deux approches reste posé.

Nous remercions les deux rapporteurs pour leurs suggestions constructives et les améliorations
proposées.
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