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Résumé On étudie la résonance 1: 2 pour les champs de vecteurs réversibles deR
4, dépendant

d’un paramètreµ et on montre la bifurcation de deux familles de solutions périodiques et,
dans les cas génériques, de deux solutions réversibles homoclines à certaines des solutions
périodiques appartenant, à l’une ou l’autre des familles précédentes, selon le signe d’un
certain coefficient. Pour citer cet article : M. Barrandon, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 334
(2002) 7–10. 2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier
SAS

1 : 2 resonance for reversible vector fields

Abstract We study the 1: 2 resonance for reversible vector fields inR4, depending on a parameterµ
and we show the bifurcation of two families of periodic solutions and of two reversible
solutions which are homoclinic to some of the periodic solutions belonging to one or the
other of the previous families, depending on the sign of a coefficient. To cite this article:
M. Barrandon, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 334 (2002) 7–10. 2002 Académie des
sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

On étudie un champ de vecteurs dansR4, dépendant d’un paramètre :

dX

dt
= F(X,µ), X ∈ R

4, µ ∈ R, (1)

avecF de classe Ck , k � 1, et F(0,µ) = 0 et on s’intéresse plus précisément dans cette Note à la
résonance 1: 2 dans le cas réversible c’est-à-dire qu’on suppose queDXF(0,0) a deux paires de valeurs
propres simples :±iω1, ±iω2 avecω1/ω2 = 1/2 et qu’il existe une symétrieS, S2 = Id telle que
SF(X,µ) = −F(SX,µ) (symétrie de réversibilité). L’étude la plus récente sur la résonance 1: 2, dans
le cas général (sans la condition de réversibilité) est faite dans [5]. Dans cet article, les bifurcations de
solutions périodiques sont traitées et les auteurs doivent éviter d’approcher une dégénérescence du système
qui intervient précisément lorsque celui-ci est réversible. La bifurcation 1: 2 dans le cas réversible intervient
quant à elle notamment dans les deux exemples suivants :

Dans l’étude des ondes progressives dans une couche de fluide parfait en écoulement potentiel, en
présence de tension de surface, on peut ramener l’étude de la dynamique spatiale à un système réversible
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régi par une équation différentielle ordinaire de dimension 4 (voir par exemple [3]). On a alors une courbe
dans le plan des paramètres le long de laquelle la bifurcation étudiée dans cette Note intervient.

Dans l’étude de la déformation par torsion d’une barre rectiligne élastique infinie [1], on a également une
telle bifurcation pour des valeurs des paramètres appartenant à un ensemble de codimension 1.

On montre ici l’existence pourµ voisin de 0, de deux familles de solutions périodiques de (1) et
l’existence dans les cas génériques de deux solutions réversibles homoclines à certaines des solutions
périodiques appartenant, suivant les cas, à l’une ou l’autre des familles précédentes.

Pour étudier (1) au voisinage de 0, on utilise la théorie des formes normales (voir par exemple [4]) qui
permet, avec un changement de variable polynômial au voisinage de 0, de se ramener à l’équation :{

dA1
dt = iA1(ω1 +µ1 + a1|A1|2 + a2|A2|2)+ ia3Ā1A2 +R1,

dA2
dt = iA2(ω2 +µ2 + b1|A1|2 + b2|A2|2)+ ib3A

2
1 +R2,

(2)

oùA1 etA2 ∈ C, les coefficientsaj etbj sont réels et dépendent régulièrement deµ, R1, R2 dépendent de
A1,A2, Ā1, Ā2 et deµ de façon régulière et vérifient :R1,R2 = O((|A1| + |A2|)4) etµ1, µ2 = O(|µ|). Le
système anticommute avec(A1,A2)→ (Ā1, Ā2) (symétrie de réversiblité) et la forme normale commute
avec(A1,A2)→ (A1eiϕ,A2e2iϕ), ϕ ∈ R.

En posantA1 = r1eiθ1, A2 = r2eiθ2, on remarque que si on définit :� = θ2 − 2θ1, la nouvelle symétrie
pour la forme normale permet de n’avoir à étudier que les équations enr1, r2 et �, qui s’écrivent, en
négligeant les termes d’ordres supérieurs :


dr1
dt = −a3r1r2 sin�,
dr2
dt = b3r

2
1 sin�,

d�
dt = ν + 1

r2
cos�(b3r

2
1 − 2a3r

2
2), oùν = µ2 − 2µ1.

(3)

Ce système a les deux intégrales premières suivantes :{
b3r

2
1 + a3r

2
2 =K,

r2
1r2cos�− ν

2a3
r2
1 =H.

On peut mettre en évidence deux familles de solutions périodiques :
– familleP1 :A1 = 0, dans ce cas|A2| est constant et on aA2 = |A2|ei�2t avec�2 = ω2+µ2+b2|A2|2

(la fréquence est proche deω2 = 2ω1) ;
– familleP2 : �= 0 ouπ , dans ce casr1 et r2 sont constants et sont solutions siν± 1

r2
(b3r

2
1 −2a3r

2
2)=

0. Cela correspond encore à une famille de solutions périodiques car dθ1/dt et dθ2/dt sont constants
et θ2 = 2θ1 ou θ2 = 2θ1 + π , la fréquence des solutions est alors proche deω1.

On suppose dans toute la suite quea3b3 
= 0 et on fait le changement d’échelle :ρ1 = 1
ν

√|a3b3|r1,
ρ2 = − 1

ν
a3r2 et τ = νt pour obtenir :


dρ1
dτ = ρ1ρ2 sin�,
dρ2
dτ = −ερ2

1 sin�,
d�
dτ = 1+ 1

ρ2
cos�(2ρ2

2 − ερ2
1),

(4)

où on a poséε = 1 si a3b3 > 0 etε = −1 si a3b3 < 0. Les intégrales premières deviennent :{
ρ2

1 + ερ2
2 = k,

ρ2
1ρ2cos�+ ρ2

1
2 = h.

(5)
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Figure 1. – Différents comportements defε,h,k en
fonction deh et k pourε= −1.

Figure 2. – Différents comportements defε,h,k en
fonction deh et k pourε= 1.

On obtient alors, en éliminantρ2 et� une équation différentielle avecρ1 seul :(
d

dτ

(
ρ2

1

))2

= 4fε,h,k
(
ρ2

1

)
,

oùfε,h,k(u)= εu2(k − u)− (h− u
2)

2.
Il faut donc discuter de la position du graphe defε,h,k par rapport aux axes selon les valeurs deh, k et de

ε = ±1 (il fautρ2
1 > 0 etfε,h,k > 0). En particulier, les solutions périodiques de la familleP2 correspondent

aux racines doubles non nulles defε,h,k . La figure 1 résume les différents comportements defε,h,k et donc
deρ1 dans le casε = −1 : on a tracé les valeurs deh, k pour lesquellesfε,h,k a une racine double, la famille
P2 (fréquence voisine deω1) se retrouve ainsi sur l’arcAB0 (sur lequel on a bienu > 0 etfε,h,k > 0), alors
que la familleP1 (fréquence voisine de 2ω1) se retrouve sur l’axeh = 0 : on observe en particulier une
bifurcation avec doublement de période au pointA. On remarque aussi, pour(h, k) ∈ AB, l’existence de
solutions homoclines aux solutions périodiques de la famille P2.

La discussion dans le casε = 1 est analogue (voir figure 2) : on a aussi unebifurcation avec doublement
de période au point (h = 0, k = 1/4) et l’existence, pourh = 0, k > 1/4, d’une famille de solutions
homoclines aux solutions périodiques de la famille P1.

On s’intéresse maintenant au système complet et tout d’abord à la persistance des solutions périodiques :
on écrit (1) sous la forme

dX

dt
= LµX+N(X,µ),

où les valeurs propres deLµ sont±iω1(µ), ±iω2(µ) avecω2(µ) > ω1(µ) > 0 etN = O(‖X‖2) de classe
Ck etS anticommute avecLµ etN . Pour la persistance des solutions de la familleP1 on a le résultat suivant
(résultat de type Lyapounov–Devaney [2]) :

THÉORÈME 1. –Soit µ voisin de 0, alors il existe η > 0 et des fonctions :

γ (t) : ]−η,η[→ R, et U : BC(0, η)→ Hp
0
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de classe Ck telles que γ (0)= 0, U0 = 0 et telles que :

XA(t)=UA(�At)

soit une famille de solutions périodiques de (1), où �A = ω2(µ)+ γ (|A|2).
Où on a noté, pourp � 1, Hp0 l’espace de Sobolev des fonctions 2π -périodiques surR, dont les dérivées

jusqu’à l’ordre p sont de carré intégrable.
Considérons maintenant les solutions de la familleP2, c’est-à-dire les solutions qui, pour la forme

normale, s’écrivent : {
A1(t)= r0

1 ei�t ,

A2(t)= r0
2 e2i�t ,

(6)

où�= ω1 +µ1 + a3r
0
2 et r0

1, r0
2 sont solutions deb3(r

0
1)

2 − 2a3(r
0
2)

2 + νr0
2 = 0 (on n’impose pas le signe

der2). La persistance de ces solutions est donnée par le théorème suivant :

THÉORÈME 2. –Soit ν = µ2 − 2µ1 
= 0 voisin de 0, alors il existe η > 0 et pour A ∈ R, |A| � η, une
famile de solutions périodiques XA de (1), qui dépend de A de manière Ck et qui est une perturbation des
solutions périodiques (6) (famille P2).

La démonstration consiste à paramétrer parθ1 au lieu det pour obtenir un système en dimension 3, puis
à utiliser pour ce nouveau système une technique de type Lyapounov–Schmidt.

On montre enfin l’existence de deux solutions réversibles homoclines aux solutions périodiques :

THÉORÈME 3. –On suppose ε = −1. Soit ν 
= 0 voisin de 0, alors pour toute solution périodique de
la première famille obtenue avec (h, k) ∈AB il existe deux solutions homoclines réversibles aux solutions
périodiques perturbées données par le théorème 2.

THÉORÈME 4. –On suppose ε = 1. Soit ν 
= 0 voisin de 0, alors pour toute solution périodique de
la première famille obtenue avec k > 1/4 et h = 0, il existe deux solutions réversibles homoclines aux
solutions périodiques perturbées données par le théorème 1.

Pour démontrer le théorème 3 on utilise un argument géométrique : on montre que la variété stable d’une
solution périodique de la familleP2 obtenue avec(h, k) ∈ AB coupe transversalement le plan de symétrie
en deux points. Par un argument de dépendance différentiable par rapport au paramètre, la variété stable de
la solution périodique qui persiste intersecte aussi transversalement le plan de symétrie en deux points : ces
deux points appartiennent à deux orbites que l’on peut prolonger par symétrie pour obtenir deux solutions
réversibles homoclines à la solution périodique perturbée.

La démonstration du théorème 4 est identique.
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