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RESUME. — L'objectif de ce papier est d'obtenir un TCL avec vitesse pour la marche aléatoire
gauche sur le groupe affine 8. Nous nous plagons sous des hypothéses faibles ne permettant
pas d'obtenir la quasi-compacité de I'opérateur de transition associé a la marche. La méthoc
consiste a se ramener au cas d’'une martingale et a utiliser des résultats récents de C. Jan [5].
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ABSTRACT. — The purpose of this paper is to obtain a CLT with rate for the left random walk
on the affine group dR?. We make weak assumptions under which the operator associated with
the random walk is not quasi-compact. The method consists in using recent results of C. Jan [¢
about the CLT for martingales.
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1. Introduction

L'objectif de ce papier est d’obtenir un TCL avec vitesse pour la marche aléatoire
gauche sur le groupe affine B¢. Comme le font remarquer X. Milhaud et A. Raugi [8],
ce cadre englobe le cas des processus auto-régressifs.

Notre étude est faite sous des hypothéses plus faibles que celles apparaissant dan:
littérature sur ce theme (voir par exemple X. Milhaud et A. Raugi [8] ou H. Hennion et
L. Hervé [3,4]). Comme nous le verrons par la suite, cette restriction impose I'utilisation
d'une méthode différente et donne des vitesses inférieures. Notons que, lorsque Ie
hypothéses de [8,3] ou [4] sont satisfaites, nos vitesses restent inférieures aux leur
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Ainsi, notre résultat, quoique plus général, n’est pas optimal sous ces hypothése
particulieres.

Ce travail entre dans le cadre d’'une thése effectuée sous la direction d’Albert Raug
gue je remercie vivement ici.

1.1. Notations
Soit G I'ensemble :G = GL,(R) x R?, ou GL,(R) désigne le groupe des matrices

inversibles d’ordref, et nous écrirong = (A(g), b(g)), A(g) € GLy(R), b(g) € R?.
Muni du produit :

8.8 = (A(®)A(g), b(g) + A(g)b(g)).
G est un groupe, appelé groupe affine Bdr Il opére de fagon naturelle sR¢ par :
g-x=b(g)+A(®x V(g.x)eG xR

Etant donnée une mesure de probabilitéur les boréliens d&, nous considérons
I'espace de probabilit& défini par :

(Q, F,P) = (G, BG), u)*"

ou B(G) designe la tribu borélienne su¥. Nous notons(Y,),>1 les applications
coordonnées &tF,), la fitration naturelle associée. Pour taudeR? nous définissons
les suites de variables aléatoit@s, (x)),en €t (X, (x))en par:

Xo(x) = Xo(x) = x,
X,(x)=Y,..Y1-x X,(x)=Y;...Y,-x Vn>1

Pour toutx de RY, (X,(x)),en €St une chaine de Markov s&¢ (appelée marche
aléatoire gauche partant d§ de probabilité de transitioR définie par :

Pf(y) = / F(g-y) udg) YyeR.
G

Pour toutx € R?, (¥,,, X,,_1(x)),>1 €St une chaine de Markov de probabilité de transition
R définie par :

Rﬂ&wz/ﬂdgwmww V(g,y) € G x RY.
G

1.2. Cadredu probleme et résultats antérieurs

Soit F une fonction a valeurs da définie surG x R?. Siv désigne la mesure de
probabilité stationnaire associée a la chaikig),en (v sera définie proprement par la
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suite), nous notonsla moyenne de suivante :

e= / F(g.x) u(dg) v(dx).
G xRd4

Nous nous intéressons alors au comportement en loi de la suite :

1
—— (S, (x) —ne ) , 1
(G\/ﬁ( ) n>1 ( )
ou S,(x) = > 1 F( Y, X4_1(x) ) pour toutn > 1 et o est une constante de

normalisation que nous définirons par la suite.
Cette étude a déja été faite sous diverses hypothéses :
— X. Milhaud et A. Raugi [8] ont prouvé queéS,),>1 converge en loi vers une |oi
normale avec une vitesse %\ lorsqueF est localement holderienne et lorsque

vérifie les conditions suivantes, pour un réet O :

/e”b(g)”uu(dg) <+oo et [[AO)I <1 wp-ps
G

— H. Hennion et L. Herve [3] établissent le méme résultat pour des foncfions
uniformément lipshitziennes, bornées et lorsquest contractante en moyenne
satisfaisant au méme type d’hypothése de moment. Puis, dans [4] ils traiten
le cas de fonctionsF localement holderiennes et de mesuresatisfaisant a
Jo 1b(2) 1“1 (dg) < +o0, pour un certain réel positif dépendant dé .

Dans ces trois cas, la méthode utilisée est basée sur la quasi-compacité de I'opérate

P sur des espaces ad hoc. Cela permet d'étudier les noyaux de Fourfecal@me
perturbations deé?, en vue d’appliquer le théoréme de Berry-Esseen. Notons que le gain
entre [3] et [4] (passage d'un moment exponentiel a un moment polynomial) résulte
d’'un nouveau résultat de perturbation di a G. Keller et C. Liverani [7]. Les vitesses
obtenues dans [8,3] et [4] sont efwl/2. Lorsque I'opérateuP n’est pas quasi-compact,

il semble que la seule méthode utilisée soit de compésgr,~1 a une martingale et

de s'appuyer sur les résultats obtenus dans ce cas. Nous allons donc procéder ainsi
utiliser les résultats récents de Christophe Jan ([5,6]). Alors, sous des hypothéses tr
faibles (régularité dé et moments dg) nous obtenons des vitesses ¢n1*, et sous

des hypothéses plus restrictives nous obtenons des vitessg¢a“epalr touta < 1/2.

Notre résultat n’est donc pas optimal lorsqu'il est appliqué a des fonctions localemen
hélderiennes (hypothése assumée dans [8,3] et [4]). Nous donnerons un exemple
fonction satisfaisant & nos conditions de régularité mais qui n’est holderienne d’aucut
ordre.

1.3. Hypothéses

Dans toute la suite, nous supposons que I'hypothése de contraction suivante e
satisfaite :
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Il existe sur une normg- || surR telle que, sil'on note de méme la norme d’opérateur
associée suBL,(R) :

[AOI <1 wp-p.s )
Notons que nous avons alors :

0<6=exp [log||A(e)] u(dg) <1, 3)
G

oud =0si [;logllA(g)|lu(dg) = —oo.
Si é est un réel positif, nous disons queadmet un moment d’ordr&lorsque

/]|b(g)]|5u(dg) < +oo. )
G

Soit 7 un réel positif. Nous disons qu’une fonctidghsur G x R¢ vérifie 'nypothése
(H,) s’il existe une suite de reels positifs, ),>1, une fonction mesurable de G dans
[1, +oo[, un réelr > 0 et un réel (0 < p < 1) tels que les conditions suivantes soient
réalisées :
|F(g,x)]

i sup ———— <n(g) Vgeaq,
O ST 51 Y
F(g,x)— F(g,
) sup TEDTEIN 08 veeq,
le—ylI<p" 1+ lx*
(iii) Z mpB,, < +00,
m>1
(iv) /ng(g)u(dg) < +o00,
G
(v) Il n’existe pas de fonctiongr surG x R telles que ;

F(g,x)—e=y(x)—y(g-x) u®v-p.s.

Ole =[5, re F(g,x) n(dg) v(dx).
Nous disons que vérifie I'hypothése(H) si de plus les conditions suivantes sont
réalisées :
(iii ") Z mP B, <+oo Vp>=0,
m>1
(iv') /n(g)”u(dg) <400 Vp>0.
G

Remarques- Notons que dans [8,3] et [4] les fonctiorfs ont une régularité
hdlderienne alors que nous ne supposons ici qu’une régularité en terme de variation. P
exemple la suitég, = £1°9™"), -1 (pour des réels etu tels ques < 1 etu > 1) vérifie la
condition iii") de I'hypothésgH?°) alors qu’une régularité holderienne correspondrait a
(Bn = €"),>1 (pour des réels etr tels ques < 1 etr > 0). Concrétement, dans le cas du
groupe affine réet;, la fonction F définie surG, x R par F(g, x) = exp(—(—log|x|)*)
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pour —1 < x <1 et F(g,x) =1 sinon, n'est holderienne d’aucun ordre en 0 mais
satisfait a( H®), avecp, = exp(—(—nlog p)*). Notons que la régularité demandée dans
I'hypothése(H,) est trés faible (pour tout rée).

Dans [8] et [3], la mesurg admet un moment exponentiel. Nous ne demandons ici
gue des moments polynomiaux de tous ordres. Dans [4], il est seulement supppsé que
admet un moment polynomial d’'un ordre spécifié.

La conditionv) assure la non dégénérescence dans le TCL (i.e. la stricte positivité de
la constanter apparaissant dans (1)).

Espaces de travail. Nous allons définir des espaces fonctionnels, adaptés a la
fonction F vérifiant 'hypothésgH ), et ayant des propriétés de stabilité par
Soients un réel strictement positif € une fonction continue stR? a valeurs réelles,
nous notons :

|h(x)]
|hlg = sup-———.
xerd 1+ [1x]]
Alors |.|s définit une norme sur 'ensemble des fonctions continuesR§uet nous
désignons parEg I'ensemble des fonctions continues sRf de normel.|; finie.
L'ensemble(Eg, |.|g) est un espace de Banach.
Soit p le réel intervenant dans I'hypothégd,). Pour toute fonctiork de Egz, nous
définissons :

h —h
myg(hy= sup PRy oy
le—yl<on 1+ 11X

2. Enoncédesrésultats

Nous désirons établir les deux théorémes suivants :

THEOREME 1. —Soit F définie surG x R? vérifiant I'nypothésgH,) pour un réel
7 > 0. Sip admet un moment d’ordi@t pour un réels > 1 alors il existeos > 0 et une
constanteC > 0O tels que:

u2
sup e 2 du| < Cn Y414 ||x|°Y).

P(Sn(x) —ne <
teR

THEOREME 2. —Soit F définie surG x R? vérifiant I'nypothésgH>). Sin admet
des moments de tout ordre alors il existe- O tel que pour toutr < % et touts > 1, il
existeC tel que:

w2

sup T du| < Cn® (1+ |x]| £%).

P(Sn(x) —ne <
teR

1
S <Kt ) — [ &
o/n ) «/27'[_0o

Definissons formellement le potenti€lassocié & : U =3, 5, P".
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Lorsque © admet un moment exponentiel & est Hoélderienne, nous pouvons
construire ([8,3]) des espaces fonctionnels stablesipa&t sur lesqueld/ est bien
défini (nous avons convergence normale de la série définigsasur ces espaces :
Yo 1P < +o00). Cela permet d'inverser l'opérateur — P et d’'appliquer des
résultats de pertubations des opérateurs (pour étudier la fonction caractéristique c
(Sx)n>1 en vue d’appliquer le théoreme de Berry—Esseen).

Sous les hypothesésl,), sih est une fonction de I'espade; défini précédemment,
nous pouvons définit/ (h)(x) pour toutx de R?, mais a priori, la fonctior/ (k) n’est
pas dansEg mais dansE;g pour touts > 1. Il n’est donc pas possible d’appliquer la
méthode précédente. Cependant, la convergence du potentiel, méme dans un espace |
grand, nous permettra d’écrifs,),~1 comme somme d’'une martingale et d'un terme
gue nous savons maitriser. Nous appliquerons alors des résultats de C. Jan ([5,6]), dc
nous rappelons I'énoncé ci-dessous.

2.1. LesthéorémesdeC. Jan

° Soit(f(n),@l un processustationnairesur un espace de probabil'(té, F, (}N‘n),@l,
P) tel que :

— B[|X1*] < 400, E[X, | F1] =0 etE[X?] =1.

— Y51 IBIXZ | Fal = L3 < +oo.

Alors nous avons le :

THEOREME 3 (C. Jan, [5]). -Sous les conditions précédentes, il existe une constant
C telle que:

w2

€ 2du

su 1
p /4

teR

<C

/1 - ~
IP’<%(X1+---+X,,)<t>

1
B N s

Ce résultat nous permettra d’établir le théoréme 1. Notons que ce résultat concern
des processus ayant un moment cubique et nous permet d’obtenir une vitesse de conv
gence dans le TCL em~Y/4. Lutilisation des résultats de E. Haeusler [2] donneraient
seulement des vitesses arbitrairement proches Hé pour des processus admettant des
moments de tout ordre.

e S0it (X,)),>1 Un processus sur un espace de proballé7, (7,),>1. P) tel que :
— Pour tous entiers > 1 :

E(X?)=1 et E(X,l|F,)=0.

— Pour toutp > 0, la suite(X,,),>1 est bornée dank? ().
— Pour tout r-uplet = (I4, ..., ), la suite(¢, (1)) ,>1, définie par

vl vir vl vir
¢p() = - pil;p< . B, - X, | ) —EXGY - X))
- PXPIX " XPr

2

décroit plus vite que toute puissancef’de
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Alors nous avons le :

THEOREME 4 (C. Jan, [6]). -Sous les hypothéses précédentes, nous avons

Ay
N

u2
sup € Zdu

teR

<

/1 - _
Pl —(X 4+ X)) <t
(«/17( 14+ X))

1
>_——OO
ou A, = o(n®) pour toute > 0.

Ce résultat nous permettra d’établir le théoréme 2. Notons q(ﬁén,%,il% est borné
dansL>(RQ) et si la suite(¢,,) ,>1 (définie dand.**(£2) au lieu deL?(Q)) vérifie

> poy() <400 VI (5)

p=>1

alors le théoréme 4 est vrai avec une vitessa &’ d’aprés une généralisation de C.
Jan [6] d'un résultat de E. Rio [9]. Cependant, méme si nous considérons des foictions
bornées, le processuX,),>1 que nous serons amené a considerer n’est pas borné dan:
L>°(€2) mais dand.%(€2), pour touts > 0. Aussi ne pouvons-nous établir la convergence
de (5) que lorsquépg, (1)) ,>1 est définie dand’($2) et non dand. ().

3. Résultats auxiliaires

Nous ferons la preuve des théorémes 1 et 2 au paragraphe suivant. Nous allons to
d’abord établir une série de lemmes.

3.1. Résultats relatifs aux suites (X,)nen € (X,)nen

Nous pouvons écrire :

)A(n(x) =A(Y1)...A(Y,)x+ B, Y(mn,x)eNxR?,

avec Bp=0 et Bn:ZA(Yl)...A(Yk_l)B(Yk) Vn > 1.
k=0

LEMME 1.-—Supposons que admet un moment d’ordrg > 1, alors la variable

Z=Y A... |A@D)| [6(Fat) |

neN

est finieP-p.s. et admet un moment d’ordpe
En particulier la suite(B,),n CcOnvergeP-p.s. vers une variable aléatoi,, de loi
v etv estP-invariante.

Remarque— Dire quev est P-invariante, revient a dire que= u * v ou le symbole
* désigne la convolution provenant de I'action@esurR¢.

Démonstration. +a preuve est immédiate d’aprés I'hypothése de contraction (2) et
la loi forte des grands hombresO
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Pour tout réekr, 6 <o <1 (ou @ est le réel défini en (3)), nous considérons les
boréliens de2 suivants :
L) ={|[A(YD) ... A | =>a"} Vn>1
> A A(Y)b(Yir1)

k>n

et A,(x)= {

20(”} vn > 1

Nous notons aussi, pour tout entieg 1 :
Vn(a) = P(Fn (0()) et )‘n(a) = P(An (0())

Nous pouvons préciser les convergences du lemme précédent grace au lemme suival

LEMME 2.-Siu admet un moment d’ordikalors, pour toutr, 6 < o < 1, les suites
(Vn(@))n>1 €L (A, (), >1 CONvVergent exponentiellement vite vers

Démonstration. -ta convergence exponentielle dg,),>1 découle d'un résultat
classique de grande déviation (voir par exemple [1] p. 70).
La convergence exponentielle @g,),>1 résulte alors aisément du premier point.

3.2. Réaultatsrelatifsal’ opérateur P

LEMME 3.-—Soit 8 un réel positif. Six admet un moment d’'ordrés, pour un réel
8 > 1, alors il existe un réek, 0 < ¢ < 1 et des constante§, C’ et C” tels que, pour
toute fonctiom: de E4 et tous entiers naturels, k > 1, nous ayons

(i) 1P"hls < Clhlp.

(i) |P"h—v(h)lsp < C'(my p(h) + &"|p).

i)y mep(P"h) < C" (i p(h) + &"my g(h)).
Si de plusF est une fonction suG x R?, vérifiant (Hz) et sin? estu-intégrable pour
unréell < ¢ <4, il existe une constant® telle que

(iv) sup,>1 E[IS,(x) — SaI91 < DA+ (Ixll + D) V(x, y) € RY.

Remarques- Le premier point du lemme signifie I'équicontinuité @&"),>1 surEg.

Le deuxieme point permet, pour réguliere danstgz, de montrer que le potentiel
associé converge dai#5, et le troisieme point donne la régularité de ce potentiel.

Le quatriéme point nous permettra de nous ramener a établir les théoréemes 1 et 2 so
la probabilitéP,,.

Démonstration. -Soientx un réel,n un entier naturel et une fonction detz. Dans
la suite nous utiliserons les majorations suivantes, pour tout tédl, toutx de R¢ et
P-p.s. toutw de 2 (nous omettrons d’écrire pour alléger I'écriture, la variabl& est
définie au lemme 1) :

1+ X, _ 1+ maxd 27 Y (A ... AX)x]l' + Z')
T+l 1+ x|l

t t

cpltll 47
1+ x|

<2(1+2"). 6)

car|[A()Il<1 p-p.s.
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Nous en déduisons :

|h(X,(x)) — h(Bo)| < A+ 11X, ) 4+ @A+ | Booll)
1+ [lx|| s 1+ ||x|f
<21+ Z")|hl,. (7)

Montrons le premier point. D’apres (6), nous avons :
|P"h()] _ B h(X, ()]
1+ llx|1? 1+ [lx|1?

14+ 1X,(x0)|f
< |h|ﬁE(—ﬂ)
1+ x|
<2%h|gE(1+ ZP).

Montrons le deuxieme point. Sdit> 1 tel queu ait un moment d’ordrégs, nous avons :

|P"h(x) —v(W)| _ [ELA(Xa(x)) = h(Boo)|
1+ [lx]1%? 1+ |lx |1

Fixons un réep’ tel qued < p’ < p.
e Supposons dans un premier temps quet n vérifient ||x| > (5)” > 1. Alors,
d’'aprés (7), nous obtenons :
IE[A(X,(x)) — h(Bso)]| < 1+ 1x 1 [E[A(X,(x)) — h(Bo)]
14 [|x]|%8 S x)) 1+ |lx|I?
5 [E[R(X,,(x)) = h(By)]|
1+ Ix|?

,0/ BB—D)n
< 2ﬁ+l<;) |hlpE(1+ ZF).

< 2x ||

e Supposons dans un deuxieme temps.geen vérifient| x| < (§)”. Nous avons :
[A(X, () = h(Boo)| < [R(X, () = h(B)| + [A(B,) = h(Bwy)].
Or, surT’$(p") N A¢(p), nous avons :
1Xa(x) = Bull < p" €t By — Booll < p".

D’apres (6), nous obtenons que $ii(p") N A¢ (p) la majoration suivante est verifiée :

1h(X,(x)) — h(Bo)| <1+ ||Bn||f‘>

<2m,g(h)| ———m—

14 [|x (% A\ T s
<2m, 5(h)(1+ ZF).

D’autre part, sis est tel que 1s + 1/§ = 1, nous avons, d'aprés les inégalités de
Hélder :
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(X, (x)) — h(By) P\ Y/°
<5l (E : fil)r)llxllﬁ( : )
<2y () (E(L+ 29)°) | g
h(X,(x)) — h(Bso) 8)”“

1+ |x]F
<LV (o) (E(1+ 28)°) Y | .

IE(A (X, (x)) — h(Boo)) 11,01
1+ x)%

IE((h(Xa(x)) = h(Bs))1a,(0)]
1+ |lx |1

<A (p) (E‘

1/8

Ce qui termine la preuve du deuxieme point, d’apres les lemmes 1 et 2 puiszraet
un moment d’ordrég.

Montrons le troisiéme point. Soientetk des entiers naturels, et y des éléments de
R? tels quellx — y|| < p* eth une fonction deEs. Nous avons :

P"h) = PR _ [ (X)) = RO, /|ho?n(x>>—ho?n(y>>| B
3

1+ x| = 1+ x| 1+ x#

n

T4+ X, 1P\ T\
1/s
Sm(h)y, (EK 11 x]? )D

1+ X, (x0)|#
+m”+k(h)E[< 1+ P )]

< AyYSmy(h) + Bmy, i (h).

n

Pour des constanteg, et B bien choisies. Ce qui termine la preuve du troisiéme point.
Montrons le quatrieme point. Il suffit d'établir que

STNF (Ya, Xue1(x)) = F (Yo XmaO)) || .o < DL+ Alx ]+ [y IDP79).

n>1

Soitrn > 1. En procédant comme dans la preuve du deuxieme point (considérant les ce
lxll + Iyl = ﬁ” etx] + Iyl < ﬁ”) nous montrons gu'il existe, 0 < ¢ < 1 tel que :

E[|F(Yn, X,-1(x) — F(¥,, J?n_l(yw]
A+ Nxll =+ 1yl
<D(u+")E[L+2%] 110 u(dg) Vix.y) RV,
G
Ce qui achéve la preuve puisque la s€ig),>1 converge ety admet un moment
d'ordreds. O

Le lemme suivant concerne directement la fonctiosur laquelle porte le TCL. Nous
rappelons que nous désignons Rala probabilité de transition de la chaine de Markov
((Y,, X,—1(x)))n>1. Soit H la fonction continue définie par :

H(x) =/F(g,x)u(dg) Vx € RY.
G
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Nous rappelons aussi qualésigne la moyenne suivante He:

e= [ H(x)v(dx).
/

Nous avons le lemme :

LEMME 4. —Soit F définie surG x R? vérifiant (H,) pour un réelr > 0. Siu admet
un moment d'ordreédt pour un réels > 1 alors il existe une suite positivé,),>1 de
série convergente et des constankest L telles que

() F(g,x)—e=(I—-R)f(g,x) V(g,x)eG xR

N /(8. 0] .
WO b .
@ sup TSR < La) + 11
Giy  sup L&D S@I pa oo L b))

Ix—ylI<p" 1+ lxll”
ou Bn < Zk}n Bk, pour toutn > 1.

Remarques- Si F vérifie (H,) alors la série de terme géné(aﬁ,z)@l converge. Si
F vérifie (H®), alors pour toup > O la série de terme génér(adl’ﬁn)@l converge.

Démonstration. -CommeF vérifie I'hypothésgH, ), doncH est une fonction dé&,
et vérifie :

e (H) < By / n(g) u(dg) ¥n>1
G

D’aprés le lemme 3 :
|P"H —e|,, <C'(m,.(H)+¢"H|;) Vn>1
et my.(P"H—e) <C"(mysx(H)+&"my(H)) Vn, k=1

D’aprés le point (iii) de I'hnypothéséH . ), la série de terme génénd) converge. Donc la
seriey ", ~1(P"(H) — e) converge normalement dais, vers une fonctiork vérifiant :

e <L<Zﬁn+8”>

n>1
et mk,r(h) < K (Z ,Bn-ﬁ-k + ,Bk 28n> )
n>1 n>1

pour des constantds et K convenables.
Remarquons que :

> (R"F(g.x)—e)=> (P"H(g-x)—e).

n>1 n=>0

Posons donc :
flg.x)=F(g,x)—e+h(g-x).
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D’apres la continuité d& sur Esg, f verifie les conditions du lemme.

Nous terminons par un lemme garantissant que la loi normale limits,dg-, n’est
pas dégénérée. Posard= [, oo R(f%(g,x)) — (Rf (g, x))? u(dg) v(dx).

LEMME 5. —Lorsque F vérifie le pointv) de I'hypothése(H,), o est strictement
positif.

Démonstration. -Supposons donc gue soit nul. Commeu x v = v donc :
2

ot= [ fig 0 vian - | v(dx)( / f(g,xm(dg))
G

GxR4 R4

2
-/ (f(g,x> -/ f(gﬁx)u(dg’)) 1(dg) v(dx).
G xR4 G

Commeo est nul, donc, pour ® v-presque toutg, x), NOUS avons :

Flgox) = / £(g'. ) n(dg).
G

D’ou, si nous posong/ (.) = [; f(g',.) u(dg’), nous avons, pour @ v-presque tout
(8, %) :

F(g,X)—EZ(I—R)f(g,X)
= f(g.x) — / £(g' g - x) u(dg)

G
=¥ (x)—Y(g-x).
Ce qui ne peut étre par hypothésex

4. Preuvedesthéorémesl et 2

Pour alléger les calculs, nous supposons dorénavant vérifiées les conditions ¢
centrage et de normalisation suivantes :

e=0 et o=1

La deuxiéme condition est |égitime puisque, d’'aprés le lemme Bst strictement
positif.

4.1, Réduction al'éude d’une martingale

Rappelons queR désigne la probabilité de transition de la chaine de Markov
(Y, X,—1(x)),>1 et que, d’'apres le lemme 4, il existe une fonction contirfusur
G x R? telle que :

F(g,x)=(—R)f(g,x) ¥(g,x)eG xR



C. CUNY / Ann. I. H. Poincaré — PR 39 (2003) 487-503 499

Nous avons alors, pour tout> 1 et toutx € R? :

Su@) =D F (Yo Xe-a(x))

k=1

:Z f(Ye, Xe—1(x)) = Rf (Yie, Xx—1(x))
k=1
n—1
= f(Yl, X) - f(an Xn—l(x)) + Z f(Yk+l’ Xk(x)) - Rf(Yk’ Xk_l(x))

k=1
=Un(x) + T, (x).

Par définition deR, nous constatons qud;,(x)),>1 est une(F,),>1-martingale pour
tout x de R?. Nous ne pouvons cependant pas appliquer directement les théorémes
et 4 car nous n'avons pas un processus stationnaire (hypothése du théoréme 3) et nc
ne pouvons pas estimer directement les quangiéd intervenant dans les hypotheses
du théoréme 4. Nous allons donc nous placer dans un premier temps sous la probabili
stationnairev et nous utiliserons le poiriv) du lemme 3 pour conclure.

Considérons donc I'espace de probabilité suivant :

(Q,FP)=R'xQ, BR)®F, vaP).
Nous choisissons comme proces$ﬁ5),,>1, le processus :
Xy = f(Yus1. X2 () = Rf (Yo, Xum1()) V> 1.

Nous prenon$f—n =0(Xo, ..., Xs1+1))a>1 cOmme filtration.

Nous allons établir que sous I'hnypothéd¢;) (resp. sous I'hypothesgH2°)) le proces-

sus ()N(n),@l vérifie les conditons d’application du théoreme 3 (resp. du théoreme 4).
Remarquons que le processi%1, Yy, X,—1(.)),>1 €St une chaine de Markov de pro-
babilité de transitionD définie par :

0v (3.4 x) = / VOng. g ) udy) ¥ g x) e G2 xR
G

Remarquons aussi que, @i est la fonction définie suGix RY par ¢(g, g, x) =
f(g» g/’x) - Rf(g/, X), pour tOUt(g, g/, X) deG2 X Rdv alorSXn = ¢(Yll+lv an Xn—l(-))
pour toutn > 1.

4.2. Preuvedu théorémel

Soit F définie surG x R?, vérifiant(H,) pour un réekr > 0. Supposons que admet
un moment d’ordre &t pour un réeb > 1.

D’aprés le lemme 4 (et commeadmet un moment d’ordigx), il existe une constante
C telle que :
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| (Y2, Y1, Xo()| < C[(n(Y2) + 1b(Y2) ) (1 + [ X2()II°7)
+ (14 1X20)11°7)] € L3, P)
d'apres I'hypothesgH.).
Le processugX,),>1 est clairement stationnaire et veérifie :
INEP?g | fl] =0 et E[)?ﬂ =1
d’aprés nos hypothéses de centrage et de normalisation.

Montrons la convergence de la série :

Y_IEXE | A — 1y < +oo. (8)

p=>1

Soit x la fonction définie suR? par :

x() = / $%(s. 8. ) u(dg) n(dg).
GZ

D’aprés le lemme 4y est dangt,s, et il existe une constani€ telle que :

X(X)—ngy) <,
—yli<pen 1+ llx]|%7

ou (B,,),,>1 est la suite définie au point (iii) du théoréme 4.
D’aprés le lemme 3 et commg admet un moment d’ordres?r, il existe une
constante”’ telle que pour toup > 1 :

PP X =002, < C'(By + 7).

De plus, d’apres notre hypothése de normalisation et commt .-invariante, nous
avonsv(yx) =1.
D’autre part, pour tout entigs > 3, nous avons :

EP}IZI | Fi] = QP7Y(¢?) (Ya, Y1, .) = PP 3x(X2).
Donc, pour tout entiep > 3

HE[;{;% | ‘7?1] - 1”% < C/(Bp—3+8p_3)H 1+ ||X2||252rH3/2'

Commey admet un moment d’'ordres3r et comme la séri¢f,) ,~1 converge donc la
série (8) converge.
D’aprés le théoréme 3, nous obtenons alors

ll2
sup e 7du|<Cn Y4 (9)

1
P, [—Tn(.> < z} -
teR

N

=)
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Ecrivons, pour tout coupléx, y) de (R%)? :
Sp(x) =T, (y) + (Su(x) = S, (M) + Un(»))
=T,(y) +Vu(x,y) Vn=1l
Soita un réel ¢ < o < 3). Supposons que

SUpE [V, (x, »I7] < C(x,y) (10)

n>1

olg = 2u/(1— 2a). Alors, pour tout réet, nous avons :
P(ls()<z><P<1T()<z+ —“>+IP’(|V( )| = %—a)
ﬁnx\ < ﬁny\ n n(X,y)| =Zn

<P(%Tn(y) <z+n—“) +n7C(x, ). (11)

Prenonsy = 1/4. Alorsg = 1 et d’aprés le lemme 3 (point)) et puisquex admet un
moment d’ordrest, nous pouvons choisif (x, y) = D(1+ (||lx|| + |ly[)??), pour une
constanteD > 0.

Intégrons la relation (11) par rapportyacontre la mesure et utilisons (9). Nous
obtenons :

P(%S”(x)gt) \/—/e Zdu+Cnt
-14( _— 52
o (m:[(lﬂllxlwnyn) )v(dy)).

L'inégalité inverse se montre de méme. Ce qui acheve la preuve du théoreme 1.
4.3. Preuve du théoréme 2

Nous supposons a présent gfevérifie 'hypothése(H®) et que u admet des
moments de tout ordre. N

Nous considérons le méme processks),>1 et le méme espace de probabilité que
dans la preuve du théoreme précédent. N N

Commeyu admet des moments de tout ordre, doK¢), >, est borné dang” (2, P),
pour toutp > 0. De plusE[X, | F1] = 0 etE[X2] = 1. Il ne nous reste donc plus qu'a
établir la decroissance rapide des suii¢s(/)),>1 dont nous rappelons la définition :
pour tout r-uplet = (l4, ..., [,), la suite(¢, (1)) ,>1, est définie par

b= s B X | ) B, K

o

Soitk, p etr des entiers plus grand que 1. Sbit (I,...,1,) et (p1,..., p.) des
r-uplets d’entiers plus grand que 1, ayec< --- < p,. Nous avons :

E(XR - Xt | Fo) = 079 (Yira, Ye, Xioa(x)
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ol hous avons pose :

V(g g, x) = (QPP(p"1 QPP (g"2... QPP 1g))) (g, &', x).

Soit alors la fonctiorg définie suR¢ par :

2() = / (g g ) uidg) u(dg).
GZ

Sachant qué vérifie 'nypothesgH?°) et quen admet des moments de tout ordre, nous
voyons gu’il existe une constan€eet une suit€u,,),>1 a décroissance rapide telles que
silonnoter =ty +---+1,):
E(x)
sup——— < C, (12)
rerd 14 [Ix]I7
|E(x) — E()]

<u, Vnz1l 13
—yl<pr 1+ lxlI7 13)

Notons que, I'entier étant fixe, la constant€ et la suite(u,),>1 peuvent etre choisies
indépendemment duuplet (py, ..., p,).
Commev estu-invariante, nous avons, pour tops> 2, k> 1.

HIE()N(Ilcl—i-pl e )N(llcr+pr | ‘7:’{) - IE()N(Ilcl—&-pl e )N(llcr+l7r)0H2

1/2
= (/((PP—2E)(x) — v(E))zv(dx)> .
R4
D’apres le lemme 3, et commeadmet des moments de tout ordre, nous voyons que
la suite(¢,) ,>1 est a decroissance rapide. Nous pouvons donc appliquer le theoreme 4
Nous en déduisons un TCL avec vitesse, en régime stationnaire ; c'est-a-dire sous
probabilitéP, :

Ay
N

sup
teR

<

(14)

IP’(%(T,,(.)) < t) — J%_Z; e‘é du

ou A, = o(n®) pour toute > O.

Soit«a et s des réels avec/8 < o < 1/2 et§ > 1. Commeu admet un moment
d’'ordre Zta/(1—2w), d'apres le lemme 3, I'estimation (10) est vérifiee agée, y) =
DA+ (||lx]| + [ly[Hh?@7¢/@=22) pour une constantd > 0.

Intégrons alors la relation (11) par rappont aontre la mesur®, et utilisons le (14),
nous obtenons :

P<—1S()<t><—1 /te‘éd
n\X) X S u
n \/271_oo

Av o 1 1%
o <@+R[<1+<”X"+“y”> )v(dy>).
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L'inégalité inverse se montre de méme et le résultat annoncé est proavé.
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