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RÉSUMÉ

Soit V une variété close de dimension 3. Dans cet article, on montre que les classes d’homotopie de champs de
plans sur V qui contiennent des structures de contact tendues sont en nombre fini et que, si V est atoroïdale, les classes
d’isotopie des structures de contact tendues sur V sont elles aussi en nombre fini.

Le but de cet article est de démontrer les deux théorèmes suivants ainsi que quelques uns
de leurs avatars :

Théorème 1. — Sur toute variété close de dimension 3, les classes d’homotopie de champs de

plans qui contiennent des structures de contact tendues sont en nombre fini.

Théorème 2. — Sur toute variété close et atoroïdale de dimension 3, les classes d’isotopie des

structures de contact tendues sont en nombre fini.

Ces résultats s’inscrivent dans un contexte qu’on rappelle brièvement. D’abord,
les structures de contact tendues sont officiellement nées dans [El3], à la suite du travail
fondateur de D. Bennequin [Be], où Y. Eliashberg établit à leur sujet le théorème de fini-
tude homologique suivant : sur toute variété close V de dimension 3, seul un nombre fini
de classes de cohomologie entières de degré 2 sont réalisables comme les classes d’Eu-
ler de structures de contact tendues (orientées). Dans ce même article, le théorème de
finitude homotopique 1 apparaît aussi explicitement – Theorem 2.2.2 – mais l’argument
proposé pour sa démonstration est incomplet. Dans [KM], par l’étude des monopoles de
Seiberg–Witten, P. Kronheimer et T. Mrowka obtiennent l’analogue du théorème 1 pour
les structures de contact remplissables (au sens le plus faible qui soit). D’après un théo-
rème de M. Gromov [Gr] et Y. Eliashberg [El2], toute structure de contact remplissable
est tendue mais bien des structures de contact tendues ne sont, en revanche, pas remplis-
sables [EH2, LS], de sorte que le théorème 1 ne découle pas des résultats de [KM].

Un autre théorème de [El3] prouve que la sphère S3 porte une seule structure
de contact tendue à isotopie (et changement d’orientation) près. Ceci suggère que les
classes d’isotopie des structures de contact tendues pourraient être en nombre fini sur
toute variété close de dimension 3 [El3, conjecture 8.6.1] mais les résultats de [Gi2, Gi3,
Ka] réfutent cette hypothèse. Ils montrent en effet qu’une modification de Lutz répétée
sur un tore incompressible peut produire une infinité de structures de contact tendues
deux à deux non conjuguées, d’où la conjecture suivante de [Gi4] : les structures de
contact tendues sur une variété close de dimension 3 forment un nombre fini de classes
d’isotopie si et seulement si la variété est atoroïdale, i.e. ne contient aucun tore plongé
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incompressible. Cette conjecture est à présent avérée grâce au théorème 2 ci-dessus et
au résultat suivant démontré indépendamment dans [Co3, Co4] et dans [HKM] (travail
commun avec W. Kazez et G. Matić) :

Théorème 3. — Sur toute variété de dimension 3 close, orientée, toroïdale et irréductible, les

structures de contact tendues forment une infinité de classes de conjugaison.

Sans l’hypothèse d’irréductibilité, il se peut que la variété ne porte aucune structure
de contact tendue (voir [EH]). Avec le théorème 7, le théorème de chirurgie démontré
dans [Co1] fournit cependant que si V est obtenue par chirurgie d’indice un sur une
variété de contact tendue close et toroïdale, elle porte une infinité de structures de contact
tendues à conjugaison près. c’est parr exemple le cas lorsque V est somme connexe d’une
variété de contact tendue et d’une variété close, orientée, toroïdale et irréductible.

Les méthodes développées dans le présent article permettent par ailleurs de préci-
ser ce résultat en tenant compte de la torsion, invariant des structures de contact introduit
dans [Gi4] et défini comme suit :

Définition 4. — On appelle torsion d’une structure de contact ξ sur une variété close V de

dimension 3 la borne supérieure des entiers n ∈ N pour lesquels on peut plonger dans (V, ξ) le produit

T2 × [0,2nπ ] muni de la structure de contact d’équation cos θ dx1 − sin θ dx2 = 0, où (x, θ) ∈
R2/Z2 × [0,2nπ ].

En vertu du théorème de Y. Eliashberg qui les classifie, les structures de contact
non tendues – aussi dites vrillées – ont une torsion infinie. En outre, sur une variété ato-
roïdale, les structures de contact tendues ont une torsion nulle. Pour ce qui concerne les
variétés toroïdales, les démonstrations du théorème ci-dessus établissent en fait que, lors-
qu’elles sont irréductibles, elles admettent des structures de contact tendues de torsion
finie arbitrairement grande. Cela dit, la réponse à la question suivante reste inconnue :

Question 5. — Les structures de contact tendues ont-elles toutes une torsion finie ?

Le théorème qu’on obtient ici est le suivant :

Théorème 6. — Sur toute variété close de dimension 3, les structures de contact tendues et de

torsion égale à un entier fixé ne forment qu’un nombre fini d’orbites sous l’action du groupe engendré par

les difféomorphismes isotopes à l’identité et les twists de Dehn le long de tores.

Ce théorème entraîne le théorème 2 puisque, sur une variété V atoroïdale, tout
twist de Dehn le long d’un tore est isotope à l’identité. Sur une variété toroïdale en re-
vanche, les structures de contact tendues de torsion (finie) fixée peuvent très bien former
une infinité de classes d’isotopie, comme le montre l’exemple des fibrés en cercles au-
dessus des surfaces [Gi5, Ho2].
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La clé des théorèmes 1, 2 et 6 est le résultat suivant qui montre que les struc-
tures de contact tendues sur une variété close sont engendrées, à partir d’un nombre fini
d’entre elles, par des modifications de Lutz (voir la partie 1.4 pour la définition de cette
opération) :

Théorème 7. — Sur toute variété close V de dimension 3, il existe un nombre fini de structures

de contact ξ1, . . . , ξn et, pour chaque entier i ∈ {1, . . . , n}, un nombre fini de tores Ti
1, . . . ,Ti

ki
trans-

versaux à ξi tels que toute structure de contact tendue ξ sur V, à isotopie près, s’obtienne à partir d’une

des structures ξi par une modification de Lutz de coefficients ni
j(ξ) ∈ N le long des tores Ti

j , 1 ≤ j ≤ ki.

Un point crucial néanmoins – qui empêche de déduire formellement le théorème
6 du théorème 7 – est ici que les tores Ti

j fournis par ce dernier ne sont a priori pas disjoints
– même pour i fixé. Du coup, l’ordre dans lequel on effectue les modifications de Lutz a
une incidence.

Tous ces résultats fournissent une classification géométrique grossière des struc-
tures de contact tendues en dimension 3. Il serait intéressant de la préciser en donnant
par exemple des estimations effectives pour les nombres dont on se borne ici à prouver
qu’ils sont finis.

Les preuves qu’on donne dans ce texte s’étendent au cas des variétés compactes
à bord, pour peu qu’on impose un germe de structure de contact le long du bord. Par
exemple, le théorème 6 devient :

Théorème 8. — Soit V une variété compacte à bord de dimension 3 et ζ un germe de structure

de contact le long de ∂V. Les structures de contact tendues égales à ζ près de ∂V et de torsion égale à un

entier fixé ne forment qu’un nombre fini d’orbites sous l’action du groupe engendré par les difféomorphismes

isotopes à l’identité relativement au bord et les twists de Dehn le long de tores inclus dans Int(V).

Grâce au travail de Y. Eliashberg et W. Thurston [ET] qui procure, en dimen-
sion 3, une méthode générale pour déformer un feuilletage par surfaces en une structure
de contact, le résultat suivant de D. Gabai [Ga] se déduit du théorème 1 :

Corollaire 9. — Sur toute variété de dimension 3 close et orientable, les classes d’homotopie de

champs de plans qui contiennent un feuilletage sans composantes de Reeb sont en nombre fini.

Avant D. Gabai, P. Kronheimer et T. Mrowka ont démontré ce théorème dans
[KM] pour une classe plus restreinte de feuilletages – les feuilletages tendus – comme
une conséquence de leur travail sur les structures de contact remplissables. En fait, un des
résultats principaux de [ET] dit que tout feuilletage tendu sur une variété close orientable
peut être déformé en une structure de contact remplissable. Par suite, la finitude homo-
topique des structures de contact remplissables implique celle des feuilletages tendus. Le
corollaire 9 découle pareillement du théorème 1 et d’un résultat de [Co5] qui montre
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que, toujours sur une variété close et orientable, tout feuilletage sans composantes de
Reeb se laisse déformer en une structure de contact tendue.

Dans [Ga], D. Gabai démontre le corollaire 9 par une méthode géométrique fon-
dée sur les idées classiques de H. Kneser [Kn], W. Haken [Ha] et F. Waldhausen [Wa]
mais utilisant de plus un processus infini de mise sous forme normale dû à M. Britten-
ham [Br]. Cette méthode lui permet d’atteindre aussi un analogue du théorème 2 qui,
pour le coup, semble loin d’en être un corollaire.

Enfin, la version relative 8 du théorème 6 donne une classification grossière des
nœuds legendriens dans la sphère S3 munie de sa structure de contact standard :

Théorème 10. — Dans la sphère de contact standard de dimension 3, les nœuds legendriens ayant

une classe d’isotopie lisse et un invariant de Thurston–Bennequin imposés – arbitrairement – forment un

nombre fini de classes d’isotopie legendrienne.

Pour démontrer les résultats énoncés ci-dessus, la méthode qu’on adopte consiste à
mettre chaque structure de contact tendue sur V, par isotopie, en position �� adaptée �� et
�� minimale �� par rapport à une triangulation fixe � de V (sections 2.1 et 2.2.). Ensuite,
grâce à la classification des structures de contact tendues sur la boule [El3] et à des mani-
pulations de surfaces convexes [Gi1], on observe que chaque structure de contact tendue
obtenue est entièrement décrite par une donnée combinatoire : le découpage des faces de
�. Il s’agit, sur chaque 2-simplexe F, d’une collection finie d’arcs simples, propres, dis-
joints et évitant les sommets, leur union n’étant bien définie qu’à une isotopie près de F
relative aux sommets. Ces arcs (à cause des propriétés de la triangulation et des struc-
tures de contact), s’organisent en familles d’arcs parallèles, elles-mêmes contenues dans
un nombre fini de �� domaines fibrés �� (sections 2.3 et 2.4). En dehors de ces domaines,
les structures sont sous contrôle (théorème 17). On établit alors une correspondance entre
les structures de contact tendues �� ajustées �� à un même domaine fibré M et les surfaces
�� portées �� par M. C’est là qu’apparaissent les tores générateurs du théorème 7 (sec-
tion 3). Pour démontrer la finitude isotopique, il faut encore simplifier le domaine M pour
le faire ressembler à un fibré en cercles au-dessus d’une surface (section 4). On applique
alors un théorème classifiant les structures tendues portées par un fibré en cercles [Gi4,
Gi5, Ho2] pour conclure. Enfin, on donne la preuve du théorème 10 dans la section 5.
La section 1 est consacrée à la présentation des outils nécéssaires à la réalisation de ce
programme.

Une annonce de ces résultats ainsi qu’une esquisse de preuve du théorème 1 sont
parus dans [CGH1].

1. Outils de géométrie de contact et de topologie

On présente ici succintement les outils de géométrie de contact et de topologie qui
serviront pour démontrer les théorèmes annoncés dans l’introduction.



FINITUDE HOMOTOPIQUE ET ISOTOPIQUE DES STRUCTURES DE CONTACT TENDUES 249

1.1. Structures de contact tendues / vrillées. — Dans ce texte, V désigne toujours une
variété compacte et orientée de dimension 3 et chaque structure de contact ξ qu’on
considère sur V est directe et (co-) orientée. En d’autres termes, il existe sur V une 1-
forme α – unique à multiplication près par une fonction positive – dont ξ est le noyau
coorienté et dont le produit avec dα est partout un élément de volume positif relativement
à l’orientation de V.

Sur une variété close, les structures de contact forment au plus une infinité
dénombrable de classes d’isotopie. Cela découle du théorème de Gray qui montre
qu’elles sont stables dans la topologie C 1 : si ξs, s ∈ [0,1], est un chemin de structures
de contact sur une variété close V, il existe une isotopie φs de V partant de l’identité
(φ0 = id) et vérifiant φs∗ξ0 = ξs pour tout s – en dimension 3, on dispose même d’un ré-
sultat beaucoup plus fort de stabilité C 0 [Co2]. Un autre fait important est qu’une variété
de contact close (V, ξ) possède un grand nombre d’isotopies de contact. Plus explici-
tement, la projection TV → TV/ξ met en bijection les champs de vecteurs sur V qui
préservent ξ et les sections du fibré quotient TV/ξ → V. Autrement dit, si ξ est le noyau
d’une forme de contact α, toute fonction lisse u : V → R détermine un unique champ
de vecteurs ∇αu qui conserve ξ et sur lequel α vaut u. Le problème du prolongement
des isotopies – ou des champs de vecteurs – de contact se ramène en particulier à un
problème de prolongement de fonctions.

Un disque vrillé D dans une variété de contact (V, ξ) est un disque plongé dans V
et dont le plan tangent TpD, en chaque point p du bord ∂D, coïncide avec le plan de
contact ξp. La structure de contact ξ est dite vrillée ou tendue selon qu’un disque vrillé existe
ou non à l’intérieur de V. Cette dichotomie a deux raisons d’être majeures. En premier
lieu, un théorème de Y. Eliashberg [El1] établit la classification isotopique des structures
de contact vrillées sur toute variété close : chaque classe d’homotopie de champs de
plans tangents contient une et une seule classe d’isotopie de structures de contact vrillées.
D’autre part, les disques vrillés s’interprètent comme des cycles évanescents. Plus précisé-
ment, Y. Eliashberg et W. Thurston ont proposé dans [ET] la définition suivante : un cycle

évanescent pour un champ de plans quelconque ζ est un disque plongé D qui est partout
tangent à ζ le long de son bord mais n’est pas isotope à un disque intégral de ζ relati-
vement à ∂D. Avec ce langage, une structure de contact (resp. un feuilletage) sans cycles
évanescents est une structure de contact tendue (resp. un feuilletage sans composantes de
Reeb : théorème de Novikov).

La classification des structures de contact tendues n’est connue que sur peu de
variétés, essentiellement celles que des découpages successifs le long de tores et d’anneaux
ramènent à des boules. Sur la boule, un théorème de Y. Eliashberg [El3] affirme qu’il n’y
a essentiellement qu’une structure tendue.

Théorème 11. — Des structures de contact tendues sur la boule qui impriment sur le bord le

même champ de droites singulier (ou, autrement dit, le même feuilletage caractéristique : voir plus loin)
sont isotopes relativement au bord.
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Dans la suite, une variété close et orientée V de dimension 3 étant donnée,
S C T (V) désigne l’espace de ses structures de contact tendues et on dit qu’un sous-
ensemble X de S C T (V) est complet s’il représente toutes les classes d’isotopie, c’est-à-dire
s’il possède (au moins) un point dans chaque composante connexe de S C T (V).

1.2. Surfaces convexes. — La théorie des surfaces convexes [Gi1] fournit, pour les
variétés de contact, des techniques de découpage et de collage le long de surfaces. On
peut brièvement la résumer ainsi : au voisinage d’une surface générique, la géométrie
d’une structure de contact est entièrement inscrite dans une multi-courbe tracée sur la
surface.

Toute surface S plongée dans une variété de contact (V, ξ) hérite d’un feuilletage

caractéristique noté ξS et engendré par le champ singulier de droites ξ ∩ TS. Ce feuilletage
détermine totalement le germe de ξ le long de S, à isotopie de V préservant S et ξS
près. Lorsque ξ et S sont orientées, ξS l’est aussi. Concrètement, si ξ est le noyau de α

et si ω est une forme d’aire sur S, le feuilletage ξS est constitué des courbes intégrales
orientées du champ de vecteurs η dont le produit intérieur avec ω est égal à la 1-forme
induite par α sur S. Une singularité de ξS est un point de tangence entre ξ et S et a
donc un signe : elle est positive ou négative selon que les orientations de ξ et S coïncident
ou non. Ce signe est également celui de la divergence de η. Les singularités de ξS sont
aussi appelées points complexes de S. Un point complexe est dit elliptique (resp. hyperbolique) si
c’est une singularité isolée de ξS qui est de type foyer (resp. selle), c’est-à-dire d’indice 1
(resp. −1).

Soit S une surface compacte, orientée, plongée dans (V, ξ) et à bord vide ou le-
gendrien – une courbe legendrienne est une courbe partout tangente à ξ . On dit que S
est ξ -convexe si elle a un épaississement

U = S × R ⊃ S = S × {0}
dans lequel l’action de R par translations (action engendrée par le champ de vecteurs ∂t ,
t ∈ R) préserve ξ . Un tel épaississement U est dit homogène.

Une surface ξ -convexe possède non seulement un épaississement homogène mais
tout un �� système fondamental �� de tels voisinages. En d’autres termes, tout voisinage de
S contient un voisinage homogène de S. En effet, si ν est la section de TV/ξ associée au
champ de vecteurs ∂t dans un épaississement homogène U = S × R, le fait que ∂S soit
legendrien assure que le champ de vecteurs de contact associé à toute section du type f ν,
où f est une fonction qui ne dépend que de t, reste tangent à ∂U = ∂S × R. En effet,
pour ξ = kerα et v = α(ν), si on cherche le champ de contact ∇α(f v) (défini dans la
section 1.1) sous la forme ∇α(f v) = f ∂

∂ t
+ X0, avec X0 ∈ ξ , cela résulte de la formule

iX0dα | ξ = −vdf | ξ .

La ξ -convexité est ainsi une propriété locale qui, pour peu que S ne touche pas
∂V, se lit directement sur le feuilletage caractéristique ξS comme expliqué ci-dessous.
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On considère sur S un feuilletage singulier σ – famille des courbes intégrales orien-
tées d’un champ de vecteurs – et une multi-courbe � – union finie de courbes fermées,
simples et disjointes. On dit que � est une courbe de découpage de σ (où découpe σ ) si σ

est transversal à � et est porté par un champ de vecteurs qui, sur chaque composante de
S \ �, ou bien dilate l’aire et sort le long de �, ou bien contracte l’aire et rentre le long
de �. Une telle courbe, si elle existe et si σ est tangent à ∂S, est unique à isotopie près
parmi les courbes de découpage.

Le lemme qui suit est établi dans [Gi1] pour les surfaces closes mais sa démonstra-
tion s’étend au cas des surfaces à bord legendrien :

Lemme 12. — Soit ξ une structure de contact sur V et S ⊂ Int(V) une surface compacte,

orientée et à bord legendrien. Pour que S soit ξ -convexe, il faut et il suffit que son feuilletage caractéristique

ξS soit découpé par une multi-courbe. De plus, cette condition est remplie dès que les propriétés suivantes

sont satisfaites :

1. chaque demi-orbite de ξS a pour ensemble limite une singularité ou une orbite fermée ;
2. les orbites fermées de ξS sont toutes hyperboliques ;
3. aucune orbite (orientée) de ξS ne va d’une singularité négative à une singularité positive.

Remarque. — La dernière des trois propriétés ci-dessus mérite un commentaire :
une orbite de ξS qui va d’une singularité négative à une singularité positive est un arc
legendrien sur S le long duquel ξ effectue globalement autour de S un demi-tour dans le
sens contraire des aiguilles d’une montre.

Soit S une surface compacte orientée plongée dans (V, ξ). Compte tenu du théo-
rème de M. Peixoto qui affirme qu’un feuilletage singulier de S est génériquement de
type Morse–Smale (et donc possède les propriétés 1, 2 et 3), le lemme 12 ci-dessus
montre [Gi1] que, si S est close, on peut la rendre ξ -convexe en la perturbant par une
isotopie arbitrairement C ∞-petite. De même, si S est à bord legendrien et si aucune or-
bite de ξS sur ∂S ne va d’une singularité négative vers une singularité positive (i.e. si,
entre deux singularités consécutives de signes contraires sur ∂S, le demi-tour que ξ fait
autour de S s’effectue globalement dans le sens des aiguilles d’une montre), on peut aussi
la rendre ξ -convexe en la déplaçant par une isotopie relative au bord et arbitrairement
C ∞-petite.

Soit maintenant L une courbe legendrienne tracée sur S. On appelle nombre de

Thurston–Bennequin de L relatif à S le nombre d’enroulement tb(L,S) ∈ 1
2Z de ξ autour

de TS le long de L (si L est fermée, tb(L,S) ∈ Z), qui décompte algébriquement les points
complexes de S le long de L. On vérifie facilement que, quand S est ξ -convexe et que les
points extrêmes de L sont complexes – si L n’est pas fermée –,

tb(L,S) = −1
2

Card(L ∩ �)
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où � est une multi-courbe qui découpe ξS. En particulier, chaque composante de ∂S a
un invariant de Thurston–Bennequin négatif ou nul. Inversement, si S est une surface
compacte à bord legendrien et si chaque composante de ∂S a un nombre de Thurston–
Bennequin négatif ou nul, une isotopie arbitrairement C 0-petite, relative au bord et à
support dans un voisinage aussi petit qu’on veut de ∂S, permet de perturber S en une
surface dont aucune orbite du feuilletage caractéristique sur le bord ne lie une singularité
négative à une singularité positive. Une isotopie arbitrairement C ∞-petite suffit ensuite
pour obtenir une surface ξ -convexe. La condition portant sur le signe des nombres de
Thurston–Bennequin des composantes de ∂S est en outre aisée à satisfaire au moyen
d’une isotopie, dite de stabilisation : pour toute courbe legendrienne L tracée sur S, pour
tout point p ∈ L, pour tout voisinage N(p) de p dans V et pour tout n ∈ N, il existe une
isotopie (φt)t∈[0,1] de V à support dans N(p) telle que φ1(L) soit une courbe legendrienne
et tb(φ1(L),φ1(S)) = tb(L,S) − n.

On suppose désormais que S est ξ -convexe. Le choix d’un épaississement homo-
gène U = S×R détermine sur S une multi-courbe �U qui découpe ξS : elle est formée des
points de S où le vecteur ∂t , t ∈ R, appartient au plan ξ . De plus, toute multi-courbe qui
découpe ξS est le découpage associé à un certain épaississement homogène. Le lemme
ci-dessous [Gi1] montre que la multi-courbe �U concentre en fait toute la géométrie de
contact de U :

Lemme 13 (Lemme de réalisation de feuilletages). — Soit S une surface ξ -convexe, U un épais-

sissement homogène de S et � le découpage de ξS associé. Les feuilletages singuliers de S tangents à ∂S et

découpés par � constituent un espace contractile. De plus, pour tout feuilletage σ dans cet espace, il existe

un plongement φ : S → U ayant les propriétés suivantes :

1. φ coïncide avec l’inclusion sur ∂S ;
2. φ(S) ⊂ U = S × R est une surface transversale au champ de vecteurs ∂t , t ∈ R ;
3. φ∗σ est le feuilletage caractéristique de φ(S).

On note que, vu la propriété 2, U est un épaississement homogène de φ(S) et que
le découpage associé est l’intersection de φ(S) avec le cylindre � × R. En outre, φ est
isotope à l’inclusion parmi les plongements S → U satisfaisant les conditions (1) et (2).

Un corollaire direct du lemme ci-dessus est le résultat suivant [Gi1, exemple
II.3.7] :

Lemme 14 (Lemme de réalisation legendrienne). — Soit S une surface ξ -convexe, U un de ses

épaississements homogènes, � la multi-courbe de découpage de ξS associé et C une multi-courbe sur S
transversale à � et telle que chaque composante de S\C rencontre �. Il existe un plongement φ : S → U
ayant les propriétés suivantes :

1. φ coïncide avec l’inclusion sur ∂S ;
2. φ(S) ⊂ U = S × R est une surface transversale au champ de vecteurs ∂t , t ∈ R ;
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3. φ(C) est legendrienne et son nombre de Thurston–Bennequin relatif tb(φ(C),φ(S)) vaut

− 1
2 Card(C ∩ �).

1.3. Rocades legendriennes. — Dans l’exploration d’une variété de contact (V, ξ) de
dimension 3, les rocades (bypasses) [Ho1] servent à pousser l’investigation géométrique au-
delà des domaines homogènes et à analyser les changements (chirurgies) élémentaires que
subit le découpage d’une surface ξ -convexe quand on déforme celle-ci par une grande
isotopie. Elles jouent ainsi, en topologie de contact, un rôle comparable à celui des disques
de Whitney en topologie différentielle.

Une rocade (legendrienne) est un demi-disque H plongé dans (V, ξ) et ayant les pro-
priétés suivantes :

– le bord de H est legendrien et H est ξ -convexe – en particulier, les plans TpH et
ξp coïncident en chaque coin p de H ;

– l’enroulement de ξ autour de TH vaut −1 le long d’un des deux arcs de ∂H,
arc qu’on note ∂−H, et 0 le long de l’autre, qu’on note ∂∩H – l’invariant de
Thurston–Bennequin de ∂H est donc égal à −1 et le découpage de ξH se réduit
à un arc dont les deux extrémités se trouvent sur ∂−H.

Une rocade matérialise ainsi une isotopie entre deux arcs legendriens reliant les mêmes
points, ∂−H et ∂∩H, le second arc étant �� plus court �� que le premier au sens où la valeur
absolue de l’enroulement de ξ y est moindre.

Le lemme ci-dessous est un cas particulier du lemme de réalisation legendrienne
14. Il permet de dénicher une rocade à chaque fois qu’une surface ξ -convexe S présente,
dans son découpage �, un arc propre parallèle au bord (on dit aussi ∂-parallèle), c’est-à-dire
bordant avec un arc de ∂S un demi-disque H0 dont l’intérieur est disjoint de �.

Lemme 15. — Soit S une surface ξ -convexe à bord legendrien lisse, U un épaississement homo-

gène de S et � le découpage de ξS associé. On suppose d’une part que, si S est un disque, � n’est pas

connexe et d’autre part que l’adhérence d’une des composantes connexes de S \ � est un demi-disque D
dont un des arcs du bord est dans ∂S et l’autre dans �. On note H un demi-disque voisinage de D dans

S dont un arc du bord est dans ∂S et dont l’intersection avec � se réduit à l’arc D ∩ �. Il existe alors un

plongement φ : S → U ayant les propriétés suivantes :

1. φ coïncide avec l’inclusion sur ∂S ;
2. φ(S) ⊂ U = S × R est une surface transversale au champ de vecteurs ∂t , t ∈ R ;
3. φ(�) est l’intersection de φ(S) avec le cylindre � × R ⊂ U ;
4. φ(H) est une rocade legendrienne.

On décrit maintenant l’attachement d’une rocade sur une surface ξ -convexe et son
effet sur le découpage de celle-ci [Ho1].

Soit S ⊂ V une surface ξ -convexe et H une rocade attachée à S, c’est-à-dire vérifiant
les propriétés suivantes :
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– H s’appuie transversalement sur S le long de ∂−H et ne touche S nulle part
ailleurs ;

– il existe un découpage � de S qui passe par les extrémités de ∂−H (et automati-
quement par le milieu de ∂−H).

On oriente S de façon que H soit du côté positif et on note Nε le ε-voisinage de H privé
de ce qui déborde du côté négatif de S. Alors, pour ε > 0 assez petit, il existe sur V un
champ de vecteurs de contact qui est transversal à la surface (lisse par morceaux)

(
(S ∪ ∂Nε) \ (S ∩ Nε)

)

et rentrant dans le quadrant extérieur à Nε [Ho1]. On peut donc lisser cette surface trans-
versalement audit champ de vecteurs pour obtenir une surface ξ -convexe S′. Il existe clai-
rement une isotopie de S à S′ et, si on l’utilise pour identifier l’une à l’autre ces surfaces,
on peut décrire comme suit (à isotopie près) le découpage �′ de S′ en fonction du décou-
page � de S et de la base ∂−H de H. On prend sur S un carré R = [−1,1] × [−1,1]
(les coordonnées étant compatibles avec l’orientation) qui contient ∂−H = [−1,1] × {0}
et rencontre � selon les trois segments {−1,0,1} × [−1,1]. La multi-courbe �′ s’obtient
à partir de � en retirant les segments

{−1} × [0,1], {0} × [−1,1] et {1} × [−1,0]
et en les remplaçant par

[−1,0] × {1}, [−1,1] × {0} et [0,1] × {−1}.
On nomme cette opération chirurgie de � le long de ∂−H. Dit autrement, si on regarde plutôt
le complémentaire du découpage comme un coloriage de la surface en deux couleurs, le
passage de S à S′ consiste à faire tourner, dans le carré R, le coloriage d’un angle π/2
sans le changer en dehors.

1.4. Modification de Lutz. — La modification de Lutz, définie ci-après, est une opé-
ration qui consiste à changer une structure de contact au voisinage d’un tore transversal.

Soit ξ une structure de contact sur V et T un tore plongé dans V transversalement
à ξ . On note

W = T × [−1,1] ⊃ T = T × {0}
un voisinage tubulaire compact de T dont les fibres sont des arcs legendriens dans (V, ξ)

et on paramètre T par R2/Z2. Ainsi, la structure de contact ξ admet dans W une équation
du type

cos θ(x, t) dx1 − sin θ(x, t) dx2 = 0, (x, t) ∈ R2/Z2 × [−1,1],
où la fonction θ : R2/Z2 × [−1,1] → S1 vérifie ∂tθ > 0 en tout point.
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Pour tout entier n ≥ 0, soit ρn : [−1,1] → S1 = R/2πZ la projection d’une fonc-
tion (faiblement) croissante [−1,1] → R qui vaut 0 près de −1 et nπ près de 1. La
structure de contact définie sur W par l’équation

cos
(
θ(x, t) + ρn(t)

)
dx1 − sin

(
θ(x, t) + ρn(t)

)
dx2 = 0, (x, t) ∈ R2/Z2 × [−1,1],

coïncide avec ξ près de T × {−1} et avec (−1)nξ près de T × {1}. On peut donc la
prolonger par ξ en dehors de W pour obtenir une structure de contact ξn sur V mais
celle-ci n’est orientable que si n est pair ou si T sépare V. Par convention, on prend alors
sur ξn l’orientation qui épouse celle de ξ près de T × {1}. On dit que ξn est obtenue à
partir de ξ par une modification de Lutz de coefficient n

2 le long de T.
Des calculs simples montrent que la classe d’isotopie de ξn ne dépend que de n (et

pas du choix de W ou de ρn) tandis que sa classe d’homotopie dans l’espace des champs
de plans tangents est seulement fonction de la parité de n et est notamment égale à celle
de ξ quand n est pair.

Les deux exemples suivants permettent d’éclairer le rôle joué par les modifications
de Lutz.

– Une modification de Lutz le long d’un tore compressible dont le feuilletage ca-
ractéristique est une suspension (ou plus généralement pour lequel le champ de
droites tracé par ξ sur T est homotope à un champ constant dans la trivialisation
habituelle de T ∼= R2/Z2) donne toujours une structure de contact vrillée.

– Soit T un tore dont le feuilletage caractéristique ξT est la réunion de deux
composantes de Reeb qui pointent dans la même direction (en particulier le
champ de ses tangentes n’est pas homotope à un champ de droites constant).
Une modification de Lutz de coefficient 1 le long de T donne une structure de
contact conjuguée à la structure initiale ξ par un twist de Dehn, et donc isotope
à ξ quand le tore est compressible. Pour s’en convaincre, il suffit de constater que
faire pivoter les tangentes à ξT d’un angle θ conduit à un champ de droites dont
le feuilletage intégral se déduit de ξT par une isotopie qui déplace les orbites
périodiques. Lorsque θ varie entre 0 et 2π , les positions successives prises par
une orbite périodique γ de ξT forment un feuilletage de T.

1.5. Surfaces branchées. — Soit G0,G1,G2 les graphes respectifs dans R3 = R2 × R
des fonctions f0, f1, f2 définies sur R2 par

f0(x, y) = 0, f1(x, y) =
{

0 si x ≥ 0,
e1/x si x < 0,

et f2(x, y) = −f1(y, x).

On note X l’intersection de G0 ∪ G1 ∪ G2 avec le demi-espace {x ≥ −1}. Un homéomor-
phisme d’un ouvert U de X sur un autre est dit lisse si sa restriction à chaque intersection
U ∩ Gi , 0 ≤ i ≤ 2, est lisse comme application à valeurs dans R3.
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Une surface branchée est un espace topologique X séparé, de type dénombrable et
localement modelé sur X par des cartes – c’est-à-dire dont chaque point possède un
voisinage homéomorphe à un ouvert de X – avec des changements de cartes lisses. On
nomme

– bord de X l’ensemble ∂X des points que les cartes appliquent dans l’intersection
X ∩ {x = −1} – cet ensemble est un graphe doté d’une tangente en tout point,
autrement dit un réseau ferroviaire ;

– point triple tout point de X que les cartes envoient sur (0,0,0) ;
– point double tout point de X que les cartes appliquent dans X ∩ {xy = 0} sur un

point autre que (0,0,0) ;
– point régulier tout point de X qui n’est ni double ni triple.

Cette définition engendre une notion naturelle d’applications lisses d’une surface bran-
chée dans une autre ou entre une surface branchée et une variété, d’où (par exemple)
une notion de courbes immergées dans une surface branchée et de surfaces branchées
plongées dans une variété.

Les sous-ensembles X0, X1 et X2 constitués des points respectivement réguliers,
doubles et triples forment une stratification de X. L’ensemble X0, qu’on note aussi
Reg(X), est appelé partie régulière de X et son complémentaire � = X1 ∪ X2 le lieu singulier.
Ce lieu est une multi-courbe immergée à points doubles ordinaires (les points triples de
X). L’ensemble X1 est de plus naturellement coorienté : par convention, son côté positif
est celui où X a un seul feuillet. La direction donnée par cette coorientation est nommée
direction de branchement. Enfin, les composantes connexes de l’ensemble X0 = Reg(X) sont
appelées strates régulières ou secteurs de Reg(X).

1.6. Domaines fibrés. — Les surfaces branchées apparaissent souvent, de façon na-
turelle, comme des quotients de variétés – à bord anguleux – par certains feuilletages de
codimension 2.

A titre de premier exemple, on considère trois copies P0, P1 et P2 du plan R2 et on
met sur leur union la relation d’équivalence engendrée par les règles suivantes :

– un point (x0, y0) ∈ P0 est équivalent à un point (x1, y1) ∈ P1 si et seulement si
x0 = x1, y0 = y1 et x0 ≤ 0 ;

– un point (x0, y0) ∈ P0 est équivalent à un point (x2, y2) ∈ P2 si et seulement si
x0 = x2, y0 = y2 et y0 ≤ 0.

Le quotient de P0 ∪ P1 ∪ P2 par cette relation est une surface branchée difféomorphe à
l’union G0 ∪ G1 ∪ G2 des trois graphes décrits au début de la partie précédente (voir la
figure 1).

Soit M une variété compacte, orientable, de dimension trois, à bord anguleux – en
fait, ayant des arêtes lisses mais pas de coins – et munie d’un feuilletage τ en intervalles
compacts. On dit que M est un domaine fibré si ∂M est l’union de deux surfaces compactes
lisses ∂hM et ∂vM satisfaisant aux conditions suivantes :
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FIG. 1. — Surface branchée et domaine fibré

– ∂hM est transversale au feuilletage τ tandis que ∂vM est tangente à τ ;
– les surfaces ∂hM et ∂vM ont le même bord – qui est la partie anguleuse de ∂M

– et chaque composante S de ∂vM a sur son bord des points où M est concave
(c’est-à-dire modelé non pas sur un quart mais sur trois quarts d’espace) ;

– chaque feuille de τ traverse au plus deux fois ∂vM.

Proposition 16. — Le quotient X = M/τ est naturellement une surface branchée sans bord dont

le lieu singulier est l’image des composantes S de ∂vM telles que M soit concave près de chaque point de

∂S.

Démonstration. — Soit π la projection M → X = M/τ . Pour tout point p ∈ X situé
hors de π(∂vM), on prend comme carte locale une transversale à τ . Si p ∈ π(∂vM) est
dans l’image d’une seule composante, on a deux cartes locales naturelles qui consistent à
prendre des transversales à τ le long d’une composante du bord ou le long de l’autre. �

Lorsque les deux premières conditions sont réalisées, on peut toujours obtenir la
troisième, quitte à perturber τ dans l’intérieur de M.

On observe que chaque composante connexe de ∂vM est feuilletée par des inter-
valles compacts transversaux au bord et est donc un anneau.

Dès que X a des points doubles, il n’existe aucun plongement φ : X → M qui
soit une section de la projection π : M → X = M/τ . On peut cependant trouver des
plongements φs : X → M, s ∈ ]0,1], transversaux à τ qui sont des sections de π en dehors
du s-voisinage du lieu singulier et ont la propriété que π ◦ φs converge vers l’identité
uniformément quand s tend vers 0. On dit alors souvent, pour s petit, que M est un
�� voisinage fibré �� de φs(X).

Une surface S ⊂ (M, τ ) est portée par (M, τ ) si elle est transversale à τ . Elle est
pleinement portée lorsque de surcroît elle rencontre toutes les fibres de τ .
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2. Structures de contact et triangulations

Le but de cette partie est la démonstration du résultat suivant :

Théorème 17. — Soit V une variété close et orientée de dimension 3. Il existe dans V un

nombre fini de domaines fibrés (sans bords) (Mi, τi) flanqués chacun d’une structure de contact ζi sur

V \ Int(Mi) tels que toute structure de contact tendue sur V, à isotopie près et pour un certain i, soit

égale à ζi hors de Mi et tangente à τi dans Mi .

2.1. Triangulations de contact. — Soit V une variété de dimension 3. Ce qu’on ap-
pelle triangulation de V, dans la suite, est une décomposition simpliciale possédant les pro-
priétés de régularité suivantes :

– chaque simplexe de dimension 2 (ou moins) est lisse ;
– chaque simplexe de dimension 3 a, le long de ses arêtes mais en dehors des

sommets, un angle d’ouverture strictement compris entre 0 et π .

Si � est une triangulation de V, on note �i , 0 ≤ i ≤ 3, son squelette de dimension i. En
outre, une isotopie de triangulations est un chemin de triangulations. Une telle isotopie �t se
prolonge en une isotopie ambiante ψt de V qui n’est bien sûr pas lisse en général mais se
compose d’homéomorphismes dont les restrictions à chaque 2-simplexe de �0 sont lisses.
On écrira �t = ψt(�0) pour dire que �t est l’image de �0 par ψt .

Toute triangulation lisse – i.e. dont chaque simplexe est lisse [Wh] – est évidem-
ment une triangulation au sens ci-dessus mais on aura besoin ici de triangulations qui ne
sont pas lisses.

Définition 18 [Gi6]. — Soit (V, ξ) une variété de contact de dimension 3. Une triangulation
de contact de (V, ξ) est une triangulation de V vérifiant les conditions suivantes (voir la définition 19

pour la condition de convexité relative) :

1. les 1-simplexes sont des arcs legendriens ;
2. les 2-simplexes sont ξ -convexes et relativement ξ -convexes ;
3. les 3-simplexes sont contenus dans des cartes de Darboux.1

Une telle triangulation n’est pas lisse car les arêtes issues d’un sommet p quelconque sont toutes tangentes

au même plan, à savoir le plan de contact ξp. Même si les 3-simplexes admettent des paramétrages C 1,

ceux-ci ne sont pas de rang maximal aux sommets.

On appelle nombre de Thurston–Bennequin d’une triangulation de contact � de (V, ξ)

l’entier

TB(�) = TB(�, ξ) = −
∑

F

tb(∂F),

1 Cette condition est automatiquement remplie quand la structure de contact ξ est tendue puisque, d’après [El3],
toute boule munie d’une structure de contact tendue se plonge dans l’espace de contact standard.
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la sommation se faisant sur tous les 2-simplexes F. Comme tb(∂F) ≤ −1 pour tout F (d’après l’inégalité

de Bennequin), l’entier TB(�) est positif et au moins égal au nombre de 2-simplexes de �.

Une triangulation de contact � de (V, ξ) sera dite minimale si elle a le plus petit nombre de

Thurston–Bennequin parmi les triangulations de contact obtenues en déformant � par une isotopie à

support compact et relative à un voisinage des sommets.

On explicite maintenant la condition technique de ξ -convexité relative qui, en
pratique, est aussi facile à réaliser que la ξ -convexité ordinaire :

Définition 19. — Soit (V, ξ) une variété de contact et � une triangulation de V dont le 1-

squelette est legendrien. Soit G un 3-simplexe, F0,F1 deux faces de G et a leur arête commune. On

oriente F1 comme partie de ∂G et a comme partie de ∂F1. On dira que F0 et F1 sont ξ -indisciplinées
le long d’un arc (orienté) [p, q] ⊂ a si ξ est tangent à F0 en p, à F1 en q et n’est un hyperplan d’appui

de G en aucun point de ]p, q[.2 On dit que les 2-simplexes de � sont relativement ξ -convexes si

aucun 3-simplexe ne possède de faces ξ -indisciplinées le long d’un arc de leur arête commune.

On rappelle (cf. section 1.1) qu’un ensemble X de structures de contact tendues sur
une variété V close et orientée est dit complet s’il représente toutes les classes d’isotopie
dans S C T (V). Le point de départ de cette étude est la proposition suivante, variante
d’un résultat de [Gi6] servant à construire des livres ouverts adaptés aux structures de
contact :

Proposition 20. — Sur toute variété close et orientée V de dimension 3, il existe un ensemble

complet X de structures de contact tendues et une triangulation � ayant les propriétés suivantes :

1. toutes les structures de contact de X coïncident – comme champs de plans non orientés – sur

un voisinage des sommets de � ;
2. � est une triangulation de contact minimale de (V, ξ) pour tout ξ ∈ X .

De plus, on peut choisir � isotope à n’importe quelle triangulation lisse fixée de V.

Avant de démontrer cette proposition, on traite le cas d’une seule structure de
contact :

Lemme 21. — Soit (V, ξ) une variété de contact de dimension 3. Si la structure ξ est tendue,

toute triangulation lisse de V est isotope à une triangulation de contact de (V, ξ).

Démonstration. — Soit �0 une triangulation lisse de V. La possibilité de déformer
�0 par isotopie en une triangulation de contact �1 de (V, ξ) tient avant tout au fait
qu’on peut déformer chaque arête de �0 en un arc legendrien par une isotopie relative à

2 Un tel arc ]p, q[ est, en quelque sorte, une orbite de ξ ∂G qui va d’une singularité négative à une singularité
positive (voir la remarque 1.2).
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ses extrémités – et arbitrairement C 0-petite. Il faut toutefois un peu de soin aux sommets
pour garantir la différentiabilité du prolongement aux 2-simplexes.

En chaque sommet s, on se donne une projection dπs : TsV → ξs dont le noyau
est transversal aux plans tangents des 2-simplexes en s et qui envoie les tangentes aux
arêtes sur des droites distinctes. Sur un voisinage compact convenable N(s), il existe des
coordonnées (x, y, z) ∈ D2 × [−1,1] centrées en s dans lesquelles dπs est la dérivée de
la projection πs : (x, y, z) �→ (x, y) et ξ a pour équation dz + x dy − y dx = 0. Par ailleurs,
pour N(s) assez petit, πs induit un plongement sur le 1-squelette et sur chaque 2-simplexe
de �0. On déforme �0 dans N(s) comme suit (voir l’exemple 22 ci-dessous) :

– les arêtes de �1 sont les arcs legendriens sur lesquels les arêtes de �0 se projet-
tent ;

– les faces de �1 sont des graphes au-dessus ou en-dessous de celles de �0 ;
– les arêtes et les faces des triangulations intermédiaires �t , pour tout t ∈ [0,1],

sont obtenues en prenant l’isotopie barycentrique verticale au temps t entre les
arêtes et les faces de �0 et celles de �1.

Moyennant quelques petites précautions dans la mise en place des 2-simplexes de �1, les
angles diédraux de ses 3-simplexes dans N(s) sont compris strictement entre 0 et π en
dehors de s et il en va alors de même pour les angles diédraux des 3-simplexes de chaque
�t , t ∈ [0,1]. On a ainsi fabriqué les triangulations �t voulues près des sommets.

On choisit ensuite une isotopie �1
t du 1-squelette de �0 qui prolonge celle

construite dans les cartes N(s), est lisse en dehors et aboutit à un graphe legendrien
�1

1. Dans V′ = V \ ⋃
Int(N(s)), cette isotopie s’étend en une isotopie ambiante lisse ψt

engendrée par un champ qui, sur le bord latéral ∂|N(s) = (∂D2)×[−1,1] de chacun des
voisinages N(s) = D2 × [−1,1], est un multiple du champ ∂z. Les images ψt(�

2
0 ∩ V′)

du 2-squelette ne se recollent pas a priori aux 2-simplexes bâtis dans N(s) mais les arcs
qu’ils tracent sur les anneaux ∂|N(s) sont des graphes au-dessus de ceux tracés par les
2-simplexes dans N(s) (pour la projection πs). Une déformation de ψt(�

2
0 ∩ V′) près

des anneaux ∂|N(s) et laissant fixe le 1-squelette �1
t permet alors de le recoller aux 2-

simplexes de �t dans N(s). On a ainsi modifié �0, par l’isotopie �t , t ∈ [0,1], en une
triangulation �1 dont les 1-simplexes sont des arcs legendriens. De plus, comme ξ est
tendue, les 3-simplexes sont tous inclus dans des cartes de Darboux.

Quitte à décroître le nombre de Thurston–Bennequin du bord des 2-simplexes
de �1 (par stabilisation), on peut, dans la construction précédente, choisir l’isotopie de
graphes �1

t de sorte que, le long de chaque arête de �1, l’enroulement de ξ autour
d’une face quelconque soit négatif ou nul. Ceci permet de déformer �1, par une isotopie
ambiante lisse de V relative au 1-squelette et à un voisinage des sommets, pour que ξ ne
fasse aucun demi-tour inversé par rapport à une face le long d’une arête de son bord. Par
le même principe, on élimine tous les arcs d’arêtes le long desquels deux faces adjacentes
sont ξ -indisciplinées. Les 2-simplexes sont alors relativement ξ -convexes et on les rend
ξ -convexes par une ultime petite perturbation de �1 – toujours stationnaire sur le 1-
squelette et un voisinage des sommets. On obtient ainsi une triangulation de contact �2
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de (V, ξ) isotope à �0. Enfin, puisque les triangulations de contact de (V, ξ) qui sont
isotopes à �2 relativement à un voisinage des sommets ont un nombre de Thurston–
Bennequin minoré, l’une d’elles est minimale. �

Exemple 22. — Si une face F0 de la triangulation initiale �0 se projette sur le
quadrant Q = {x ≥ 0, y ≥ 0} – ce qui est toujours le cas quitte à prendre d’autres coor-
données de Darboux – , la face F1 correspondante dans la triangulation de contact �1

a une équation du type z = xyu(x, y) et son point complexe à l’origine est hyperbolique
si |u(0,0)| > 1 et elliptique si |u(0,0)| < 1. On ne peut donc pas choisir arbitrairement
la nature des points complexes que les faces de �1 présentent en leurs sommets (si deux
arêtes de �0 issues de l’origine se projettent par exemple à l’intérieur du quadrant Q et
se trouvent de part et d’autre de F0, le point complexe de F1 ne peut être hyperbolique)
mais on peut faire en sorte qu’ils soient tous elliptiques.

Démonstration de la proposition 20. — Soit ξ0 une structure de contact tendue et �0

une triangulation de contact minimale de (V, ξ0) (lemme 21). Soit N = ⋃
N(s) un voi-

sinage compact du 0-squelette de �0 dont chaque composante connexe est une carte de
Darboux N(s) = D2 × [−1,1] autour d’un sommet s. On prend les domaines N(s) assez
petits pour que leur intersection avec chaque 2-simplexe de �0 soit un graphe au-dessus
de sa projection sur D2 et évite D2 × {±1}. Toute structure de contact sur V est isotope
à une structure ξ qui coïncide avec ξ0 sur N. Pour peu que ξ soit tendue, le lemme 21
(ou plus exactement sa preuve) montre que (V, ξ) possède une triangulation de contact
(minimale) � isotope à �0 relativement à N. Par une isotopie lisse ψt de V stationnaire
sur N, on déforme �0 en une triangulation �1 = ψ1(�0) qui a le même 1-squelette
que � et des 2-simplexes tous ξ -convexes3 et relativement ξ -convexes (voir la preuve du
lemme 21). Comme ξ est tendue, �1 est une triangulation de contact minimale de (V, ξ).
Par conséquent, �0 est une triangulation de contact minimale de (V,ψ∗

1 ξ), ce qui établit
la proposition. �

En pratique, les triangulations de contact minimales s’avèrent trop rigides. Il est
notamment difficile d’appliquer aux 2-simplexes les lemmes de réalisation de feuille-
tages caractéristiques sans créer d’intersections indésirables entre eux près des som-
mets. Pour cette raison, on introduit maintenant une notion de triangulations de contact
�� maniables �� pour laquelle on donne une variante de la proposition 20.

Définition 23. — Soit (V, ξ) une variété de contact de dimension 3. Une triangulation de

contact � de (V, ξ) est dite maniable si chaque simplexe F de dimension 2 écorné de trois triangles

aux sommets est un hexagone HF à bord legendrien et ξ -convexe, et si, pour toute arête a, l’enroulement

de ξ autour de F le long de l’arc r(a) = a \ Int(�), � = ⋃
F (F \ HF), est strictement négatif. (Noter

que cet arc n’est, en général, qu’un morceau d’arête de HF mais pas une arête entière.)

3 On utilise ici le fait que la ξ -convexité est une propriété à la fois dense et ouverte.
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Dans le 2-squelette d’une triangulation de contact maniable �, l’ensemble � = ⋃
F (F \ HF)

est un voisinage des sommets qu’on nomme voisinage de sécurité. On dit que � est �-minimale si

elle a le plus petit nombre de Thurston–Bennequin parmi toutes les triangulations de contact maniables

de (V, ξ) ayant � pour voisinage de sécurité. Dit autrement en faisant porter la déformation sur ξ , la

triangulation � est �-minimale si pour toute structure ξ ′ isotope à ξ relativement à � et pour laquelle

� est une triangulation de contact maniable, TB(�, ξ ′) ≥ TB(�, ξ). On note �F(s) le triangle de

� inclus dans la face F et contenant le sommet s, et �(s) la réunion des triangles de � contenant s.

Proposition 24. — Sur toute variété close et orientée V de dimension 3, il existe un ensemble

complet X de structures de contact tendues et une triangulation � ayant les propriétés suivantes :

– toutes les structures de contact de X coïncident – comme champs de plans non orientés – sur

un voisinage U des sommets de � ;
– � est, pour tout ξ ∈ X , une triangulation de contact maniable de (V, ξ) dont le voisinage de

sécurité � est fixe et contenu dans U et qui est �-minimale.

Démonstration. — Soit ξ0 une structure de contact tendue et � une triangulation de
contact de (V, ξ0) (le lemme 21 montre qu’il en existe). On reprend les notations de la
preuve du lemme 21. Dans chaque petite boule N(s) centrée en un sommet s de �, on
décroît localement, par une isotopie de stabilisation, le nombre de Thurston–Bennequin
de chaque arête a issue de s afin que, dans N(s), celui-ci soit strictement négatif et que ξ0

imprime dans N(s) un point singulier sur toute face adjacente à a. Dans cette situation, on
peut tracer sur chaque face F de sommet s un arc γF,s inclus dans F∩N(s), tangent à ξ en
ses extrémités et délimitant un triangle �F(s) dans F. Par approximation legendrienne, on
est alors en mesure d’effectuer une isotopie de ξ0 à support dans un voisinage de

⋃
F,s γF,s

et relative au 1-squelette de � pour que γF,s devienne un arc legendrien d’invariant de
Thurston–Bennequin relatif à F inférieur à −1. La réunion des arcs γF,s découpe les
arêtes de � en un certain nombre d’arcs legendriens. Quitte à stabiliser chacun de ces
arcs, on se ramène au cas où, pour toute face F, ils ont tous un nombre de Thurston–
Bennequin relatif à F inférieur à −1. Une isotopie à support dans un voisinage du 1-
squelette permet ensuite d’éviter tous les demi-tours inversés le long des arêtes ainsi que
des arcs γF,s. On rend alors les faces ξ0-convexes et relativement ξ0-convexes à l’aide d’une
isotopie relative à �1 et aux arcs γF,s. La triangulation � est de contact et maniable pour
(V, ξ0) relativement au voisinage de sécurité � = ⋃

F,s �F(s).
La proposition 20 permet maintenant d’isotoper toute structure ξ sur une struc-

ture ξ ′ qui coïncide avec ξ0 le long de � et qui a � pour triangulation de contact. Le
procédé de stabilisation fournit une isotopie de ξ ′ relative à � qui donne aux trois cô-
tés de l’hexagone HF inclus dans ∂F des nombres de Thurston–Bennequin relatifs infé-
rieurs à −1. On fait même en sorte que les arcs r(a) = a \ � ⊂ a aient un invariant de
Thurston–Bennequin relatif à toute face adjacente inférieur à − 1

2 . La triangulation � est
donc maniable pour ξ ′ et a � comme voisinage sûr. Comme dans le lemme 21, on peut
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également la supposer �-minimale. L’ensemble X est constitué du choix d’une structure
�-minimale pour � dans chaque classe d’isotopie de structures tendues. �

Dans toute la suite du texte, on désigne par X un système complet de structures de
contact tendues sur V et par � une triangulation de V tels que � soit une triangulation
de contact maniable et �-minimale pour toute structure ξ ∈ X , où � est un voisinage de
sécurité fixe le long duquel toutes les structures de X coïncident.

2.2. Propriétés des triangulations de contact minimales. — On commence par une pro-
priété valable pour toutes les triangulations de contact.

Lemme 25. — Si � est une triangulation de contact pour (V, ξ), pour toute face F ∈ �2,

aucune composante de la courbe de découpage �F(ξ) n’est un cercle.

Démonstration. — Cette absence de courbes fermées vaut en fait pour le découpage
de toute surface ξ -convexe autre qu’une sphère et au voisinage de laquelle ξ est ten-
due. Or chaque 3-simplexe de � est inclus dans une carte de Darboux donc, a fortiori,
ξ est tendue au voisinage de F. (Si une composante de �F était un cercle, le lemme de
réalisation de feuilletages permettrait de faire apparaître un disque vrillé.) �

Soit (V, ξ) une variété de contact tendue de dimension 3 munie d’une tri-
angulation de contact � maniable et �-minimale, où � est son voisinage de sécu-
rité. Pour une arête a de �, on rappelle que r(a) = a \ � et que HF est l’hexagone
F \ (

⋃
1≤i≤3 Int(�F(si))).
Soit F une face de �. On dira qu’une composante � de �HF(ξ) est extrémale si

un des deux points p de ∂� appartient à un arc r(a), où a est une arête de F, ne peut
pas être poussé en dehors de r(a) par une isotopie de � parmi les courbes transversales
à ξF (autrement dit il y a des singularités de ξF entre p et les extrémités de r(a)) et
est le plus proche d’une des extrémités de r(a) parmi les points de �HF(ξ) ∩ r(a) qui
possèdent ces propriétés. En particulier, pour un certain choix de �HF(ξ), un point de �∩
r(a) est effectivement extrême. La multicourbe �HF(ξ) contient au plus six composantes
extrémales.

Lemme 26. — Si ξ est une structure de contact tendue sur V et si � est une triangulation de

contact maniable et �-minimale pour ξ , alors toute composante du découpage �HF(ξ) parallèle à r(a)

est extrémale.

Démonstration. — On suppose qu’une composante de �HF(ξ) parallèle à r(a) n’est
pas extrémale. Ceci signifie en particulier que l’enroulement de ξ le long de r(a) relative-
ment à F est inférieur à −2. Le lemme de réalisation 15 permet, par une isotopie de HF

relative à un voisinage de ∂HF \ r(a) et de support inclus dans un petit voisinage homo-
gène de HF, de déformer HF en une surface H′

F qui contient une rocade D s’appuyant
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sur r(a) (c’est-à-dire que ∂−D ⊂ r(a) et Int(∂∩D) ⊂ Int(H′
F)). La surface H′

F \ D, une fois
les coins de D lissés, est un hexagone H′′

F à bord legendrien qui est ξ -convexe et isotope
à HF. Par construction, tb(H′′

F) = tb(HF) + 1. L’isotopie entre HF et H′′
F se prolonge en

une isotopie (φt)t∈[0,1] de V à support dans un voisinage de D et donc stationnaire sur
�. Le 1-squelette de � est legendrien pour ξ ′ = φ∗

1ξ et l’arc r(a) possède un nombre de
Thurston–Bennequin relatif aux faces adjacentes inférieur ou égal à − 1

2 (et même à −1
relativement à F) et strictement supérieur à celui donné par ξ . Une isotopie de ξ ′ relative
au 1-squelette de � et à � permet de rendre les faces ξ ′-convexes et relativement ξ ′-
convexes. Elle fait de � une triangulation de contact maniable pour la nouvelle structure
ξ ′′. Ce faisant, on a strictement diminué le nombre de Thurston–Bennequin et donc �

n’était pas �-minimale pour ξ . �

Si F est un 2-simplexe de �, un quadrilatère fibré dans F est un quadrilatère [0,1] ×
[0,1] ⊂ F dont l’intersection avec ∂F est l’union des deux arêtes verticales {0} × [0,1] et
{1}×[0,1], celles-ci se trouvant à l’intérieur de deux arêtes distinctes de F. Un arc simple
et propre A ⊂ F est porté par un quadrilatère fibré Q s’il est inclus dans Q \ {y = 0,1} et
s’il est transversal au champ de vecteurs ∂y.

Soit (V, ξ) une variété de contact tendue de dimension 3 et � une triangulation
de contact de (V, ξ). Pour toute face F de �, on note �F le découpage de ξF associé
à un épaississement homogène quelconque de F. On appelle pièce de F l’adhérence de
toute composante connexe de F \ �F et on dit qu’une pièce est ordinaire ou extraordinaire

selon que c’est ou non un quadrilatère fibré. On insiste ici sur le fait qu’on ne fixe pas
l’épaississement homogène une fois pour toutes et qu’on s’autorise donc des isotopies de
�F parmi les multi-courbes transversales à ξF.

Corollaire 27. — Soit X un système complet de structures de contact tendues sur V et � une

triangulation de V qui est maniable et �-minimale pour tout ξ ∈ X , avec un voisinage de sécurité � fixe

le long duquel toutes les structures de X coïncident. Il existe C0 > 0 tel que, pour tout ξ ∈ X , toute face

F de � contienne trois quadrilatères fibrés Q1,Q2,Q3 deux à deux disjoints, s’appuyant sur des paires

d’arêtes de F distinctes et inclus dans HF \ � (en particulier, pour i ∈ {1,2,3}, les arêtes verticales de

Qi sont incluses dans
⋃

a⊂�1 r(a)), avec les propriétés suivantes :

– chaque Qi est une union de pièces ordinaires ;
– au plus C0 pièces du découpage de ξF ne sont pas incluses dans Q1 ∪ Q2 ∪ Q3.

Démonstration. — Il découle du lemme 26 que les pièces ordinaires qui n’intersec-
tent pas � forment trois quadrilatères fibrés �� non parallèles ��. Vu le lemme 25, restent
comme pièces au plus six demi-disques extrémaux, une pièce �� centrale ��, et des pièces
qui rencontrent � et dont le nombre est donc borné indépendemment de ξ ∈ X (voir la
figure 2). �
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FIG. 2. — Le découpage de F et HF

2.3. Prismes fibrés. — Soit Y un triangle ou un quadrilatère. Un prisme fibré est un
polyèdre P = Y×[0,1] dont on ne retient de la structure produit que la projection sur Y.
Les faces de P sont dites verticales ou horizontales selon qu’elles se trouvent dans ∂Y ×[0,1]
ou dans Y × {0,1}.

Soit � une triangulation de V. Un prisme fibré dans (V,�) est un plongement
d’un prisme fibré P dans V avec les propriétés suivantes :

– P est contenu dans un 3-simplexe G de � et son intersection avec ∂G est l’union
de ses faces verticales ;

– chaque face verticale de P est un quadrilatère fibré d’une face de G.

Un 3-simplexe donné contient au plus cinq prismes fibrés deux à deux disjoints et non
isotopes parmi les prismes fibrés. Il y a, à isotopie près parmi les prismes fibrés, trois
telles familles de cinq prismes fibrés : chacune d’elle possède quatre prismes à base tri-
angulaire, situés près des sommets, et un prisme de base quadrilatérale, situé en diago-
nale.

Une configuration de prismes fibrés dans (V,�) est la donnée d’une collection de
prismes fibrés P = (Pi)1≤i≤k de (V,�) qui intersecte chaque 3-simplexe de � en une
sous-famille de l’une des trois familles maximales de cinq prismes précédentes et telle
que l’intersection entre deux prismes Pi �= Pj de P donne soit un quadrilatère fibré (avec
concordance des fibrations données de part et d’autre), soit un arc d’intérieur non vide
inclus dans une arête de �, soit l’ensemble vide. Dans le premier cas, les prismes Pi et Pj

sont contenus dans des 3-simplexes qui ont une face en commun et dans le deuxième cas,
dans des 3-simplexes qui ont une arête commune.

Lemme 28. — Toute variété triangulée (V,�) possède un nombre fini de configurations de

prismes fibrés, à isotopie près parmi les configurations de prismes fibrés.

Une configuration de prismes fibrés P est dite admissible pour ξ ∈ X si les faces ver-
ticales des prismes de la famille P sont des unions de pièces ordinaires qui ne rencontrent
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pas �. Pour ξ ∈ X , on note P�,ξ l’ensemble des configurations de prismes fibrés admis-
sibles pour ξ . On munit les classes d’isotopies de prismes fibrés dans P�,ξ d’une relation
d’ordre partiel : si P,Q ∈ P�,ξ représentent des classes d’isotopies [P] et [Q], on dit que
[P] � [Q] s’il existe une isotopie de P dans P�,ξ en P′ ⊂ Q.

Lemme 29. — Pour ξ ∈ X fixée, les classes d’isotopie de P�,ξ sont en nombre fini.

Démonstration. — Il suffit d’observer qu’un élément de P�,ξ est déterminé, à iso-
topie près dans P�,ξ , par la classe d’isotopie de ses arêtes horizontales parmi les arcs
transversaux aux feuilletages caractéristiques des faces. Or toute arête horizontale in-
cluse dans une face F est isotope à une composante de �F(ξ), ce qui donne un nombre
fini de classes d’isotopie possibles pour chaque arête horizontale, mais également pour
leur collection. �

Les sous-sections suivantes sont consacrées à la démonstration du lemme fonda-
mental ci-dessous :

Lemme 30. — Soit X un ensemble complet de structures de contact tendues sur V et � une

triangulation de V qui est maniable et �-minimale pour tout ξ ∈ X , avec un voisinage de sécurité �

fixe le long duquel toutes les structures de X coïncident. Il existe C1 ∈ N \ {0} tel que pour tout ξ ∈ X ,

et pour tout élément P = (Pi)1≤i≤n de P�,ξ dont la classe d’isotopie est maximale, au plus C1 pièces des

faces de � ne sont pas incluses dans Int(
⋃

1≤i≤n Pi).

Remarque. — Quitte à considérer des sous-familles de prismes P des éléments maxi-
maux de P�,ξ et à augmenter la valeur de C1, on peut aussi assurer que chaque face
verticale des prismes de P contient au moins 20 pièces (ordinaires).

2.3.1. Une première normalisation des faces. — Pour toute arête a de �, on note s(a) =⋃
F⊃a(a ∩ HF).

Lemme 31. — Quitte, pour tout ξ ∈ X , à effectuer une isotopie de ξ , on peut supposer que, si

ξ ∈ X :

1. � est une triangulation de contact maniable et �-minimale pour ξ ;
2. pour toute arête a ⊂ �1, il existe un germe de feuilletage Fa au voisinage de s(a) par des arcs

parallèles à s(a), s(a) étant une feuille, qui est tangent au germe des faces adjacentes à s(a)

et qui est legendrien pour tout ξ ∈ X ;
3. pour toute face F et pour toute pièce ordinaire R incluse dans F \ �,

ξ |R = {sin θ dx + cos θ dy = 0}
si R � {y = 0} ⊂ {(x, y, θ) ∈ [0,1] × [−1,1] × [−π/2,π/2]}. En particulier, le

feuilletage caractéristique de R possède une courbe de singularités {y = 0, θ = 0} portée

par R.
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Démonstration. — La deuxième condition n’est a priori pas réalisée dans le voisinage
de sécurité �. Pour démontrer ce lemme, on reprend la démonstration de la proposi-
tion 24, dans laquelle on exige une propriété supplémentaire pour la structure ξ0 : on
déforme ξ0 par isotopie à l’aide du lemme de Darboux pour obtenir le point 2. C’est
possible sans stabilisation supplémentaire puisque tous les enroulements relatifs aux faces
sont négatifs. On déroule la preuve de la proposition 24 pour cette structure ξ0, dont on
déduit la construction d’un système complet X convenable. Pour une structure ξ ∈ X
quelconque, on a alors la propriété 2 au voisinage de s(a) ∩ � où ξ = ξ0. Le lemme de
Darboux, appliqué à ξ ∈ X au voisinage d’une arête a relativement à ce qui a déjà été
fait au voisinage de �, fournit une isotopie de ξ stationnaire sur � qui conduit à une
structure, notée à nouveau ξ , qui possède également un feuilletage legendrien par des
arcs parallèles à s(a) et tangent aux faces près de s(a).

Pour obtenir un germe de feuilletage legendrien indépendant de ξ ∈ X , on se sert
du fait que le nombre de Thurston–Bennequin relatif à toute face F contenant a le long
de r(a) est inférieur à − 1

2 , ce pour tout ξ ∈ X . Précisément, sur un voisinage K de s(a),
ξ est solution d’une équation cos f0(x, y, θ) dx − sin f0(x, y, θ) dy = 0 dans des coordonnées
(x, y, θ) ∈ D2 ×[0,1], s(a) = {x = y = 0}, données par un plongement φ0 : D2 ×[0,1] →
V et pour lesquelles les faces sont ∂θ -invariantes. On déforme le feuilletage legendrien
dirigé par ∂θ sur un petit voisinage de s(a) dans K relativement à ∂K tout en préservant
les faces, pour le faire coïncider avec le feuilletage donné par ξ0 tout près de s(a). On
obtient ainsi une isotopie (φt)t∈[0,1] de φ0 pour laquelle φ1∗∂θ est tangent à ξ0 près de
s(a) et φt|∂K = φ0|∂K pour tout t ∈ [0,1]. À chaque instant t ∈ [0,1], la structure φ∗

t ξ

est donnée près de D2 × {0,1} par une équation cos ft(x, y, i) dx − sin ft(x, y, i) dy = 0,
i = 0,1, où ft dépend continûment de t ∈ [0,1]. Le fait que l’enroulement de ξ le long de
s(a) par rapport à une face quelconque d’arête a soit inférieur à − 1

2 implique que pour
tout t ∈ [0,1], ft(x, y,1) > ft(x, y,0). On peut donc étendre ft en une famille continue de
fonctions sur D2 × [0,1] constamment égale à f près du bord avec la propriété ∂θ ft >

0. L’équation cos ft(x, y, θ) dx − sin ft(x, y, θ) dy = 0 définit une structure de contact sur
D2 × [0,1], dont l’image par φt se recolle à ξ hors de K pour former un chemin de
structures de contact entre ξ et une structure ξ ′ tangente au même feuilletage legendrien
que ξ0 près des arêtes. Le théorème de Gray convertit ce chemin en une isotopie de V
stationnaire sur (V \ K) ∪ �1.

On obtient 3 relativement à la déformation déjà effectuée près des arêtes à l’aide
du lemme de réalisation de feuilletages. �

Dans la suite, le système X qu’on considère possède, en plus des précédentes, les
propriétés explicitées dans les conclusions du lemme 31.

2.3.2. Holonomie. — Soit G un 3-simplexe dans une variété de contact (V, ξ). Un
arc legendrien de classe C 1 par morceaux γ1 : [0,1] → ∂G qui évite les sommets de G
est dit étal si le champ de plans ξ est un plan d’appui à ∂G le long de γ1. Précisément,
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FIG. 3. — Courbe d’holonomie −1

γ1 intersecte l’intérieur de chaque face le long d’une ligne singulière de son feuilletage
caractéristique et, le long d’une arête, ξ est à l’�� extérieur �� de G.

Une courbe d’holonomie est une courbe legendrienne γ dans ∂G constituée de la
concaténation de deux arcs γ1 et γ2, où γ1 est étal et γ2 inclus dans une arête de G.
On appelle champ de plans médian de G le long de γ2, tout champ de plans tangent à
γ2 qui rencontre l’intérieur du secteur de Tγ2V délimité par G, c’est-à-dire qui n’est un
plan d’appui en aucun point de γ2. L’holonomie Hol(γ ) d’une courbe d’holonomie γ est
un entier dont la valeur absolue est égale à celle du nombre de Thurston–Bennequin
de ξ le long de γ2, calculé relativement à un champ de plans médian quelconque de G
donné le long de γ2. La valeur absolue de l’holonomie est donc la moitié du nombre de
points de γ2, comptés algébriquement, où ξ est égal au plan médian. Il est positif si γ2 est
orienté comme le bord de la face qui contient γ1 près de γ1(0) et négatif sinon. La figure 3
montre un exemple de courbe d’holonomie −1. Sur cette figure, lorsqu’on change le sens
de parcours de γ , on change également la face servant à étalonner l’orientation de γ2 et
le signe de Hol(γ ) ne varie pas. C’est toujours le cas lorsque γ1 aborde γ2 par deux faces
différentes.

Lemme 32. — Soit ξ ∈ X et G un 3-simplexe de �. Toute courbe d’holonomie γ pour ξ

incluse dans ∂G \ � a une holonomie égale à −1.

Remarque. — Si γ = γ1 ∪ γ2 est une courbe d’holonomie pour laquelle γ1 aborde
γ2 des deux bouts par la même face, et si γ est γ orientée en sens inverse, alors Hol(γ ) =
−Hol(γ ). En particulier ce cas de figure est exclus par le lemme 32.

Démonstration. — Comme ξ est tendue, l’inégalité de Bennequin appliquée à γ

dit que Hol(γ ) �= 0. On suppose que Hol(γ ) �= −1. La courbe γ se décompose par
définition en la réunion de deux arcs ξ -legendriens γ1 et γ2, où γ1 est étal et γ2 est inclus
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dans un certain r(a), a ∈ �1. Comme γ1 est étal, on peut le pousser sur un arc legendrien
lisse γ ′

1 situé à l’intérieur de G et s’appuyant sur ∂γ2, via une famille d’arcs legendriens. En
particulier, la courbe fermée γ ′

1 ∪ γ2 borde un demi-disque D avec Int(D) ⊂ Int(G). Le
nombre de Thurston–Bennequin de γ2 relatif à D vaut −|Hol(γ )| si γ1 aborde les deux
bouts de γ2 par le même côté, et sinon −|Hol(γ )|+ 1

2 lorsque Hol(γ ) < 0 et −|Hol(γ )|−
1
2 lorsque Hol(γ ) > 0. En effet, cet enroulement est le même que celui de ξ le long de
γ2, calculé par rapport à un champ de plans qui est médian de G le long de Int(γ2) et
égal à ξ (i.e. tangent à une face de G) aux points de ∂γ2. Selon les cas, un tel champ
de plans a un enroulement 0, − 1

2 , où 1
2 par rapport à un champ de plans médian. De

la même façon, comme γ1 est étal, l’invariant de Thurston–Bennequin de γ ′
1 relatif à

D vaut respectivement 0, − 1
2 et 1

2 dans les trois cas énumérés ci-dessus. Dans toutes les
situations, puisque Hol(γ ) �= −1, on a tb(γ ′

1,D) ≥ tb(γ2,D) + 1. On stabilise γ ′
1 pour

obtenir un arc γ ′′
1 , tel que tb(γ ′′

1 ,D′) = tb(γ2,D′) + 1 (si D′ ⊂ G désigne l’image de D
par l’isotopie de stabilisation). Le disque D′ va jouer le rôle de rocade.

L’isotopie qui consiste à pousser γ2 sur γ ′′
1 le long de D′ peut être réalisée re-

lativement à �. Appliquée à ξ elle fait de � une triangulation de contact pour son
image ξ ′ (après déformations habituelles près des faces), avec un nombre de Thurston–
Bennequin strictement moindre que celui de ξ . On constate de plus facilement que
comme Hol(γ ) �= −1, pour toute face F de � et toute arête a de F, le nombre de
Thurston–Bennequin le long de r(a) relatif à F reste inférieur à − 1

2 . Cette triangulation
est donc maniable pour ξ ′ et on obtient une contradiction avec la �-minimalité de �. �

2.3.3. Démonstration du lemme 30. — Soit G un 3-simplexe de �. On note s1, s2, s3

et s4 les sommets de G. La notation [sisj] désigne l’arête de G qui joint les sommets si et
sj . On note (sisj sk) la face de G qui contient les sommets si , sj et sk .

Un paquet est une union de pièces ordinaires contenues dans une même face qui
forme un quadrilatère fibré (connexe). L’épaisseur d’un paquet est le nombre de pièces qui
le constituent.

Soit ξ ∈ X et P = (Pi)1≤i≤n ∈ P�,ξ une configuration de prismes admissible maxi-
male. Les fonctions fi : R → R qui apparaissent dans la suite sont affines, de dérivées
strictement positives et indépendantes de (ξ,P) ∈ X × P�,ξ . On raisonne par l’absurde
en supposant que N � 1 pièces ne sont pas incluses dans Int(

⋃
1≤i≤n Pi). Parmi celles-ci

au moins N1 = f1(N) pièces se trouvent dans une même face F de �. Le corollaire 27
nous dit alors qu’au moins N2 = f2(N1) pièces ordinaires sont situées dans un même
hexagone HF \� ; leur union formant un paquet Q1 (d’épaisseur N2), lui-même contenu
dans HF \ IntG((

⋃
1≤i≤n Pi) ∩ G) pour un des deux 3-simplexes G de � contenant F.

C’est-à-dire que Q1 ne rencontre pas la réunion PG des prismes de P inclus dans G. Soit
s1, s2 et s3 les sommets de F et s4 le quatrième sommet de G. Pour fixer les idées, disons
que le paquet Q1 joint [s1s2] à [s1s3]. Au moins N2 − 1 composantes de �(s1s3s4)(ξ) par-
tent de [s1s3] ∩ Q1, dont au moins N3 = f3(N2) restent dans H(s1s3s4) \ � et ne sont pas
parallèles à une arête (corollaire 27).
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FIG. 4. — Les cas 1a et 1b

Cas 1. Parmi celles-ci, au moins la moitié N4 = f4(N3) vont vers [s1s4] et délimitent
un paquet Q2 d’épaisseur N4 − 1. Comme toutes ont une extrémité dans [s1s3] ∩ Q1, Q2

ne rencontre pas PG. On distingue à présent deux cas (figure 4) :
Cas 1a. Au moins 11 (pour être tranquille) composantes de �H(s1s2s4)

(ξ ) issues de
Q2 ∩ [s1s4] reviennent vers r([s1s2]). On en déduit l’existence d’un paquet Q3 d’épaisseur
au moins 10 entre [s1s4] ∩ Q2 et [s1s2] qui ne rencontre pas PG ∪ �.

Lemme 33. — Il existe un prisme fibré P′ dont le bord vertical est inclus dans Q1 ∪ Q2 ∪ Q3

et est une union de pièces ordinaires. De plus, ce prisme ne rencontre pas PG ∪ �.

Démonstration. — Il s’agit de construire les faces verticales de P′. On ordonne les
pièces contenues dans Q3 de un à dix. Chaque pièce porte une courbe legendrienne sin-
gulière, numérotée comme la pièce dont elle fait partie. On part de la cinquième courbe
singulière de ξQ3, notée c3. L’extrémité de celle-ci dans [s1s4] est encadrée par les ex-
trémités de deux courbes singulières de ξQ2. On note c2, celle dont l’extrémité est située
juste après ∂c3 ∩[s1s4], pour l’orientation de [s1s4] donnée comme bord de la face (s1s2s4).
En particulier, la portion d’arête de [s1s4] située entre c3 et c2 n’est pas un arc étal. L’extré-
mité de c2 dans [s1s3] est encadrée par les extrémités de deux courbes singulières de ξQ1.
À nouveau, on note c1 celle dont l’extrémité est située après ∂c2 ∩ [s1s3] pour l’orientation
de [s1s3] induite par celle de la face (s1s3s4). Comme l’holonomie de toute courbe d’holo-
nomie vaut −1, l’extrémité c1 ∩ [s1s2] est voisine de celle de c3, comme sur la figure 5 (ce
qui ne serait pas le cas si on avait choisit c1, c2 et c3 pour construire un arc étal). Soit U1,
U2 et U3 des petits voisinages tubulaires de c1, c2 et c3 dans respectivement Q1, Q2 et Q3.
On note de plus V1, V2 et V3 des voisinages, dans ∂G, des arcs délimités dans les arêtes
[s1s3], [s1s4] et [s1s2] par

⋃
1≤i≤3(∂ci). Les faces verticales recherchées sont obtenues par

un lissage de

U1 ∪ U2 ∪ U3 ∪ V1 ∪ V2 ∪ V3.
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FIG. 5. — Les faces verticales de P′

Elles sont par construction incluses dans Q1 ∪ Q2 ∪ Q3 et elles ne rencontrent
donc pas PG ∪ �. Ce sont les faces verticales d’un prisme fibré P′ inclus dans G qui ne
rencontre pas PG ∪ �. Sur la figure 5, les faces verticales de P′ sont délimitées par les
traits pointillés ; les traits pleins représentent les lignes singulières du feuilletage des faces
de G. �

On déduit facilement de ce lemme que la famille P n’était pas maximale : si P′

n’est parallèle à aucun prisme de PG, on ajoute P′ à P ; si P′ est parallèle à un prisme P1

de PG, on remplace P1 par un prisme qui contient P′ et P1 et dont le bord horizontal est
contenu dans ∂P′ ∪ ∂P1.

Cas 1b. On peut construire un paquet Q3 ⊂ (s1s2s4) \� entre [s1s4] ∩ Q2 et [s2s4]
d’épaisseur N5 = N4 − 10 − C0 = f5(N3).

Dans ce cas, on considère le sous-paquet de Q1 d’épaisseur N4 − 1 contenant
toutes les pièces issues de Q2 ∩ [s1s3]. On rebaptise Q1 ce nouveau paquet. On peut alors
construire un paquet Q0 ⊂ (s1s2s4) \ � d’épaisseur au moins N6 = N4 − 1 − 10 − C0 =
f6(N4) entre [s1s2] ∩ Q1 et [s2s4], sinon on se retrouve dans le cas 1a avec un prisme fibré
dont le bord vertical tourne autour de s1.

On construit une courbe d’holonomie γ = γ1 ∪ γ2 pour laquelle γ1 possède un
voisinage de ses deux bouts dans la même face, ce qui donne une contradiction avec le
lemme 32 au vu de la remarque 2.3.2. L’arc étal γ1 est la concaténation de quatre arcs
singuliers c0 ⊂ Q0, c1 ⊂ Q1, c2 ⊂ Q2, c3 ⊂ Q3, du feuilletage caractéristique des faces et
de trois portions d’arêtes qui relient leurs extrémités. L’arc γ2 qui mesure l’holonomie
sera pris dans [s2s4]. Pour cela, pour N assez grand, on prend pour c3 un arc singulier
du feuilletage de Q3 qui découpe Q3 en deux paquets d’épaisseur au moins 20 + C0
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FIG. 6. — Le cas 2

(pour être tranquille). Les choix des arcs singuliers c0, c1 et c2 de même que celui des trois
arêtes sont alors imposés par la condition d’être étal. Par la position de c3, on est assuré
que c2 ⊂ Q2 et c1 ⊂ Q1. De plus, c1 découpe Q1 en deux paquets d’épaisseur au moins
19+C0. Comme au plus 14+C0 composantes de �(s1s2s4)(ξ) (estimation lâche) ayant leur
extrémités dans Q1 ne sont pas dans Q0, on a bien c0 ⊂ Q0, d’où la construction de γ1.

Cas 2. On peut construire un paquet Q2 ⊂ (s1s3s4) \ � d’épaisseur N′
4 = f ′

4 (N3)

entre [s1s3] ∩ Q1 et [s3s4].
On obtient ensuite un paquet Q3 ⊂ (s2s3s4) \ � d’épaisseur au moins N′

5 = f ′
5 (N

′
4)

entre [s3s4]∩Q2 et [s2s3], ce qui, pour N assez grand, ramène au cas 1, ou entre [s1s4]∩Q2

et [s2s4]. À nouveau, le seul cas non traité est celui où on peut construire un paquet
Q4 ⊂ (s1s2s4) \ � d’épaisseur au moins 11 entre [s2s4] ∩ Q3 et [s1s2] (voir figure 6). Dans
ce dernier cas, on construit, comme dans le cas 1a, un prisme fibré dont le bord vertical
est dans Q1 ∪ Q2 ∪ Q3 ∪ Q4. Comme précédemment, la famille (Pi)1≤i≤n n’était donc pas
maximale.

2.4. Construction des domaines fibrés. — On démontre à présent le théorème 17.

2.4.1. Normalisation des faces verticales. — Les lemmes ci-dessous permettent, par
des isotopies et des partitions successives de X , d’affiner la normalisation des structures
de X . On rappelle que X est un ensemble complet de structures de contact tendues
sur V et que � est une triangulation de V, maniable et �-minimale pour tout ξ ∈ X ,
toutes les structures de X étant égales le long de leur voisinage de sécurité commun �.
En outre, les structures de X ont déjà subi une première normalisation et satisfont toutes
aux conclusions du lemme 31.

Lemme 34. — Il existe C2 ∈ N \ {0} et un nombre fini de configurations de prismes fibrés

P1, . . . ,Pk tels que, pour toute structure ξ ∈ X , on puisse isotoper ξ , par une isotopie de V stationnaire
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sur � et préservant �, en ξ ′ admettant un des Pj pour configuration admissible et pour laquelle au plus

C2 composantes de ��2(ξ ′) ne soient pas incluses dans Int(
⋃

P∈Pj P).

Une structure de contact ξ ∈ X qui vérifie ces propriétés pour une configuration
Pj sera dite portée par Pj .

Démonstration. — À toute structure ξ ∈ X , on peut associer un élément maximal
P(ξ) dans P�,ξ . Le lemme 28 affirme qu’il n’y a qu’un nombre fini de classes d’isotopie
de configurations de prismes fibrés. Une isotopie de V fixant � et relative à � permet
d’envoyer chaque P(ξ) sur un élément d’une sous-famille finie P1, . . . ,Pk de la famille
P(ξ)ξ∈X . Cette isotopie transporte ξ sur une structure ξ ′. Le lemme 30 affirme l’existence
de la borne universelle C2 = C1 ∈ N \ {0}. �

Dans la suite, on remplace ξ par ξ ′ comme représentant de la classe d’isotopie de
ξ dans X . On démontre le théorème 17 pour l’ensemble X1 des structures ξ ∈ X portées
par Pj = P = (Pi)1≤i≤n.

Lemme 35. — Quitte à déformer chaque structure ξ ∈ X1 par une isotopie relative à � qui

préserve �, il existe une partition de X1 en un nombre fini de sous-ensembles X 1
1 , . . . , X k

1 tels que, pour

j = 1, . . . , k :

1. toutes les structures de X j

1 possèdent une même courbe de découpage sur les faces de �2 \
Int(

⋃
1≤i≤n Pi) ;

2. toutes les structures ξ ∈ X j

1 sont tangentes aux fibres des faces des prismes de P ;
3. pour toute arête a, toutes les structures ξ ∈ X k

1 sont égales sur un voisinage de a \
Int(

⋃
1≤i≤n Pi).

Démonstration. — Pour toute structure ξ ∈ X1, le nombre de composantes du décou-
page ��2\Int(

⋃
1≤i≤n Pi)(ξ) est inférieur à C2. Le nombre de classes d’isotopie de multi-arcs

(��2\Int(
⋃

1≤i≤n Pi)(ξ))ξ∈X1

dans �2 \ Int(
⋃

1≤i≤n Pi) est donc fini. Quitte à déformer chaque structure ξ ∈ X1 par
une isotopie relative à � qui préserve � et à partitionner X1 en X 1

1 , . . . , X k
1 , pour j =

1, . . . , k, on peut supposer que toutes les structures de X j

1 possèdent une même courbe
de découpage sur �2 \ Int(

⋃
1≤i≤n Pi). Les propriétés 2 et 3 découlent du lemme 31 (pour

obtenir dans 3 l’égalité à partir du lemme 31, et pas seulement une coïncidence des
feuilletages legendriens, il faut encore utiliser la contractibilité de Diff+([0,1]) comme il
est expliqué en détail dans la preuve du lemme 40). �

On note X2 l’un des X j

1, j = 1, . . . , k, et on fixe ζ ∈ X2. On est ramené à démontrer
le théorème 17 pour X2.
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Lemme 36. — Toute structure ξ ∈ X2 est isotope à une structure maniable pour � et �-

minimale ξ ′ qui coïncide avec ζ le long de �2 \ Int(
⋃

1≤i≤n Pi) et tangente aux fibres le long des faces

verticales des polyèdres de P.

On note X3 l’ensemble obtenu par déformation de X2. Le long des portions de
faces verticales qui ne sont pas incluses dans Int(

⋃
1≤i≤n Pi), toutes les structures ξ ∈ X3

sont à la fois égales et tangentes aux fibres.

Démonstration. — Soit R une composante de HF \ �HF incluse dans HF \
Int(

⋃
1≤i≤n Pi). Les structures ξ et ζ sont égales sur un voisinage K de ∂R ∩ ∂F dans R,

lequel K est en outre feuilleté par des arcs legendriens. On rétrécit R en R0 en poussant
chaque arc de ∂R ∩ ∂F sur un arc legendrien qui lui est parallèle dans K. Par application
du lemme de réalisation de feuilletages 13 à R0, on trouve une isotopie à support dans un
voisinage de R0, dont le temps 1 envoie ξ sur ζ le long de R0. Le point important est que
le support de cette isotopie ne rencontre ni � ni les faces autres que F, si bien � demeure
maniable et �-minimale pour l’image de ξ . �

2.4.2. Normalisation des faces horizontales. — Pour chaque prisme Pi, 1 ≤ i ≤ n, on
fixe un feuilletage non-singulier Fi sur ses faces horizontales Yi × {0,1}, égal au germe
de feuilletage tracé par ζ au bord (∂Yi) × {0,1} et transversal à une direction fixée de
Yi (on munit Yi d’une structure affine). Un tel feuilletage non-singulier existe grâce au
fait que l’holonomie vaut −1 et donc que l’indice du germe de feuilletage caractéristique
ζYi × {j} le long de (∂Yi) × {j}, j = 0,1 vaut 0. Il détermine un germe de structure η0 le
long des faces horizontales.

Grâce à la remarque 2.3, on se place dans la situation où, pour tout ξ ∈ X3, toute
face verticale des prismes de la configuration P contient au moins 20 pièces.

Lemme 37. — Il existe une rétraction compacte

K =
⋃

1≤i≤n

Pi \ N
(

∂

( ⋃

1≤i≤n

Pi

))

de
⋃

1≤i≤n Pi , une structure de contact ζ0 sur V \ Int(K) et pour tout ξ ∈ X3 une isotopie de ξ en ξ ′

qui vérifie :

1. ξ ′ = ζ0 sur V \ Int(K) ;
2. ξ ′ est tangente aux fibres verticales de chaque Pi .

Démonstration. — On commence par démontrer le lemme suivant :

Lemme 38. — Soit f : Y × [−2,2] → (V, ξ) un plongement dans une variété de contact

tendue. On suppose que :
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– chaque arc {x} × [−2,2], pour x dans un voisinage de ∂Y, est legendrien pour f ∗ξ ;
– sur chaque face verticale, les courbes de découpage vont d’une arête verticale à l’autre ;
– l’holonomie de toute courbe d’holonomie tournant autour du bord vertical vaut −1 ; les arêtes

de f ((∂Y) × {±1}) sont transversales à ξ ;
– il y a au moins quatre courbes de singularités sur chaque face verticale aux altitudes supérieures

à 1 et inférieures à −1 ;
– les arêtes horizontales de Y × [−2,2] sont transversales à f ∗ξ .

Pour tout feuilletage non-singulier F tracé sur les faces horizontales de Y × [−1,1] qui est tangent

à f ∗ξ au bord et transversal à une direction donnée de Y (muni de sa structure affine), il existe une

isotopie de ξ relative au bord de l’image de f en une structure ξ ′, telle que f ∗ξ ′ trace le feuilletage F sur

Y × {±1} et que chaque arc {x} × [−1,1] soit legendrien.

Démonstration. — On munit Y ×[−2,2] de la structure f ∗ξ . Grâce à la présence de
quatre arcs singuliers sur chaque face en dessous et au-dessus des altitudes −1 et 1, on
construit sur (∂Y)×[1,2] et (∂Y)×[−2,−1] une courbe d’holonomie legendrienne γ±1

par concaténation de portions d’arêtes verticales et d’arcs de singularités sur les faces. On
obtient que tb(γ±1) = −1 car l’holonomie vaut −1. On prend alors un disque convexe
(de bord lisse par morceaux) D±1 ⊂ Y × [−2,2] qui s’appuie sur γ±1 transversalement
au bord vertical de Y × [−2,2]. La portion de bord vertical comprise entre γ−1 et γ1

complétée par D−1 et D1 forme une sphère S plongée dans Y × [−2,2].
On va construire un modèle de cette sphère dans R3 = {(x, y, t)}. Pour cela, on

munit R3 de la structure η d’équation cos t dx − sin t dy = 0. On fixe un triangle (ou un
quadrilatère) Y′ dans le plan des (x, y), et on considère le polyèdre Q = {(x, y, t) ∈ Y′ ×
[0,2kπ ]}.

Comme l’holonomie de ξ autour de (∂Y) × [−2,2] est −1, il existe k ∈ R et Y′

pour que le bord vertical de ce polyèdre Q, avec le germe de structure η, soit conjugué
à (∂Y) × [−2,2], avec le germe de structure f ∗ξ , par un germe de difféomorphisme de
contact fibré (qui échange les directions verticales, celle de Q étant dirigée par ∂t )

φ : (∂Y) × [−2,2] → (∂Y′) × [0,2kπ ].
Il existe alors deux disques D et D′ qui s’appuient respectivement sur les courbes

φ((∂Y) × {±1}) du bord vertical du polyèdre Q, transversaux à la direction verticale ∂t

et tels que φ s’étende en un difféomorphisme � : Y×[−1,1] → Q′, où Q′ est le polyèdre
de R3, dont le bord est union de D et D′ avec la portion de bord vertical de Q comprise
entre les courbes φ((∂Y) × {±1}), avec les propriétés suivantes :

– les fibres verticales de Y × [−1,1] sont envoyées par � sur les fibres verticales
de Q′ (dirigées par ∂t qui sont legendriennes) ;

– �∗F est le feuilletage η(D ∪ D′).

Pour cela, on étend d’abord φ en un plongement fibré ψ : Y × [−1,1] → Q. Il ne reste
plus qu’à relever les feuilletages ψ∗F de manière legendrienne transversalement à ∂t pour
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obtenir D et D′, puis à composer ψ au but par l’extémité d’une isotopie qui amène, en
glissant le long des fibres, l’image par ψ des faces horizontales sur D et D′. Le fait que F
soit transversal à une même direction sur les faces supérieure et inférieure assure que D
et D′ ne se rencontrent pas.

Les courbes φ(γ±1) sont legendriennes et d’invariant de Thurston–Bennequin −1.
On leur fait border dans (R3, η) deux disques convexes qui ne rencontrent pas Q′. On
note S′ la sphère construite comme précédemment à partir de ces disques convexes et de
la portion de bord vertical qu’ils délimitent dans Q. D’après le lemme de réalisation de
feuilletages, on peut choisir ces deux disques de sorte que φ s’étende en un difféomor-
phisme φ1 de (S, f ∗ξ |S) sur (S′, η|S′).

D’après le théorème 11 d’Eliashberg, φ1 s’étend alors en un difféomorphisme de
contact φ2 entre les boules bordées par ces sphères. Par construction, la boule bordée par
S′ dans Y′ × [0,2kπ ] contient Q′ = �(Y × [−1,1]).

Le plongement φ−1
2 ◦ � : Y × [−1,1] → Y × [−2,2] envoie F sur le feuilletage

caractéristique, pour f ∗ξ , de l’image des faces horizontales, et les fibres sur des courbes
legendriennes pour f ∗ξ . Il vaut l’identité sur le bord vertical et préserve l’orientation :
il est isotope à l’identité relativement au bord de Y × [−2,2] par la restriction d’une
isotopie de Y × [−2,2].

On considère l’image de f ∗ξ par cette isotopie que l’on propage à l’aide de f dans
V. Cette nouvelle structure donne le résultat souhaité. �

Pour pousuivre, on applique le lemme 38 à chaque structure ξ ∈ X3 et au germe
de structure η0 le long des faces horizontales : il existe une isotopie de ξ relative à � qui
envoie ξ sur une structure ξ ′ tangente aux fibres de P et égale au germe η0 sur les faces
horizontales. On remplace chaque structure ξ ∈ X3 par la structure, à nouveau notée ξ ,
obtenue après cette première isotopie et on pioche une structure ζ0 dans X3.

Le long d’une fibre I de Pi, toute structure ξ tangente aux fibres est repérée par
une fonction angle θI : I → R/Z dans le fibré normal aux fibres, dont la dérivée est
strictement positive. Dans un petit voisinage

N
(

∂

( ⋃

1≤i≤n

Pi

))
∩

( ⋃

1≤i≤n

Pi

)

de ∂(
⋃

1≤i≤n Pi) dans
⋃

1≤i≤n Pi , on peut après isotopie (toujours par contractibilité de
Diff+(I)) rendre toutes ces fonctions angle égales à celle de ζ0 ∈ X3. On réalise une telle
isotopie sur chaque ξ ∈ X3 pour obtenir ξ ′ ∈ X ′

3.
Les prismes Pi de la famille P découpent chaque simplexe G de � en polyèdres,

homéomorphes à la boule, au bord desquels toutes les structures ξ ′ ∈ X ′
3 coïncident.

Comme les structures de X ′
3 sont tendues, le théorème d’unicité 11 d’Eliashberg donne,

sur chaque polyèdre, une isotopie stationnaire au bord entre une structure quelconque
ξ ′ ∈ X ′

3 et ζ0. �
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Corollaire 39. — Il existe un domaine fibré à bord (M, τ ) avec K ⊂ M ⊂ ⋃
1≤i≤n Pi , dont la

fibration en intervalles τ est la restriction de la fibration de
⋃

1≤i≤n Pi . En particulier, selon la terminologie

de la sous-section suivante, toutes les structures de X3 sont ajustées à (M, τ, ζ ).

Démonstration. — On retire à
⋃

1≤i≤n Pi un petit voisinage fibré U, U ∩ K = ∅, des
portions d’arêtes qui ne sont pas dans Int(

⋃
1≤i≤n Pi). On note τ ′ la fibration en intervalles

de
⋃

1≤i≤n Pi. L’espace quotient � = (
⋃

1≤i≤n Pi \ U)/τ ′ est une surface branchée dont le
lieu singulier est non-générique. Un lissage du bord de

⋃
1≤i≤n Pi \ U transversal à la

fibration au-dessus des points réguliers de la projection et une petite modification de⋃
1≤i≤n Pi \ U correspondant à une perturbation générique de � pour obtenir un lieu de

branchement générique permet d’obtenir le domaine fibré recherché. �

Pour démontrer le théorème 17, il reste une difficulté : le domaine fibré du corol-
laire 39 est �� à bord ��. Dans la suite, on indique comment on se ramène à des voisinages
fibrés de surfaces branchées sans bord.

2.4.3. Structures de contact ajustées à un domaine fibré. — Soit (M, τ ) un domaine fibré,
voisinage d’une surface branchée à bord, et X = M/τ la surface branchée quotient. On
note π : M → X et ζ une structure de contact sur V \ Int(M). Une structure de contact
est ajustée à (M, τ, ζ ) si elle est égale à ζ hors de Int(M) et tangente à τ dans M.

Lemme 40. — Toute structure de contact ξ ajustée à (M, τ, ζ ) est déterminée, à isotopie près

parmi les structures ajustées, par la fonction

aξ : ∂hM →]0,∞[
qui est continue sur chaque secteur et qui associe à chaque point p l’angle de rotation total de ξ le long de

la feuille de τ partant de p. (On mesure cet angle avec une métrique auxiliaire et l’holonomie de τ .)

Démonstration. — Ce lemme est une conséquence de la contractibilité de l’espace
Diff+(I) des difféomorphimes de l’intervalle qui préservent l’orientation. Soit ξ0 et ξ1

deux structures de contact sur D2 × I muni des coordonnées ((x, y), t), égales le long de
D2 ×{0,1}, tangentes aux fibres {p}× I et pour lesquelles aξ0 = aξ1 sur D2. Elles sont alors
données par des formes α0 = cos f0(x, y, t) dx − sin f0(x, y, t) dy et α1 = cos f1(x, y, t) dx −
sin f1(x, y, t) dy avec, pour i = 0,1, ∂ fi

∂ t
> 0 et f0(x, y, i) = f1(x, y, i). Par la contractibilité

de Diff+(I), il existe une famille à un paramètre de fonctions fs : D2 × I → R, s ∈ [0,1],
qui vérifient ∂ fs

∂ t
> 0 et qui sont indépendantes de s ∈ [0,1] sur D2 × {0,1}. Le chemin

de formes de contact αs = cos fs(x, y, t) dx − sin fs(x, y, t) dy donne une isotopie relative à
D2 × {0,1} entre ξ0 et ξ1 parmi les structures tangentes à {∗} × I.

Pour démontrer le lemme, on donne une version relative de la discussion précé-
dente. Soit ξ et ξ ′ deux structures ajustées à (M, τ, ζ ), qui ont les mêmes fonctions angles
aξ = aξ ′ . Si B est un secteur de X, alors ∂B est un polygone ∂B = δ1 ∪ δ2 ∪ · · · ∪ δm, où
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les δi sont les côtés successifs de B qui se rencontrent le long des points triples de X.
Comme (B × I) ∩ ∂vM consiste en la réunion de produits δi × [ai, bi] où [ai, bi] ⊂ [0,1],
les structures ξ et ξ ′ sont égales sur δi × [ai, bi]. On déforme d’abord ξ en ξ ′ le long de
δi × ([0,1] \ [ai, bi]) en utilisant la contractibilité de Diff+(I), puis on effectue l’isotopie
entre ξ et ξ ′ sur B × I relativement à (∂B) × I. �

Soit ξ0 une structure de contact ajustée à (M, τ, ζ ) fixée.

Proposition 41. — Les classes d’isotopie des structures de contact ξ ajustées à (M, τ, ζ ) sont

en bijection avec les fonctions

wξ : π0(Reg(X)) → Z,

dites fonctions poids, vérifiant la condition

wξ(R) > − 1
2π

inf
p∈R

(aξ0(p))

et les relations d’adjacence

wξ(R1) + wξ(R2) = wξ(R3)

pour toute paire de feuillets réguliers R1, R2 de X qui se joignent pour donner R3.

Démonstration. — Pour toute structure de contact ξ ajustée à (M, τ, ζ ), on définit

wξ = 1
2π

(aξ − aξ0).

Le poids wξ(p) est un entier qui varie continûment sur les composantes de Reg(X). Il
est donc constant sur Reg(X). La relation d’adjacence est donnée en regardant une
fibre située au-dessus d’un point p du lieu singulier de X où R1 et R2 se rejoignent
pour donner R3. La condition de contact donne que aξ > 0, ce qui fournit l’inégalité
wξ(R) > − 1

2π
infp∈R(aξ0(p)).

Réciproquement, si on dispose d’une telle fonction poids, la fonction aξ = 2πwξ +
aξ0 détermine une structure de contact qui convient. �

2.4.4. Le lemme d’élagage. —

Lemme 42 (Lemme d’élagage). — Soit (M, τ, ζ ) un domaine fibré et X un ensemble de struc-

tures de contact ajustées à (M, τ, ζ ). On suppose qu’il existe un réel C et un point p ∈ ∂hM tels que

aξ (p) < C pour tout ξ ∈ X et on note X1, . . . ,Xk les adhérences des strates régulieres X1, . . . ,Xk

de X = M/τ qui contiennent π(p). On peut alors trouver des structures de contact ζ1, . . . , ζl sur le

complémentaire du domaine fibré

(M′, τ ′) =
(

M \ Int
( k⋃

j=1

π−1(Xj)

)
, τ |M′

)
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telles que toute structure ξ ∈ X soit isotope à une structure ajustée à l’un des (M′, τ ′, ζi).

Démonstration. — La borne sur aξ donne une borne sur tous les poids wξ(Xi), 1 ≤
i ≤ k. Ceux-ci peuvent donc prendre seulement un nombre fini de valeurs. On peut
partitionner X en X1, . . . , Xl , de sorte que toutes les ξ ∈ Xj donnent le même poids. Si
ζi est une structure de Xi, on peut alors, comme dans le lemme 40, trouver une isotopie,
parmi les structures ajustées à (M, τ, ζ ), entre toute structure ξ ∈ Xi et une structure ξ ′

égale à ζi sur π−1(
⋃

1≤j≤k Xj). �

L’opération d’élagage diminue strictement le nombre de secteurs de X. En la ré-
pétant un nombre fini de fois, on obtient donc l’ensemble vide.

Corollaire 43. — Si X est un ensemble de structures de structures de contact ajustées à

(M, τ, ζ ), alors il existe (M1, τ1, ζ1), . . . , (Ml, τl, ζl) obtenues par élagage de (M, τ, ζ ) telles que,

pour 1 ≤ i ≤ l, Xi = Mi/τi soit une surface branchée sans bord, et que toute structure ξ ∈ X soit

isotope à une structure ξ ′ ajustée à l’un des (Mi, τi, ζi).

Démonstration. — Tout point p ∈ ∂X vérifie les hypothèses du lemme d’élagage.
Par ailleurs, un élagage réduit strictement le nombre de secteurs de X. Un nombre fini
d’applications du lemme d’élagage 42 conduit au résultat. �

Le corollaire 43 termine la démonstration du théorème 17.

3. Finitude homotopique

On démontre ici le théorème 7. Le théorème 1 en résulte car une modification de
Lutz à coefficient entier le long d’un tore ne change pas la classe d’homotopie dans les
champs de plans.

Soit V une variété close. Vu le théorème 17, il suffit de démontrer le théorème 7
pour un ensemble S de structures de contact tendues toutes ajustées à un même do-
maine fibré sans bord (M, τ, ζ ). Soit X la surface branchée M/τ avec son lieu sin-
gulier � et ses strates régulières X0, . . . ,Xd . Étant donné ξ0 ∈ S , chaque structure
ξ ∈ S est déterminée (à déformation près parmi les structures ajustées) par son poids
wξ = (wξ(X1), . . . ,wξ(Xd)) ∈ Zd relatif à ξ0. Par application du lemme d’élagage et
quitte à effectuer une partition de S , on se ramène au cas où, pour tout ξ ∈ S , le poids
wξ appartient à Nd . À chaque arête lisse C de �, on associe l’équation linéaire xi = xj +xk

sur Rd où Xj et Xk sont les secteurs de X qui se joignent le long de C pour former Xi . Soit
W le sous-espace vectoriel de Rd des solutions de ce système. Chaque poids wξ appartient
à W ∩ Nd .

On note � l’ordre partiel défini sur Zd par

(x1, . . . , xd) � (y1, . . . , yd) si xi ≤ yi pour 1 ≤ i ≤ d.
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Lemme 44. — Soit W un sous-espace vectoriel de Rd . Les éléments minimaux de W ∩ Nd pour

l’ordre partiel � sont en nombre fini et engendrent W ∩ Nd .

Démonstration. — Pour montrer que les éléments minimaux de W ∩ Nd sont en
nombre fini, on raisonne par récurrence sur d . Lorsque d = 1, on a un unique élément
minimal. On suppose le résultat démontré pour tout sous-espace de Rd−1, d − 1 ≥ 1. Soit
maintenant W un sous-espace de Rd , d ≥ 2. On raisonne par l’absurde en supposant que
W ∩ Nd possède une infinité d’éléments minimaux. Quitte a permuter l’ordre des coor-
données, on peut alors trouver une suite d’éléments minimaux (vi)i∈N, vi = (vi

1, . . . , v
i
d),

de W ∩ Nd pour laquelle la suite des dernières coordonnées (vi
d)i∈N tend vers l’infini. On

note π : Rd → Rd−1 la projection sur les d − 1 premières coordonnées. En appliquant
l’hypothèse de récurrence à π(W), on obtient un nombre fini d’éléments u1, . . . , un de
Nd dont les images par π sont les éléments minimaux de π(W) ∩ Nd−1. Si i ∈ N est assez
grand, vi

d est supérieur à chacune des dernières coordonnées des vecteurs u1, . . . , un et en
particulier, vi est supérieur à un des uj . C’est une contradiction.

Si u ∈ W ∩ Nd n’est pas un élément minimal, il est supérieur à l’un d’entre eux ui.
Soit le vecteur u− ui est minimal, soit on peut à nouveau lui retirer un des uj , j = 1, . . . , n.
En un nombre fini d’étape, on écrit u comme une somme d’éléments minimaux. �

On note u1, . . . , uk les éléments minimaux de W ∩Nd donnés par le lemme 44. Par
ailleurs,

Lemme 45. — Les classes d’isotopie des surfaces compactes plongées dans M transversalement à

τ sont en bijection avec les éléments non nuls de W ∩ Nd .

Si T est une surface portée par (M, τ ) – c’est-à-dire plongée dans M transversale-
ment à τ –, on note wT = (wT (X1), . . . ,wT (Xd)) son poids, où wT (Xi) est le nombre
de composantes de T ∩ π−1(Xi) et π la projection M → X = M/τ .

Remarque. — Si X est compact sans bord et S non vide, les surfaces compactes por-
tées par X sont closes et transversales aux structures de contact de S . Leurs composantes
connexes sont donc des tores et/ou des bouteilles de Klein.

Soit T1, . . . ,Tk les surfaces portées par (M, τ ) et correspondant aux éléments
u1, . . . , uk de W ∩ Nd . On suppose que T1, . . . ,Tl sont des tores et que Tl+1, . . . ,Tk

sont des bouteilles de Klein. Lorsque Ti est une bouteille de Klein, on note T′
i le tore,

toujours porté par (M, τ ), bordant un de ses petits voisinages tubulaires N(Ti). Le poids
u′

i de T′
i vaut 2ui.

Lemme 46. — Toute structure de contact ξ ∈ S est obtenue à partir de ξ0 par modification de

Lutz sur les tores Ti , 1 ≤ i ≤ l, et T′
i , l + 1 ≤ i ≤ k.
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Démonstration. — Soit ξ ∈ S . On a wξ = ∑k

i=1 ni(ξ)ui, avec ni(ξ) ∈ N. La structure
obtenue à partir de ξ0 par chirurgie de Lutz de coefficient ni(ξ) sur Ti lorsque Ti est
un tore et de coefficient 1

2ni(ξ) sur T′
i = ∂N(Ti) lorsque Ti est une bouteille de Klein

est ajustée à (M, τ, ζ ) et a le même poids que ξ . Elle lui est donc isotope relativement à
∂M. �

Même si les coefficients de chirurgie apparaissant dans le lemme 46 sont des demi-
entiers, celui-ci implique le théorème 7 : on ajoute comme �� structures de base �� à ξ0 les
2k−l − 1 structures obtenues en faisant ou non des modifications de Lutz de coefficient 1

2
le long des tores T′

i , l + 1 ≤ i ≤ k. Toutes les structures de S sont alors obtenues à partir
de l’une d’entre elles par modifications de Lutz à coefficients entiers sur les collections de
tores (Ti)1≤i≤l et (T′

i)l+1≤i≤k .

4. Finitude géométrique

On démontre maintenant le théorème 6. Avec le travail [Co1], on se ramène au
cas d’une variété V irréductible. Comme précédemment, grâce au théorème 17, il suffit
d’établir le résultat pour un ensemble S de structures tendues toutes ajustées à un même
moule (M, τ, ζ ). On fixe une structure de référence ξ0 ∈ S , toute autre ξ ∈ S étant alors
déterminée par son poids wξ dont on peut supposer, sauf pour ξ0, qu’il est dans (N\{0})d

(voir le lemme d’élagage 42). Pour une telle structure ξ ∈ S \ {ξ0}, le poids wξ correspond
à une surface close T pleinement portée par (M, τ ). Chaque composante de T est un
tore ou une bouteille de Klein.

Lemme 47. — Il existe une surface orientée T pleinement portée par (M, τ ) qui contient le bord

horizontal de M comme sous-surface orientée.

Démonstration. — Le domaine M contient une surface T pleinement portée, par
exemple celle que détermine le poids d’une structure ξ ∈ S . En doublant T si nécéssaire
et en remplaçant chaque bouteille de Klein par le bord d’un de ses voisinages tubulaires,
on s’assure que les composantes de T sont des tores et que T intersecte au moins deux
fois chaque fibre de M. Parmi ces intersections, deux sont les plus proches de ∂hM. On
pousse les composantes connexes de T contenant ces intersections extrêmes jusque dans
∂M. Quitte à doubler T à nouveau pour pouvoir l’orienter comme voulu, on obtient la
surface cherchée. �

4.1. Le lemme du degré. — Soit A une composante connexe de ∂vM et C une com-
posante du bord de A. On définit le degré deg(A) de A comme la valeur absolue du degré
de l’image de ζx par rapport à TxA dans le quotient TxM/Txτ lorsque x parcourt C.

Prétention 48. — Quitte à modifier (M, τ, ζ ) par élagage et isotopie, on peut sup-
poser que pour chaque composante A de ∂vM et chaque composante C de ∂A, il y
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FIG. 7. — Modification du bord vertical de M

a exactement 2 deg(A) points le long de C où TxA coïncide avec ζx. En particulier, si
deg(A) = 0, le feuilletage ζA contient une courbe de singularités isotope à l’âme de A.

Démonstration. — On étend A le long des fibres legendriennes de M jusqu’à obtenir
un anneau A′, où A′ \A ⊂ M, pour lequel les structures ξ |A′ sont égales pour tout ξ ∈ S et
la condition de l’assertion est vérifiée le long de A′. Cette extension est rendue possible par
le fait qu’on peut supposer que toutes les structures ξ ∈ S ont une fonction poids minorée
par une constante c > 0 que l’on peut choisir arbitrairement grande (quitte à procéder à
des partitions de S et à élaguer M). On considère alors un épaississement A′ × [0,1] de
A′ dans M, où A′ × {1} = A′ et où chaque ξ ∈ S est I-invariante (en particulier chaque
A′ × {t} est feuilleté par des intervalles legendriens). On prend pour nouveau domaine
fibré M′ = M \ (A′ × I) dont on lisse les coins de sorte que A′ × {0} ⊂ M′ soit une
composante du bord vertical de M′, comme indiqué sur la figure 7. �

Dorénavant, toutes les composantes de ∂vM sont réputées satisfaire aux conclu-
sions de l’assertion 48.

Lemme 49 (Lemme du degré). — Il existe une famille de domaines fibrés (Mi, τi, ζi)1≤i≤k

obtenus par élagage de (M, τ, ζ ) avec les propriétés suivantes :

– toute structure de contact ξ ∈ S est conjuguée, par un produit de twists de Dehn et d’isotopies,

à une structure ajustée à l’un des (Mi, τi, ζi) ;
– tout domaine fibré (Mi, τi) porte pleinement une surface Ti comme dans le lemme 47 ;
– pour tout i ∈ {1, . . . , k}, les composantes de ∂vMi satisfont aux conclusions de l’assertion 48 ;
– toute composante de ∂vMi de degré non nul intersecte Ti le long de courbes contractibles dans

Ti .

Démonstration. — Soit T une composante de T qui intersecte une composante A de
∂vM avec deg(A) �= 0 le long de c. On suppose que c est non contractible sur T. Pour
tout ξ ∈ S avec wξ suffisamment grande, il existe un plongement φ : T ×[0,1] → M, où
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φ(T,0) = T et φ∗ξ est donnée par cos(f (x, y) + 2π t) dx − sin(f (x, y) + 2π t) dy = 0. Ici,
les coordonnées sur T × [0,1] = R2/Z2 × [0,1] sont (x, y, t), et f est une fonction sur T
à valeurs dans le cercle R/2πZ. On a alors la propriété suivante :

Prétention 50. — Il existe un tore T′ ⊂ φ(T × [0,1]) isotope à T et transversal aux
fibres legendriennes tel que T′ soit convexe et #�T′(ξ) ≤ 2 deg(A).

Démonstration. — Après une perturbation C ∞-petite de T, on peut supposer que
T est convexe. Comme T � ξ pour tout ξ ∈ S , le feuilletage caractéristique ξT est non
singulier, et donc #�T(ξ) est égal au nombre d’orbites fermées γi de ξT. Les T \ ⋃

i γi

sont des composantes annulaires qui sont soit de Reeb (ne possèdent pas d’arc transversal
s’appuyant au bord et qui intersecte toutes les feuilles) ou tendues (il existe un tel arc
transversal). On peut supposer que c est transversal à

⋃
i γi . En analysant les composantes

de c \ ⋃
i γi , tout arc (séparant ou non séparant) situé dans une composante de Reeb

donne au moins une tangence, tandis que les arcs situés dans une composante tendue ne
contribuent pas nécéssairement. Donc le nombre de composantes de Reeb est majoré par
2 deg(A) (= le nombre de tangences de c), si les orbites γi ont une intersection non triviale
avec c. Pour voir que les orbites γi ont une intersection géométrique non triviale avec c,
on observe que 2 deg(A), qui est le décompte algébrique du nombre de tangences entre
c et ξT, est invariant par isotopie. Si le nombre d’intersection géométrique est nul, alors
le degré doit aussi être nul. Pour conclure, toutes les composantes tendues peuvent être
supprimées en isotopant T à une distance bornée dans φ(T×[0,1]). On peut également
remarquer que l’assertion 48 implique que les composantes de Reeb pointent dans la
même direction. �

Le point clé pour le tore convexe T modifié comme dans le lemme précédent est
que #�T(ξ) est borné indépendemment du choix de ξ ∈ S . On suppose que ξ ∈ S satis-
fait wξ � nwT, où n = 1

2#�T(ξ). Alors il existe un plongement ψ : T × [0, n] → N(B),
où T × {0} = T′ et ψ∗ξ est donnée par cos(g(x, y) + 2π t) dx − sin(g(x, y) + 2π t) dy = 0.
Si on excise ψ(T × [0, n]) et on recolle ψ(T × {0}) avec ψ(T × {n}) via l’identification
naturelle donnée par la fibration legendrienne, on obtient une structure de contact ξ ′ cor-
respondant au poids wξ − nwT. Maintenant, ξ et ξ ′ sont isomorphes car elles diffèrent
par des twists de Dehn le long du tore T. Pour cette raison, on peut réduire inductive-
ment wξ → wξ − nwT jusqu’à ce qu’un secteur de X ait un petit poids. Un tel secteur
peut alors être élagué. �

En appliquant le lemme du degré à (M, τ, ζ ), on se ramène au cas où (M, τ, ζ )

est l’un des (Mi, τi, ζi). On peut encore améliorer M par élagage grâce à la proposition
suivante :

Proposition 51. — Après des élagages successifs, on peut supposer, quitte à conjuguer les structures

de S par des produits de twists de Dehn, que, pour toute composante A de ∂vM,



284 VINCENT COLIN, EMMANUEL GIROUX, KO HONDA

1. deg(A) = 0 si et seulement si les deux composantes de ∂A sont non contractibles dans T .

2. deg(A) = 1 si et seulement si les deux composantes de ∂A bordent des disques dans T .

Démonstration. — Par le lemme du degré, si une composante de ∂A est non contrac-
tible, alors deg(A) = 0. À l’inverse, si une composante c de ∂A borde un disque D dans
T , alors par l’assertion 48 et la non singularité du feuilletage caractéristique de D, il ne
peut y avoir que deux points le long de c pour lesquels TxA = ζx. Donc deg(A) = 1. Ainsi,
soit les deux composantes de ∂A sont non contractibles dans T , soit elles bordent toutes
deux un disque. �

Remarque. — Si les deux composantes de ∂A bordent un disque, alors ces disques
doivent être du même côté de A, sinon la sphère constituée de l’union de ces deux disques
avec A pourrait être lissée en une sphère transversale à ξ0 ∈ S .

4.2. Élimination des disques de contact. — Dans cette partie, on simplifie le domaine
fibré M en éliminant les disques de contact. Un disque de contact est un disque proprement
plongé D ⊂ M, transversal aux fibres et dont le bord est dans ∂vM.

Lemme 52. — Soit A une composante de ∂vM. S’il existe un disque de contact D dont le bord

est dans A, alors les composantes c1, c2 de ∂A bordent des disques D1, D2 ⊂ T de sorte que Di soit

dans l’intérieur de M près de ∂Di .

Démonstration. — Comme A admet un disque de contact D et que le feuilletage
caractéristique de D est non-singulier, deg(A) doit être égal à un. Par le lemme du degré,
ci doit border un disque Di dans T . On note que Di ne peut pas être dans la �� direction
opposée �� à D, c’est-à-dire que Di ne peut pas contenir la composante de ∂hM adjacente
à ci . Dans le cas contraire, D ∪ Di (augmenté de parties de A et après lissage) formerait
une sphère immergée transversale à la fibration legendrienne, ce qui est impossible. �

Remarque. — Il est possible que D1 ⊂ D2 où vice-versa.

Proposition 53. — Soit V une variété close et irréductible de dimension trois. Il existe un nombre

fini de paires (Ni, ζi), i = 1, . . . , k, satisfaisant aux conditions suivantes :

1. Ni ⊂ V est une union finie de tores épaissis T2 × [0,1], d’anneaux épaissis A × [0,1] et

de voisinages de bouteilles de Klein N(K), où chaque A × {j}, j = 0,1, est collé de façon

incompressible sur un ∂(T2 ×[0,1]) ou sur un ∂N(K), et où certaines composantes de bord

de T2 × I peuvent être identifiées entre elles ou avec un ∂N(K) ;
2. ζi est une structure de contact tendue sur V \ Int(Ni) ;
3. toute structure de contact tendue sur V est conjuguée, par un produit de twists de Dehn et

d’isotopies, à une structure égale à l’une des ζi sur V \ Int(Ni).
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Démonstration. — On élimine d’abord les disques de contact de M, tout en préser-
vant la condition que M porte pleinement une union de tores T . (Voir la remarque 4.2
ci-dessous.) S’il y a un disque de contact pour A, alors en utilisant le lemme 52, on peut
le remplacer par des disques de contact (pour A) D1 et D2 dans T . Sans perte de géné-
ralité, on suppose que D1 est un disque de contact le plus intérieur pour T . Alors, soit
D1 et D2 sont disjoints, soit D1 ⊂ D2. Comme D1 peut contenir des disques de ∂hM, on
le pousse légèrement le long des fibres pour l’éloigner de ∂hM ∩ Int(D1). On appelle D′

1
cette déformation de D1. On change alors M en M \ D′

1, T en (T \ D1) ∪ D′
1, et D2 en

(D2 \ D1) ∪ D′
1 si D1 ⊂ D2 (puis, après le paragraphe ci-dessous on les rebaptise M, T

et D2).
On explique maintenant comment transformer D′

1 en une surface convexe (de
bord legendrien), de sorte que la structure de contact ζ s’étende de manière unique en
une structure de contact tendue sur M∪N(D′

1), c’est-à-dire de sorte qu’on puisse isotoper
toutes les structures ξ ∈ S sur M relativement à ∂M pour les faire coïncider sur (un
voisinage de) D′

1. Après un lissage des coins de ∂M et une perturbation générique, ∂M
devient convexe. Le fait que deg(A) = 1 se traduit par le fait qu’on peut trouver une
isotopie de ζ près de ∂M (et donc une isotopie concomitante des structures ξ ∈ S ) qui
rende ∂D′

1 legendrien avec tb(∂D′
1) = −1. Dans ce cas, si D′

1 est perturbé en une surface
convexe de bord legendrien, il n’y a qu’une seule possibilité pour �D′

1
(ξ) à isotopie près.

Dès lors, en appliquant le lemme de réalisation de feuilletages on peut supposer que
toutes les structures ξ ∈ S donnent le même germe le long de D′

1.
Comme (le nouveau) T n’est pas pleinement porté par le (nouveau) M (voir la

remarque ci-dessous : la fibration persiste topologiquement, de même que la notion de
surface portée), on modifie T de la façon suivante : soit T la composante de T qui
contient D2, et soit T′ une déformation parallèle de T. On remplace T par un lissage
de (T \ D2) ∪ A ∪ D′

1. Si on dédouble ces nouveaux tores, on obtient une nouvelle col-
lection de surfaces T qui contient ∂hM. Comme ∂vM est constitué d’un nombre fini de
composantes, on élimine ainsi tous les disques de contact en un nombre fini d’opérations.
On observe que les composantes de ∂vM ∩ T qui étaient non homotope à zéro (resp.
homotope) dans T le demeurent.

Une fois éliminés tous les disques de contact, on étudie les composantes de ∂hM.
Elles sont de trois types : (i) disques, (ii) anneaux incompressibles dans T et (iii) tores. Tous
les disques de ∂hM peuvent être éliminés de la façon suivante. Soit D une composante de
∂hM difféomorphe à un disque et A un anneau qui partage une composante de bord avec
D. Le degré deg(A) doit être non nul, et si S est une composante de ∂hM qui intersecte
l’autre composante de bord de A, alors, par le lemme du degré, S ne peut pas être un
anneau incompressible dans T . Donc S est aussi un disque. Mais alors D ∪ A ∪ S est
une sphère qui borde une boule B3 d’un côté ou de l’autre. Dans un cas, on remplace
M par M ∪ B3 et dans l’autre par M \ B3 (où on est sûr qu’à isotopie près toutes les
structures de S coïncident d’après le théorème de classification 11 d’Eliashberg). À la fin
du processus, tous les disques du bord horizontal sont éliminés. Ceci implique que toutes
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les composantes de M \ T sont des tores épaissis, des voisinages de bouteilles de Klein ou
des anneaux épaissis qui sont collés de façon incompressible les uns aux autres. �

Remarque. — En éliminant les disques de contact, on perd le contrôle sur la fibra-
tion legendrienne, bien qu’elle persiste topologiquement. Ainsi, au lieu de considérer les
classes de conjugaison de structures de contact tendues ajustées à un triplet (M, τ, ζ ), on
doit considérer les classes de conjugaison de structures de contact sur V qui coïncident
avec ζ sur V \ Int(N). Du fait de cette perte d’information, on doit s’appuyer sur un
résultat de finitude pour une classe simple de variétés N, précisément lorsque N est un
fibré en cercles au-dessus d’une surface.

4.3. Réduction aux fibrés en cercles. — Soit (N, ζ ) = (Ni, ζi) une paire comme dans la
proposition 53 et T (N, ζ ) un ensemble de structures de contact tendues sur V égales à ζ

sur V \ Int(N) et de torsions bornées par n. L’objectif de cette partie est de démontrer la
proposition suivante.

Proposition 54. — Il existe une famille finie de paires (N1, ζ1), . . . , (Nl, ζl) satisfaisant aux

conditions suivantes :

– les Ni , i = 1, . . . , l, sont des fibrés en cercles au-dessus de surfaces compactes à bord, éven-

tuellement non orientables, dans V ;
– ζi , i = 1, . . . , l, est une structure de contact tendue sur V \ Int(Ni) ;
– toutes les composantes de �∂Ni

sont isotopes aux fibres circulaires de Ni ;
– toute structure de T (N, ζ ) est conjuguée, par un produit de twists de Dehn et d’isotopies, à

une structure égale à ζi sur V \ Int(Ni) pour un certain i ∈ {1, . . . , l}.
On observe déjà que la sous-variété N n’est pas quelconque.

Lemme 55. — La variété N est une variété graphée constituée par collage, le long d’une famille

de tores incompressibles, de blocs de l’un des trois types suivants :

1. un tore épais ;
2. un voisinage de bouteille de Klein ;
3. un fibré en cercles au-dessus d’une surface compacte de caractéristique inférieure ou égale à −1

et non nécéssairement orientable. Toute composante fibrée M de ce type a un bord qui intersecte

non trivialement ∂N, et les courbes de �(∂N)∩M(ζ ) sont isotopes aux fibres de M.

Remarque. — La variété N n’est pas forcément connexe.

Démonstration. — À chaque fois que deux composantes T2 × I font bord commun,
elles peuvent être regroupées pour former un unique T2 × I. Si on coupe N le long de
l’union des T2 × { 1

2} donnés par la proposition 53, alors les composantes connexes sont
de l’un des trois types recherchés. Le cas 3 apparaît pour les composantes connexes qui
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contiennent un produit A × I. Sur chaque composante M de ce découpage qui est de la
forme 3, les fibres sont isotopes aux courbes ∂A×{∗} des produits A× I qui la composent
et qui sont de degré nul. Comme les anneaux (∂A)× I contiennent une courbe de singu-
larités isotope à leur âme (et donc aux fibres de M d’après l’assertion 48), les courbes de
�∂N(ζ ) ∩ M sont isotopes aux fibres. �

Lemme 56. — Soit T ⊂ N un tore de recollement entre deux composantes fibrées M et M′ de

type 3 le long duquel les fibrations ne correspondent pas. Il existe un voisinage tubulaire T × [−1,1] de

T = T × {0} inclus dans M ∪ M′ et des structures ζ1, . . . , ζk sur T × [−1,1] pour lesquelles les

tores T×{±1} sont convexes, les composantes des courbes de découpage �T×{±1}(ζi) sont respectivement

deux fibres de M′ et pour lesquelles, pour tout ξ ∈ T (N, ζ ), il existe une isotopie de ξ en ξ ′ dans V
relative à V \ Int(N) qui fait coïncider ξ ′|T×[−1,1] avec une des structures ζi .

Démonstration. — On commence par prouver le fait suivant.

Lemme 57. — Il existe un épaississement T × [−2,2] de T dans M ∪ M′ tel que toute

composante de �T×{−2}(ξ) soit isotope à une fibre de M et toute composante de �T×{2}(ξ) soit isotope à

une fibre de M′.

Démonstration. — Les intersections ∂M ∩ ∂N et ∂M′ ∩ ∂N sont non vides et contien-
nent une courbe de singularités isotope aux fibres. On prend des copies parallèles de ces
courbes singulières dans Int(M) et Int(M′). Ce sont des courbes legendriennes isotopes
aux fibres dont l’enroulement (calculé par rapport à la fibration) est nul. On choisit alors
un épaississement T × [−2,2] de T = T × {0} qui incorpore ces courbes legendriennes
dans son bord. La condition d’enroulement nul fait que celles-ci peuvent être réalisées,
après isotopie éventuelle, comme des orbites non singulières de ξT ×{±2}. Elles y impo-
sent donc la condition voulue sur �T×{±2}(ξ). �

D’après la classification des structures tendues sur le tore épais [Gi4, Ho1], si les
pentes des courbes de découpage au bord de T × [−2,2] ne coïncident pas, on peut
réduire à deux le nombre de leurs composantes. On peut donc, sous les hypothèses du
lemme 56 et les conclusions du lemme 57, isotoper toute structure ξ |T×[−2,2] relativement
au bord de T × [−2,2] en ξ ′ de sorte que les découpages �T×{±1}(ξ ′) aient deux com-
posantes isotopes aux fibres de M et de M′. On peut également obtenir que la torsion
de ξ ′|T×[−1,1] soit nulle. Il n’y a qu’un nombre fini de structures de contact tendues sur
T × [−1,1] qui satisfassent ces conditions. D’où les structures ζ1, . . . , ζk recherchées. �

On a un résultat dans le même esprit pour les composantes N(K). On rappelle que
la bouteille de Klein possède seulement quatre classes d’isotopie distinctes de courbes fer-
mées simples essentielles et non orientées. Précisément, dans un système de coordonnées
(y, t) ∈ (R/Z) × [0,1] où K � (R/Z) × [0,1]/(y,0) ∼ (−y,1), on obtient quatre repré-
sentants avec les courbes γ1 = {t = 0}, γ2 = {y = 0}, γ3 = {y = 1

2} et γ4 = {y = 1
4 , y = 3

4}.
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Similairement, N(K) possède, à isotopie près, deux fibrations de Seifert différentes : une
fibration en cercles sur la bande de Möbius dont les fibres sont isotopes à γ1 et une fibra-
tion de Seifert sur le disque dont les fibres régulières sont isotopes à γ4 et les deux fibres
singulières à γ2 et γ3.

Lemme 58. — Soit T un tore de recollement entre une composante fibrée M de type 3 et un

voisinage N(K). Si aucune des deux fibrations possibles de N(K) ne prolonge celle de M, alors il existe

un voisinage T × [−1,1] de T = T × {0} dans M ∪ N(K) et une famille ζ1, . . . , ζk de structures

de contact sur T × [−1,1] avec les propriétés suivantes :

– les tores T × {±1} sont ζi -convexes et les courbes de découpages �T×{±1}(ζi) sont respective-

ment deux fibres de M et de N(K) (pour une des deux fibrations de N(K)) ;
– toute structure ξ ∈ T (N, ζ ) est isotope à une structure ξ ′ égale à l’une des structures ζi sur

T × [−1,1] par une isotopie qui est stationnaire en dehors de N.

Démonstration. — On commence par normaliser toute structure ξ ∈ T (N, ζ ) au
voisinage de K. Pour cela, on rend, par isotopie de ξ , la courbe γ1 legendrienne, puis on
maximise son invariant de Thurston–Bennequin relatif à K, parmi ceux qui sont négatifs
ou nuls. On distingue deux cas.

Si ce nombre de Bennequin maximal est nul, alors γ1 est, après isotopie de ξ ,
une courbe non singulière du feuilletage caractéristique de K. On peut alors trouver un
voisinage T × [−2,2] de T = T × {0} dans M ∪ N(K) pour lequel le feuilletage caracté-
ristique ξT × {2} contient une courbe non singulière isotope à γ1, c’est-à-dire aux fibres
de la fibration de N(K) sur la bande de Möbius, et ξT × {−2} contient une courbe non
singulière isotope aux fibres de M. Comme on l’a déjà vu précédemment, la classifica-
tion des structures tendues sur le tore épais permet, dans le cas où ces deux directions ne
sont pas isotopes dans T2 × [−2,2], d’isotoper ξ dans T × [−2,2] pour l’amener sur un
nombre fini de modèles fixés au préalable dans T×[−1,1], tous possédant les propriétés
requises dans les conclusions du lemme 58.

Lorsque le nombre de Bennequin maximal de γ1 est strictement négatif, on iso-
tope K pour que ξ ne fasse pas de demi-tour inversé le long de γ1. On découpe alors K
selon γ1. Il apparaît un anneau A à bord legendrien que l’on rend convexe par isotopie
C ∞-petite relative à ∂A. Le découpage de A est alors constitué de traverses. Ces traverses
donnent dans K une multi-courbe � qui joue le rôle de �� courbe de découpage �� de K.
Ici, on observe que chacune des composantes de � est isotope à γ2, γ3 ou γ4. De plus, le
lemme de réalisation appliqué sur A permet de dessiner sur K des courbes legendriennes
non singulières parallèles aux composantes de �. Celles-ci sont isotopes aux fibres régu-
lières de la fibration de N(K) sur le disque et peuvent être incorporées dans le bord d’un
voisinage de T. On conclut alors comme précédemment. �

Demonstration de la proposition 54. — Si ∂N = ∅, alors soit N(= V) est un fibré en tores
sur le cercle, soit N est obtenu en recollant deux voisinages N(K) le long de leur bord.
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Le cas des fibrés en cercles est traité dans [Gi4] et [Ho2]. On y obtient le théorème 6 et
donc on peut prendre Ni = ∅ dans la proposition 54. Celui où V = N = N(K) ∪ N(K)

s’étudie de manière similaire.

Proposition 59. — Soit V = N(K1) ∪ N(K2) où K1 et K2 sont des bouteilles de Klein.

L’espace des structures de contact tendues de torsion inférieure à n ∈ N possède un nombre fini d’orbites

sous l’action du groupe engendré par les isotopies et les twists de Dehn.

Démonstration (Esquisse). — Soit ξ une structure de contact tendue sur V. On nor-
malise le �� découpage �� de K1 puis celui de K2 en minimisant le nombre de leurs com-
posantes. On choisit des petits voisinages �� homogènes �� Nε(Ki) de Ki et on identifie
l’adhérence de leur complémentaire à T × [−2,2]. Les découpages �∂Nε(Ki) sont consti-
tués de fibres de l’une des fibrations des N(Ki). Si aucune des deux fibrations de N(K1)

ne s’étend à N(K2), alors on peut trouver une isotopie de ξ en ξ ′ pour laquelle les décou-
pages �T×{±1}(ξ ′) sont constitués de deux fibres de la composante N(Ki) correspondante.
Si le nombre de composantes de �∂Nε(Ki) n’était pas deux, on trouverait une rocade s’ap-
puyant sur ∂Nε(Ki) et par suite une rocade s’appuyant sur Ki qui permettrait de réduire
son découpage. D’où une contradiction. On peut ainsi se ramener au cas où toutes les
structures considérées coïncident au voisinage des bouteilles Ki. La proposition découle
alors de la classification des structures tendues sur le tore épais.

Le cas restant est celui où V est un fibré de Seifert sur la bouteille de Klein, l’espace
projectif où la sphère, avec respectivement 0, 2 et 4 fibres singulières. Pour toute structure
tendue ξ , la variété V possède de plus une fibre régulière d’enroulement nul. On excise
un voisinage standard d’une telle fibre régulière pour ce ramener au cas d’un fibré en
cercles sur une surface à bord, lequel est traité dans la section 4.4. �

On suppose maintenant que ∂N �= ∅. Si deux composantes de type 3 de N sont ad-
jacentes le long d’un tore T, soit leurs fibrations coïncident au bord, et on les recolle pour
former une composante fibrée élargie, soit elles sont différentes et, à l’aide du lemme 56,
on se ramène à l’étude d’une famille de structures tendues sur le découpage de N par
T ×[−1,1] qui coïncident au bord. Comme ∂N �= ∅, toute composante N(K), voisinage
d’une bouteille de Klein K, est alors isolée ou adjacente à une composante M de type 3.
Dans le deuxième cas, le lemme 58 permet, quitte à effectuer un découpage le long du
tore de recollement T (et après isotopie des structures), de se ramener aux cas de M et
d’une composante N(K) isolée ou de supposer que la fibration de M s’étend en une fi-
bration (de Seifert) sur M ∪ N(K). Pour obtenir la proposition 54, les composantes N(K)

isolées peuvent être traitées à part, de la même façon que dans la proposition 59.
Après ces opérations de réduction, la sous-variété N est un fibré de Seifert au-

dessus d’une surface compacte à bord non vide. Pour toute structure ξ ∈ T (N, ζ ), le fibré
N possède une fibre régulière d’enroulement nul. On se ramène au cas où N est un fibré
en cercles en retirant à N des voisinages normalisés N(γ1), . . . ,N(γl) des fibres singulières
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(rendues legendriennes au préalable) γ1, . . . , γl . Pour cela, on incorpore dans le bord de
chaque N(γi) une fibre régulière d’enroulement nul qui forme une orbite périodique
de ξ∂N(γi). Ceci impose que �∂N(γi) est constitué de courbes isotopes aux fibres. On
peut également imposer que #(�∂N(γi)) = 2 et d’après le théorème de classification des
structures tendues sur le tore solide [Gi4, Ho1], il y a un nombre fini de structures tendues
sur N(γi) qui ont un tel découpage au bord.

Enfin, maintenant que l’on s’est ramené à un fibré en cercles, on remarque que,
à isotopie près, toutes les composantes des courbes de découpage présentes au bord sont
S1-invariantes. En conclusion, on obtient la proposition 54. �

4.4. Le cas des fibrés en cercles. — Pour conclure la preuve du théorème 6, on utilise
des résultats de [Gi4, Gi5] et [Ho2] qui classifient les structures de contact tendues sur
les fibrés en cercles : l’ensemble T (N, ζ ) contient un nombre fini de structures de contact
tendues de torsion donnée, à conjugaison près par des produits de twists de Dehn le long
de tores incompressibles dans N et d’isotopies. La classification est même plus précise.

Théorème 60 [Gi4, Gi5, Ho2]. — Soit S une surface compacte orientée de bord non vide et E
un ensemble formé d’un nombre pair (et non nul) de points sur chaque composante de ∂S. Soit également

ζ un germe de structure de contact le long de ∂M. On suppose que ∂M est ζ -convexe et que sa courbe de

découpage est S1 × E. Les classes d’isotopies de structures de contact tendues sur M qui coïncident avec ζ

sur le bord sont en correspondance bijective avec les sous-variétés incompressibles (mais pas nécéssairement

∂-incompressibles) de dimension un � de S avec ∂� = E.

Dans ce théorème, il faut voir � comme la courbe de découpage �� minimale ��

d’une section {0} × S rendue convexe au préalable. Lorsque ζ est S1-invariante, alors
toutes les structures tendues sur M qui coïncident avec ζ au bord le sont également (à
isotopie près).

Dans le cas qui nous intéresse cependant, la base S de π : N → S n’est pas toujours
orientable. On se donne une multi-courbe compacte plongée dans S dont le complémen-
taire est orientable et dont la préimage par π est une union disjointe de bouteilles de
Klein. Pour toute structure ξ ∈ T (N, ζ ), on peut réaliser une isotopie de ξ à support dans
N pour que chacune de ces bouteilles K contienne une fibre de π d’enroulement nul qui
est une orbite non singulière γ de son feuilletage caratéristique. La surface obtenue en
découpant K selon γ est un anneau que l’on peut rendre convexe par perturbation C ∞-
petite de ξ relative à γ . Par extension, on considère que la bouteille K est �� convexe ��

et que son découpage s’identifie à celui de A. Celui-ci est consitué, après isotopie, d’une
union de fibres de π . En appliquant le lemme de réalisation de feuilletages à A, on ar-
rive sans difficulté à conjuguer la structure ξ sur un voisinage N(K) de K à la structure
d’équation sin((2n + 1)π t)dx + cos((2n + 1)π t)dy = 0 pour l’identification donnée par

N(K) � {(x, y, t) ∈ [−1,1] × R/Z × [0,1]}/(x, y,0) ∼ (−x,−y,1)
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où K = {x = 0}.
Sur la section B0 = {y = 0} de π : N(K) → B, on peut matérialiser une courbe de

découpage par les 2n + 1 traverses {y = 0, t = 2k+1
4n+2}, k ∈ [0,2n + 1[. Même si B0 n’est pas

orientable, ce découpage prend un sens lorsqu’on considère le disque à bord legendrien
B1 obtenu en découpant B0 le long de {t = 0}. La structure ξ est S1-invariante au-dessus
de B1.

Dans le complémentaire de l’union de ces voisinages de bouteilles de Klein nor-
malisés, qui est le produit M0 d’une surface compacte orientable S0 par le cercle, on
minimise, comme dans le théorème 60, le découpage d’une section {0} × S0 dont le bord
est égal à celui des bandes de Möbius B0 trouvées dans chaque N(K). Comme elle l’est
sur les composantes de ∂M0 (après utilisation du lemme de réalisation de feuilletages), la
structure ξ est, d’après le théorème 60, (isotope à une structure) S1-invariante sur S1 ×S0.
On recolle la courbe de découpage obtenue sur {0} × S0 avec les arcs tracés sur les B0.
On obtient ainsi une �� courbe de découpage �� �S(ξ) de S. Soit k(ξ) le nombre de com-
posantes de �S(ξ).

Si k(ξ) est borné indépendemment de ξ ∈ T (N, ζ ), alors toutes les configurations
possibles pour la famille (�S(ξ))ξ∈T (N,ζ ) se déduisent d’un nombre fini d’entre elles par
des twists de Dehn et des isotopies de S. Comme ξ est déterminée par �S(ξ) et que tout
twist de Dehn sur S provient d’un twist le long d’un tore de N, on termine la démonstra-
tion du théorème 6.

Dans le cas contraire, pour tout p ≥ 0, il existe une structure ξp ∈ T (N, ζ ) pour
laquelle la courbe de découpage �S(ξp) contient une famille de p courbes parallèles. Celle-
ci est incluse dans un anneau A ⊂ S. La fibration est triviale au-dessus de A, et sur π−1(A)

la structure ξp est S1-invariante. On vérifie facilement que le tore épais (π−1(A), ξ |π−1(A))

contient un tore de torsion [ p

2 ] − 1, d’où une contradiction avec la borne mise sur la
torsion des structures de T (N, ζ ).

5. Finitude pour les nœuds legendriens

Pour finir, on démontre ici le théorème 10. Soit K une classe topologique de nœuds
dans S3 et K un de ses représentants. On note ζ0 la structure de contact standard sur
S3, V la variété à bord S3 \ Int(N(K)) et Kζ0,n l’ensemble des nœuds legendriens de
(S3, ζ0) dans la classe K dont l’invariant de Thurston–Bennequin vaut n. Tout nœud
L ∈ Kζ0,n possède un voisinage tubulaire N(L) = D2 × S1 contenant L comme {0} × S1

et �� standard �� au sens où ζ0 y est définie par

sin θ dx + cos θ dy = 0, (x, y, θ) ∈ D2 × S1.

Pour tout L ∈ Kζ0,n, la restriction de ζ0 à S3 \ Int(N(L)) donne une structure de contact ξL

sur V. La feuilletage caractéristique ξL ∂V est déterminé, à isotopie près, par la pente de
ses lignes singulières. Cette pente elle-même est déterminée par l’invariant de Thurston–
Bennequin n de L. On peut donc supposer que toutes les structures ξL, L ∈ Kζ0,n, coïnci-
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dent le long de ∂V. Or la variété V est irréductible et les structures ξL sont tendues et de
torsion nulle : d’après le théorème 8, elles vivent dans un nombre fini de classes, modulo
isotopie et conjugaison par des twists de Dehn sur des tores. Vus dans S3, ces twists sont
isotopes à l’identité. Si ξL et ξL′ sont dans une même classe, il existe donc une isotopie de
S3 issue de l’identité dont le temps 1 envoie L sur L′ et préserve ζ0. Comme l’espace des
structures de contact tendues positives sur S3 est simplement connexe [El3], cette isoto-
pie peut être déformée en une isotopie de contact qui amène L sur L′. C’est une isotopie
legendrienne entre L et L′.

Question 61. — Dans une classe d’isotopie de nœuds donnée, existe-t-il un nombre
fini de nœuds legendriens dont tout nœud legendrien se déduise par isotopie legendrienne
et stabilisation ?
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[HKM] K. HONDA, W. KAZEZ, and G. MATIĆ, Convex decomposition theory. Int. Math. Res. Not. 2002, 55–88
[Ka] Y. KANDA, The classification of tight contact structures on the 3-torus, Commun. Anal. Geom., 5 (1997), 413–438.
[Kn] H. KNESER, Geschlossene Flächen in dreidimensionalen Mannigfaltigkeiten, Jahresber. Dtsch. Math.-Ver., 38

(1929), 248–260.
[KM] P. KRONHEIMER and T. MROWKA, Monopoles and contact structures, Invent. Math., 130 (1997), 209–255.
[LS] P. LISCA et A. STIPSICZ, An infinite family of tight, not semi-fillable contact three-manifolds, Geom. Topol., 7 (2003),

1055–1073.
[Ma] S. MAKAR-LIMANOV, Morse surgeries of index 0 on tight manifolds. Prépublication (1997)
[Wa] F. WALDHAUSEN, On irreducible 3-manifolds which are sufficiently large, Ann. Math. (2), 87 (1968), 56–88.
[Wh] J. H. C. WHITEHEAD, On C 1-complexes, Ann. Math. (2), 41 (1940), 809–824.

V. C.
Université de Nantes,
UMR 6629 du CNRS,
44322 Nantes, France
Vincent.Colin@univ-nantes.fr

E. G.
École normale supérieure de Lyon,
UMR 5669 du CNRS,
69000 Lyon, France
Emmanuel.Giroux@umpa.ens-lyon.fr

K. H.
University of Southern California,
Los Angeles, CA 90089, USA
khonda@math.usc.edu
url: http ://rcf.usc.edu/~khonda

Manuscrit reçu le 3 juin 2008

publié en ligne le 24 avril 2009.

mailto:Vincent.Colin@univ-nantes.fr
mailto:Emmanuel.Giroux@umpa.ens-lyon.fr
mailto:khonda@math.usc.edu
http://http://rcf.usc.edu/~khonda

	Finitude homotopique et isotopique des structures de contact tendues
	Abstract
	Outils de géométrie de contact et de topologie
	Structures de contact tendues/vrillées
	Surfaces convexes
	Rocades legendriennes
	Modification de Lutz
	Surfaces branchées
	Domaines fibrés

	Structures de contact et triangulations
	Triangulations de contact
	Propriétés des triangulations de contact minimales
	Prismes fibrés
	Une première normalisation des faces
	Holonomie
	Démonstration du lemme 30

	Construction des domaines fibrés
	Normalisation des faces verticales
	Normalisation des faces horizontales
	Structures de contact ajustées à un domaine fibré
	Le lemme d'élagage


	Finitude homotopique
	Finitude géométrique
	Le lemme du degré
	Élimination des disques de contact
	Réduction aux fibrés en cercles
	Le cas des fibrés en cercles

	Finitude pour les nœuds legendriens
	Remerciements
	Bibliographie



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Gray Gamma 2.2)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (ISO Coated v2 300% \050ECI\051)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Off
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Perceptual
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.1000
  /ColorConversionStrategy /sRGB
  /DoThumbnails true
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams true
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts false
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 150
  /ColorImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 150
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 150
  /GrayImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 150
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 600
  /MonoImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 600
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e55464e1a65876863768467e5770b548c62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc666e901a554652d965874ef6768467e5770b548c52175370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /ITA (Utilizzare queste impostazioni per creare documenti Adobe PDF adatti per visualizzare e stampare documenti aziendali in modo affidabile. I documenti PDF creati possono essere aperti con Acrobat e Adobe Reader 5.0 e versioni successive.)
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020be44c988b2c8c2a40020bb38c11cb97c0020c548c815c801c73cb85c0020bcf4ace00020c778c1c4d558b2940020b3700020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken waarmee zakelijke documenten betrouwbaar kunnen worden weergegeven en afgedrukt. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.276 841.890]
>> setpagedevice


