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RESUME

Soit V une variété close de dimension 3. Dans cet article, on montre que les classes d’homotopie de champs de
plans sur V qui contiennent des structures de contact tendues sont en nombre fini et que, si V est atoroidale, les classes
d’isotopie des structures de contact tendues sur V sont elles aussi en nombre fini.

Le but de cet article est de démontrer les deux théorémes suivants ainsi que quelques uns
de leurs avatars :

Théoreme 1. — Sur toute variété close de dimension 3, les classes d’homotopie de champs de
plans qui contiennent des structures de contact tendues sont en nombre finz.

Théoreme 2. — Sur toute variété close et atoroidale de dimension 3, les classes d’isotopie des
structures de contact tendues sont en nombre fini.

Ces résultats s’inscrivent dans un contexte qu’on rappelle brievement. D’abord,
les structures de contact tendues sont officiellement nées dans [El3], a la suite du travail
fondateur de D. Bennequin [Be], ou Y. Eliashberg établit a leur sujet le théoréme de fini-
tude homologique suivant : sur toute variété close V de dimension 3, seul un nombre fini
de classes de cohomologie entieres de degré 2 sont réalisables comme les classes d’Eu-
ler de structures de contact tendues (orientées). Dans ce méme article, le théoreme de
finitude homotopique 1 apparait aussi explicitement — Theorem 2.2.2 — mais I’argument
proposé pour sa démonstration est incomplet. Dans [KM], par I’étude des monopoles de
Seiberg—Witten, P. Kronheimer et 'T. Mrowka obtiennent I’analogue du théoréme 1 pour
les structures de contact remplissables (au sens le plus faible qui soit). D’apres un théo-
réme de M. Gromov [Gr] et Y. Eliashberg [E12], toute structure de contact remplissable
est tendue mais bien des structures de contact tendues ne sont, en revanche, pas remplis-
sables [EH2, LS], de sorte que le théoreme 1 ne découle pas des résultats de [KM].

Un autre théoréme de [EI3] prouve que la sphére S° porte une seule structure
de contact tendue a isotopie (et changement d’orientation) pres. Ceci suggere que les
classes d’isotopie des structures de contact tendues pourraient étre en nombre fini sur
toute variété close de dimension 3 [El3, conjecture 8.6.1] mais les résultats de [Gi2, Gi3,
Ka] réfutent cette hypothese. Ils montrent en effet quune modification de Lutz répétée
sur un tore incompressible peut produire une infinité de structures de contact tendues
deux a deux non conjuguées, d’ou la conjecture suivante de [Gi4] : les structures de
contact tendues sur une variété close de dimension 3 forment un nombre fini de classes
d’isotopie si et seulement si la variété est atoroidale, i.e. ne contient aucun tore plongé
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incompressible. Cette conjecture est a présent avérée grace au théoréme 2 ci-dessus et
au résultat suivant démontré indépendamment dans [Co3, Co4]| et dans [HKM] (travail
commun avec W. Kazez et G. Mati¢) :

Théoreme 3. — Sur toute variété de dimension 3 close, orientée, toroidale et irréductible, les
structures de contact tendues forment une infinité de classes de conjugaison.

Sans ’hypothése d’irréductibilité, il se peut que la variété ne porte aucune structure
de contact tendue (voir [EH]). Avec le théoreme 7, le théoréme de chirurgie démontré
dans [Col] fournit cependant que si V est obtenue par chirurgie d’indice un sur une
variété de contact tendue close et toroidale, elle porte une infinité de structures de contact
tendues a conjugaison pres. c’est parr exemple le cas lorsque V est somme connexe d’une
variété de contact tendue et d’une variété close, orientée, toroidale et irréductible.

Les méthodes développées dans le présent article permettent par ailleurs de préci-
ser ce résultat en tenant compte de la forsion, invariant des structures de contact introduit
dans [Gi4] et défini comme suit :

Défimition 4. — On appelle torsion d’une structure de contact & sur une variété close V de
dimension 3 la borne supérieure des entiers n € N pour lesquels on peut plonger dans (V, &) le produit
T? x [0, 2nw] muni de la structure de contact d’équation cos® dx, — sin@ dxy = 0, o (x,0) €
R%/Z? x [0, 2n7].

En vertu du théoréeme de Y. Eliashberg qui les classifie, les structures de contact
non tendues — aussi dites orillées — ont une torsion infinie. En outre, sur une variété ato-
roidale, les structures de contact tendues ont une torsion nulle. Pour ce qui concerne les
variétés toroidales, les démonstrations du théoréme ci-dessus établissent en fait que, lors-
qu’elles sont irréductibles, elles admettent des structures de contact tendues de torsion
finie arbitrairement grande. Cela dit, la réponse a la question suivante reste inconnue :

Question 5. — Les structures de contact tendues ont-elles toutes une torsion finie ?
Le théoreme qu’on obtient ici est le suivant :

Théoreme 6. — Sur toute variété close de dimension 3, les structures de contact tendues et de
lorsion égale a un entier fixé ne_forment qu’un nombre fint d’orbites sous Uaction du groupe engendré par
les difféomorphismes isotopes a identité et les twists de Dehn le long de tores.

Ce théoreme entraine le théoréme 2 puisque, sur une variété V atoroidale, tout
twist de Dehn le long d’un tore est isotope a I'identité. Sur une variété toroidale en re-
vanche, les structures de contact tendues de torsion (finie) fixée peuvent trés bien former
une infinité de classes d’isotopie, comme le montre 'exemple des fibrés en cercles au-
dessus des surfaces [Gi15, Ho2].
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La clé des théoremes 1, 2 et 6 est le résultat suivant qui montre que les struc-
tures de contact tendues sur une variété close sont engendrées, a partir d’'un nombre fini
d’entre elles, par des modifications de Lutz (voir la partie 1.4 pour la définition de cette
opération) :

Théoréeme 7. — Sur toute variété close V' de dimension 3, il existe un nombre fini de structures
de contact &\, ..., &, et, pour chaque entier 1 € {1, ..., n}, un nombre fini de tores Té, R T};i trans-
versaux a &; tels que toute structure de contact tendue & sur V, a isotopie pres, s’obtienne a partir d’une
des structures &; par une modification de Lutz de coefficients n}(& ) € N le long des tores T}, 1 <j<k.

Un point crucial néanmoins — qui empéche de déduire formellement le théoréeme
6 du théoreme 7 — estici que les tores T]Z: fournis par ce dernier ne sont a prior: pas disjoints
— méme pour ¢ fixé. Du coup, 'ordre dans lequel on effectue les modifications de Lutz a
une incidence.

Tous ces résultats fournissent une classification géométrique grossiere des struc-
tures de contact tendues en dimension 3. Il serait intéressant de la préciser en donnant
par exemple des estimations effectives pour les nombres dont on se borne ici a prouver
qu’ils sont finis.

Les preuves qu’on donne dans ce texte s’étendent au cas des variétés compactes
a bord, pour peu qu’on impose un germe de structure de contact le long du bord. Par
exemple, le théoréme 6 devient :

Théoreme 8. — Soit V une variété compacte a bord de dimension 3 et & un germe de structure
de contact le long de OV . Les structures de contact tendues égales a ¢ pres de OV et de torsion égale a un
entier fixé ne forment qu’un nombre fini d’orbites sous Uaction du groupe engendré par les difféomorphismes
wsotopes a Uidentité relativement au bord et les twists de Dehn le long de tores inclus dans Int(V).

Grace au travail de Y. Eliashberg et W. Thurston [ET] qui procure, en dimen-
sion 3, une méthode générale pour déformer un feuilletage par surfaces en une structure
de contact, le résultat suivant de D. Gabai [Ga] se déduit du théoreme 1 :

Corollaire 9. — Sur toute variété de dimension 3 close et orientable, les classes d’homotopie de
champs de plans qui contiennent un_feuilletage sans composantes de Reeb sont en nombre fini.

Avant D. Gabai, P. Kronheimer et T. Mrowka ont démontré ce théoréeme dans
[KM] pour une classe plus restreinte de feuilletages — les feuilletages tendus — comme
une conséquence de leur travail sur les structures de contact remplissables. En fait, un des
résultats principaux de [E'T] dit que tout feuilletage tendu sur une variété close orientable
peut étre déformé en une structure de contact remplissable. Par suite, la finitude homo-
topique des structures de contact remplissables implique celle des feuilletages tendus. Le
corollaire 9 découle pareillement du théoréme 1 et d’un résultat de [Cod] qui montre
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que, toujours sur une variété close et orientable, tout feuilletage sans composantes de
Reeb se laisse déformer en une structure de contact tendue.

Dans [Ga], D. Gabai démontre le corollaire 9 par une méthode géométrique fon-
dée sur les idées classiques de H. Kneser [Kn], W. Haken [Ha] et F Waldhausen [Wa]
mais utilisant de plus un processus infini de mise sous forme normale di a M. Britten-
ham [Br]. Cette méthode lui permet d’atteindre aussi un analogue du théoreme 2 qui,
pour le coup, semble loin d’en étre un corollaire.

Enfin, la version relative 8 du théoréme 6 donne une classification grossiere des
neceuds legendriens dans la sphére 8* munie de sa structure de contact standard :

Théoréme 10. — Dans la sphére de contact standard de dimension 3, les nauds legendriens ayant
une classe d’isotopue lisse et un invariant de ‘T hurston—Bennequin imposés — arbitrairement — forment un
nombre fini de classes d’isotopre legendrienne.

Pour démontrer les résultats énoncés ci-dessus, la méthode qu’on adopte consiste a
mettre chaque structure de contact tendue sur V, par isotopie, en position « adaptée » et
« minimale » par rapport a une triangulation fixe A de V (sections 2.1 et 2.2.). Ensuite,
grace a la classification des structures de contact tendues sur la boule [El3] et & des mani-
pulations de surfaces convexes [Gil], on observe que chaque structure de contact tendue
obtenue est entierement décrite par une donnée combinatoire : le découpage des faces de
A. 11 s’agit, sur chaque 2-simplexe F, d’une collection finie d’arcs simples, propres, dis-
joints et évitant les sommets, leur union n’étant bien définie qu’a une isotopie pres de F
relative aux sommets. Ces arcs (2 cause des propriétés de la triangulation et des struc-
tures de contact), s’organisent en familles d’arcs paralléles, elles-mémes contenues dans
un nombre fini de « domaines fibrés » (sections 2.3 et 2.4). En dehors de ces domaines,
les structures sont sous controle (théoréme 17). On établit alors une correspondance entre
les structures de contact tendues « ajustées » a un méme domaine fibré M et les surfaces
« portées » par M. C’est la qu’apparaissent les tores générateurs du théoreme 7 (sec-
tion 3). Pour démontrer la finitude isotopique, il faut encore simplifier le domaine M pour
le faire ressembler a un fibré en cercles au-dessus d’une surface (section 4). On applique
alors un théoréme classifiant les structures tendues portées par un fibré en cercles [Gi4,
Gi15, Ho2] pour conclure. Enfin, on donne la preuve du théoréme 10 dans la section 5.
La section 1 est consacrée a la présentation des outils nécéssaires a la réalisation de ce
programme.

Une annonce de ces résultats ainsi qu’une esquisse de preuve du théoréme 1 sont

parus dans [CGH1].

1. Outils de géométrie de contact et de topologie

On présente ici succintement les outils de géométrie de contact et de topologie qui
serviront pour démontrer les théorémes annoncés dans I'introduction.



FINITUDE HOMOTOPIQUE ET ISOTOPIQUE DES STRUCTURES DE CONTACT TENDUES 249

1.1. Structures de contact tendues / vrillées. — Dans ce texte, V désigne toujours une
variété compacte et orientée de dimension 3 et chaque structure de contact § qu’on
considére sur V est directe et (co-)orientée. En d’autres termes, il existe sur V une 1-
forme o — unique a multiplication pres par une fonction positive — dont & est le noyau
coorienté et dont le produit avec do est partout un élément de volume positif relativement
a l’orientation de V.

Sur une variété close, les structures de contact forment au plus une infinité
dénombrable de classes d’isotopie. Cela découle du théoréme de Gray qui montre
qu’elles sont stables dans la topologie C' : si &, s € [0, 1], est un chemin de structures
de contact sur une variété close V, il existe une isotopie ¢, de V partant de I'identité
(po = 1d) et vérifiant ¢,,.&, = &, pour tout s — en dimension 3, on dispose méme d’un ré-
sultat beaucoup plus fort de stabilité C° [Co2]. Un autre fait important est qu’une variété
de contact close (V, &) posséde un grand nombre d’isotopies de contact. Plus explici-
tement, la projection TV — TV /& met en bijection les champs de vecteurs sur V qui
préservent & et les sections du fibré quotient TV /§ — V. Autrement dit, si § est le noyau
d’une forme de contact «, toute fonction lisse #: V — R détermine un unique champ
de vecteurs V,u qui conserve & et sur lequel o vaut u. Le probléme du prolongement
des isotopies — ou des champs de vecteurs — de contact se ramene en particulier a un
probléme de prolongement de fonctions.

Un disque vrillé D dans une variété de contact (V, &) est un disque plongé dans V
et dont le plan tangent T,D, en chaque point p du bord 9D, coincide avec le plan de
contact &,. La structure de contact § est dite vrillée ou tendue selon qu’un disque vrillé existe
ou non a I'intérieur de V. Cette dichotomie a deux raisons d’étre majeures. En premier
lieu, un théoreme de Y. Eliashberg [El1] établit la classification isotopique des structures
de contact vrillées sur toute variété close : chaque classe d’homotopie de champs de
plans tangents contient une et une seule classe d’isotopie de structures de contact vrillées.
D’autre part, les disques vrillés s’interprétent comme des cycles évanescents. Plus précisé-
ment, Y. Eliashberg et W. Thurston ont proposé dans [ET] la définition suivante : un ¢ycle
évanescent pour un champ de plans quelconque ¢ est un disque plongé D qui est partout
tangent a ¢ le long de son bord mais n’est pas isotope a un disque intégral de ¢ relati-
vement a dD. Avec ce langage, une structure de contact (resp. un feuilletage) sans cycles
évanescents est une structure de contact tendue (resp. un feuilletage sans composantes de
Reeb : théoreme de Novikov).

La classification des structures de contact tendues n’est connue que sur peu de
variétés, essentiellement celles que des découpages successifs le long de tores et d’anneaux
rameénent a des boules. Sur la boule, un théoréme de Y. Eliashberg [El3] affirme qu’il n’y
a essentiellement qu’une structure tendue.

Théoreme 11. — Des structures de contact tendues sur la boule qui impriment sur le bord le
méme champ de droites singulier (ou, autrement dit, le méme fewilletage caractéristique : voir plus loin)
sont isotopes relativement au bord.
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Dans la suite, une variété close et orientée V de dimension 3 étant donnée,
SCT (V) désigne Pespace de ses structures de contact tendues et on dit qu’un sous-
ensemble X de SCT (V) est complet s’il représente toutes les classes d’isotopie, ¢’est-a-dire
s’il posseéde (au moins) un point dans chaque composante connexe de SC7 (V).

1.2. Surfaces convexes. — La théorie des surfaces convexes [Gil] fournit, pour les
variétés de contact, des techniques de découpage et de collage le long de surfaces. On
peut brievement la résumer ainsi : au voisinage d’une surface générique, la géométrie
d’une structure de contact est enticrement inscrite dans une multi-courbe tracée sur la
surface.

Toute surface S plongée dans une variété de contact (V, &) hérite d’un feuilletage
caractéristique noté €S et engendré par le champ singulier de droites £ N'T'S. Ce feuilletage
détermine totalement le germe de & le long de S, a isotopie de V préservant S et £S
pres. Lorsque & et S sont orientées, £S Pest aussi. Concreétement, si & est le noyau de o
et si w est une forme d’aire sur S, le feuilletage &S est constitué des courbes intégrales
orientées du champ de vecteurs 1 dont le produit intérieur avec w est égal a la 1-forme
induite par o sur S. Une singularité de &S est un point de tangence entre § et S et a
donc un signe : elle est positive ou négative selon que les orientations de & et S coincident
ou non. Ce signe est également celui de la divergence de 1. Les singularités de £S sont
aussi appelées points complexes de S. Un point complexe est dit elliptique (resp. hyperbolique) si
c’est une singularité isolée de &S qui est de type foyer (resp. selle), c’est-a-dire d’indice 1
(resp. —1).

Soit S une surface compacte, orientée, plongée dans (V, ) et a bord vide ou le-
gendrien — une courbe legendrienne est une courbe partout tangente a £. On dit que S
est & -convexe si elle a un épaississement

U=SxRDS=Sx{0}

dans lequel 'action de R par translations (action engendrée par le champ de vecteurs 9,,
t € R) préserve &. Un tel épaississement U est dit omaogene.

Une surface &-convexe possede non seulement un épaississement homogéne mais
tout un « systéme fondamental » de tels voisinages. En d’autres termes, tout voisinage de
S contient un voisinage homogene de S. En effet, si v est la section de TV /& associée au
champ de vecteurs 9, dans un épaississement homogene U =S x R, le fait que 98 soit
legendrien assure que le champ de vecteurs de contact associé a toute section du type fv,
ou f est une fonction qui ne dépend que de ¢, reste tangent a dU = S x R. En effet,
pour & = kera et v =a(v), st on cherche le champ de contact V,(fv) (défini dans la
section 1.1) sous la forme V, (fv) =/ % + Xy, avec Xy € &, cela résulte de la formule

iXOdOl|,z’: = —UCZJ[|§.

La &-convexité est ainsi une propriété locale qui, pour peu que S ne touche pas
dV, se lit directement sur le feuilletage caractéristique £S comme expliqué ci-dessous.
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On considére sur S un feuilletage singulier o —famille des courbes intégrales orien-
tées d’'un champ de vecteurs — et une multi-courbe I' — union finie de courbes fermées,
simples et disjointes. On dit que I" est une courbe de découpage de o (ou découpe o) si o
est transversal a I et est porté par un champ de vecteurs qui, sur chaque composante de
S\ I', ou bien dilate I’aire et sort le long de I', ou bien contracte 'aire et rentre le long
de T". Une telle courbe, si elle existe et s1 o est tangent a S, est unique a isotopie pres
parmi les courbes de découpage.

Le lemme qui suit est établi dans [Gil] pour les surfaces closes mais sa démonstra-
tion s’étend au cas des surfaces a bord legendrien :

Lemme 12. — Soit § une structure de contact sur V et S C Int(V) une surface compacte,
onientée et a bord legendrien. Pour que S soit & -convexe, 1l faut et il suffit que son _fewilletage caractéristique
&S sout découpé par une multi-courbe. De plus, cette condition est remplie des que les propriétés suivantes
sont satisfaites :

1. chaque demi-orbite de &S a pour ensemble limite une singularité ou une orbite fermée
2. les orbites fermées de &S sont toutes hyperboliques ;
3. aucune orbite (orientée) de &S ne va d’une singularité négative a une singularité positive.

Remarque. — La derniére des trois propriétés ci-dessus mérite un commentaire :
une orbite de &S qui va d’une singularité négative a une singularité positive est un arc
legendrien sur S le long duquel & effectue globalement autour de S un demi-tour dans le
sens contraire des aiguilles d’'une montre.

Soit S une surface compacte orientée plongée dans (V, §). Compte tenu du théo-
réme de M. Peixoto qui affirme qu’un feuilletage singulier de S est génériquement de
type Morse—Smale (et donc posséde les propriétés 1, 2 et 3), le lemme 12 ci-dessus
montre [Gil] que, si S est close, on peut la rendre &-convexe en la perturbant par une
isotopie arbitrairement C*™-petite. De méme, si S est 4 bord legendrien et si aucune or-
bite de £S sur dS ne va d’une singularité négative vers une singularité positive (z.e. si,
entre deux singularités consécutives de signes contraires sur 95, le demi-tour que & fait
autour de S s’effectue globalement dans le sens des aiguilles d’une montre), on peut aussi
la rendre &-convexe en la déplagant par une isotopie relative au bord et arbitrairement
C>™-petite.

Soit maintenant L. une courbe legendrienne tracée sur S. On appelle nombre de
T hurston—Bennequin de L relatif a S le nombre d’enroulement th(L, S) € %Z de & autour
de TS le long de L (si L est fermée, th(L, S) € Z), qui décompte algébriquement les points
complexes de S le long de L. On vérifie facilement que, quand S est §-convexe et que les
points extrémes de L sont complexes — s1 L n’est pas fermée —,

1
th(LL, 8) = — Card(L.NT)
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ou I' est une multi-courbe qui découpe &S. En particulier, chaque composante de 9S a
un invariant de Thurston-Bennequin négatif ou nul. Inversement, si S est une surface
compacte a bord legendrien et si chaque composante de S a un nombre de Thurston—
Bennequin négatif ou nul, une isotopie arbitrairement C’-petite, relative au bord et a
support dans un voisinage aussi petit qu’on veut de 0S5, permet de perturber S en une
surface dont aucune orbite du feuilletage caractéristique sur le bord ne lie une singularité
négative a une singularité positive. Une isotopie arbitrairement C*-petite suffit ensuite
pour obtenir une surface &-convexe. La condition portant sur le signe des nombres de
Thurston—Bennequin des composantes de dS est en outre aisée a satisfaire au moyen
d’une isotopie, dite de stabilisation : pour toute courbe legendrienne L tracée sur S, pour
tout point p € L, pour tout voisinage N(p) de p dans V et pour tout n € N, il existe une
1sotopie (¢;) 0,17 de V a support dans N(p) telle que ¢, (L) soit une courbe legendrienne
et tb(¢1 (L), ¢1(S)) = th(L, S) —n.

On suppose désormais que S est &-convexe. Le choix d’un épaississement homo-
géne U = S x R détermine sur S une multi-courbe I'y qui découpe &S : elle est formée des
points de S ou le vecteur 9,, ¢ € R, appartient au plan §. De plus, toute multi-courbe qui
découpe &S est le découpage associé a un certain épaississement homogene. Le lemme
ci-dessous [Gil] montre que la multi-courbe Iy concentre en fait toute la géométrie de
contact de U :

Lemme 13 (Lemme de réalisation de fewlletages). — Soit S une surface & -convexe, U un épais-
sissement homogene de S et I' le découpage de &S associé. Les fewilletages singuliers de S tangents a S et
découpés par T constituent un espace contractile. De plus, pour tout feuilletage o dans cet espace, 1l existe
un plongement ¢ : S — U ayant les propriétés suivantes :

1. ¢ coincide avec Pinclusion sur 0S ;
2. ¢(S) C U =S x R est une surface transversale au champ de vecteurs 9,, t € R;
3. ¢.0 est le feurlletage caractéristique de P (S).

On note que, vu la propriété 2, U est un épaississement homogene de ¢ (S) et que
le découpage associé est I'intersection de ¢ (S) avec le cylindre I' x R. En outre, ¢ est
1sotope a I'inclusion parmi les plongements S — U satisfaisant les conditions (1) et (2).

Un corollaire direct du lemme ci-dessus est le résultat suivant [Gil, exemple
I1.3.7] :

Lemme 14 (Lemme de réalisation legendrienne). — Soit S une surface & -convexe, U un de ses
éparssissements homogenes, I la multi-courbe de découpage de &S associé et C. une multi-courbe sur S
transversale a U et telle que chaque composante de S\ C rencontre I'. 1l existe un plongement ¢ : S — U
ayant les propriétés suivantes :

1. ¢ coincide avec Iinclusion sur 0S ;
2. ¢(S) C U =S x R est une surface transversale au champ de vecteurs 9, t € R ;
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3. ¢ (C) est legendrienne et son nombre de Thurston—Bennequin relatif th(¢ (C), ¢ (S)) vaut
—% Card(CNT).

1.3. Rocades legendriennes. — Dans I'exploration d’une variété de contact (V, &) de
dimension 3, les rocades (bypasses) [Hol] servent a pousser 'investigation géométrique au-
dela des domaines homogeénes et a analyser les changements (chirurgies) élémentaires que
subit le découpage d’une surface &-convexe quand on déforme celle-ci par une grande
1sotopie. Elles jouent ainsi, en topologie de contact, un réle comparable a celui des disques
de Whitney en topologie différentielle.

Une rocade (legendrienne) est un demi-disque H plongé dans (V, §) et ayant les pro-
priétés suivantes :

— le bord de H est legendrien et H est §-convexe — en particulier, les plans T, H et
&, coincident en chaque coin p de H ;

— Penroulement de & autour de TH vaut —1 le long d’un des deux arcs de dH,
arc qu’on note d_H, et 0 le long de l'autre, qu’on note dnH — I'invariant de
Thurston-Bennequin de dH est donc égal a —1 et le découpage de £H se réduit
a un arc dont les deux extrémités se trouvent sur d_H.

Une rocade matérialise ainsi une isotopie entre deux arcs legendriens reliant les mémes
points, d_H et dnH, le second arc étant « plus court » que le premier au sens ou la valeur
absolue de I’enroulement de & y est moindre.

Le lemme ci-dessous est un cas particulier du lemme de réalisation legendrienne
14. Il permet de dénicher une rocade a chaque fois qu’une surface §-convexe S présente,
dans son découpage I', un arc propre paralléle au bord (on dit aussi 0-parallele), c’est-a-dire
bordant avec un arc de dS un demi-disque Hy dont I'intérieur est disjoint de I".

Lemme 15. — Soit S une surface & -convexe a bord legendrien lisse, U un épaississement homo-
gene de S et T le découpage de &S associé. On suppose d’une part que, st S est un disque, I n'est pas
connexe et d’autre part que Uadhérence d’une des composantes connexes de S\ I' est un demi-disque D
dont un des arcs du bord est dans 0S et Uautre dans I'. On note H un demi-disque voisinage de D dans
S dont un arc du bord est dans 9S et dont Uintersection avec I se réduit a Carc D N T'. 1] existe alors un
plongement ¢ : S — U ayant les propriétés suivantes

1. @ coincide avec linclusion sur 0S ;

2. ¢(S) C U =S x R est une surface transversale au champ de vecteurs 9,, t € R;
3. @ (") est lintersection de ¢ (S) avec le cylindre ' x R C U

4. ¢ (H) est une rocade legendrienne.

On décrit maintenant I’attachement d’une rocade sur une surface £-convexe et son
effet sur le découpage de celle-ci [Hol].

Soit S C V une surface £-convexe et H une rocade attachée a S, c’est-a-dire vérifiant
les propriétés suivantes :
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— H s’appuie transversalement sur S le long de d_H et ne touche S nulle part
ailleurs ;

— 1l existe un découpage I' de S qui passe par les extrémités de 0_H (et automati-
quement par le milieu de 0_H).

On oriente S de facon que H soit du coté positif et on note N, le e-voisinage de H privé
de ce qui déborde du c6té négatif de S. Alors, pour € > 0 assez petit, il existe sur V un
champ de vecteurs de contact qui est transversal a la surface (lisse par morceaux)

(SUAN.)\ (SNN,))

et rentrant dans le quadrant extérieur a N [Hol]. On peut donc lisser cette surface trans-
versalement audit champ de vecteurs pour obtenir une surface &-convexe S'. Il existe clai-
rement une isotopie de S a S et, st on I'utilise pour identifier I'une a 'autre ces surfaces,
on peut décrire comme suit (& isotopie pres) le découpage I'" de S en fonction du décou-
page I de S et de la base d_H de H. On prend sur S un carré R =[—1,1] x [—1, 1]
(les coordonnées étant compatibles avec I'orientation) qui contient d_H = [—1, 1] x {0}
et rencontre I" selon les trois segments {—1, 0, 1} x [—1, 1]. La multi-courbe I' s’obtient
a partir de I' en retirant les segments

{—1} x [0, 1], {0} x [-1,1] et {1} x[-1,0]
et en les remplacant par
[—1,0] x {1}, [—1,1] x {0} et [0,1]x {—1}.

On nomme cette opération chirurgie de I' le long de 0_H. Dit autrement, si on regarde plutot
le complémentaire du découpage comme un coloriage de la surface en deux couleurs, le
passage de S a S’ consiste a faire tourner, dans le carré R, le coloriage d’un angle /2
sans le changer en dehors.

1.4. Modification de Lutz. — La modification de Lutz, définie ci-apres, est une opé-
ration qui consiste a changer une structure de contact au voisinage d’un tore transversal.

Soit & une structure de contact sur V et T un tore plongé dans V transversalement
a &. On note

W=Tx[-1,11DT=T x {0)

un voisinage tubulaire compact de T dont les fibres sont des arcs legendriens dans (V, &)
et on paramétre T par R*/Z?. Ainsi, la structure de contact & admet dans W une équation
du type

cos@(x, t) dx, —sinO(x, {) dxo =0, (x,t) e R/Z* x [—1, 1],

ot la fonction 6 : R*Z* x [—1, 1] — S' vérifie 3,0 > 0 en tout point.
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Pour tout entier n > 0, soit p,: [—1, 1] — 8! = R/27Z la projection d’une fonc-
tion (faiblement) croissante [—1, 1] — R qui vaut 0 pres de —1 et nmw prés de 1. La
structure de contact définie sur W par I’équation

cos(@(x, D+ p,,(t)) dx; — sin(@(x, 1)+ ,0,,(;‘)) deoy=0, (x,t) e RYZ*x[—1,1],

coincide avec & preés de T x {—1} et avec (—1)"§ preés de T x {1}. On peut donc la
prolonger par & en dehors de W pour obtenir une structure de contact &, sur V mais
celle-ci n’est orientable que si z est pair ou si T sépare V. Par convention, on prend alors
sur &, Porientation qui épouse celle de & pres de T x {1}. On dit que &, est obtenue a
partir de § par une modification de Lutz de coefficient § le long de 'T.

Des calculs simples montrent que la classe d’isotopie de &, ne dépend que de 7 (et
pas du choix de W ou de p,) tandis que sa classe d’homotopie dans I’espace des champs
de plans tangents est seulement fonction de la parité de n et est notamment égale a celle
de & quand 7 est pair.

Les deux exemples suivants permettent d’éclairer le role joué par les modifications
de Lutz.

— Une modification de Lutz le long d’un tore compressible dont le feuilletage ca-
ractéristique est une suspension (ou plus généralement pour lequel le champ de
droites tracé par & sur T est homotope a un champ constant dans la trivialisation
habituelle de T = R?/Z?) donne toujours une structure de contact vrillée.

— Soit T un tore dont le feuilletage caractéristique £1" est la réunion de deux
composantes de Reeb qui pointent dans la méme direction (en particulier le
champ de ses tangentes n’est pas homotope a un champ de droites constant).
Une modification de Lutz de coefficient 1 le long de T' donne une structure de
contact conjuguée a la structure initiale & par un twist de Dehn, et donc isotope
a & quand le tore est compressible. Pour s’en convaincre, il suffit de constater que
faire pivoter les tangentes a §'T d’un angle 6 conduit a un champ de droites dont
le feuilletage intégral se déduit de £T par une isotopie qui déplace les orbites
périodiques. Lorsque 6 varie entre 0 et 27, les positions successives prises par
une orbite périodique y de £'T forment un feuilletage de T.

1.5. Surfaces branchées. — Soit Gy, Gy, Gy les graphes respectifs dans R*> = R* x R
des fonctions f;, f1, /> définies sur R? par

0 six >0,

SeN =0, fieo) =1, "7 et flr)=—fi0n0.
e six <0,

On note X I'intersection de Gy U G| U Gy avec le demi-espace {x > —1}. Un homéomor-
phisme d’un ouvert U de X sur un autre est dit /Zsse si sa restriction a chaque intersection
UNG;, 0 <i<2, estlisse comme application a valeurs dans R
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Une surface branchée est un espace topologique X séparé, de type dénombrable et
localement modelé sur X par des cartes — c’est-a-dire dont chaque point possede un
voisinage homéomorphe a un ouvert de X — avec des changements de cartes lisses. On
nomme

— bord de X I’ensemble 0X des points que les cartes appliquent dans I'intersection
X N {x = —1} — cet ensemble est un graphe doté d’une tangente en tout point,
autrement dit un réseau_ferroviaire ;

— pont triple tout point de X que les cartes envoient sur (0, 0, 0) ;

— point double tout point de X que les cartes appliquent dans X N {xy = 0} sur un
point autre que (0,0, 0) ;

— point régulier tout point de X qui n’est ni double ni triple.

Cette définition engendre une notion naturelle d’applications lisses d’une surface bran-
chée dans une autre ou entre une surface branchée et une variété, d’ou (par exemple)
une notion de courbes immergées dans une surface branchée et de surfaces branchées
plongées dans une variété.

Les sous-ensembles X, X! et X? constitués des points respectivement réguliers,
doubles et triples forment une stratification de X. L’ensemble X’, qu’on note aussi
Reg(X), est appelé partie régulire de X et son complémentaire ® = X! UX? le lieu singulier.
Ce lieu est une multi-courbe immergée a points doubles ordinaires (les points triples de
X). L’ensemble X' est de plus naturellement coorienté : par convention, son cté positif
est celui ou X a un seul feuillet. La direction donnée par cette coorientation est nommée
direction de branchement. Enfin, les composantes connexes de ’'ensemble X” = Reg(X) sont
appelées strates régulieres ou secteurs de Reg(X).

1.6. Domaines fibrés. — Les surfaces branchées apparaissent souvent, de fagon na-
turelle, comme des quotients de variétés — a bord anguleux — par certains feuilletages de
codimension 2.

A titre de premier exemple, on considére trois copies Py, Py et Py du plan R? et on
met sur leur union la relation d’équivalence engendrée par les regles suivantes :

— un point (xg,99) € Py est équivalent a un point (x;, y;) € P; si et seulement si
Xo = X1, 90 =1 et xg <0 ;

— un point (xg, 99) € Py est équivalent a un point (xy, y9) € Py si et seulement si
Xo = Xg, yo =g ety < 0.

Le quotient de Py U P; U Py par cette relation est une surface branchée difféomorphe a
I'union Gy U G| U Gy des trois graphes décrits au début de la partie précédente (voir la
figure 1).

Soit M une variété compacte, orientable, de dimension trois, a bord anguleux — en
fait, ayant des arétes lisses mais pas de coins — et munie d’un feuilletage T en intervalles
compacts. On dit que M est un domazine fibré s1 M est 'union de deux surfaces compactes
lisses 9,M et 9,M satisfaisant aux conditions suivantes :
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Bord horizontal

Bord
vertical

F1G. 1. — Surface branchée et domaine fibré

— 0,M est transversale au feuilletage 7 tandis que 9,M est tangente a 7 ;

— les surfaces 9,M et 9,M ont le méme bord — qui est la partie anguleuse de 0M
— et chaque composante S de 9,M a sur son bord des points ou M est concave
(c’est-a-dire modelé non pas sur un quart mais sur trois quarts d’espace) ;

— chaque feuille de 7 traverse au plus deux fois 9, M.

Proposition 16. — Le quotient X = M /T est naturellement une surface branchée sans bord dont
le lieu singulier est ["tmage des composantes S de 9,M telles que M sout concave pres de chaque point de

0S.

Démonstration. — Soit 7 la projection M — X = M/7. Pour tout point p € X situé
hors de 7w (9,M), on prend comme carte locale une transversale a 7. Si p € 7(9,M) est
dans I'image d’une seule composante, on a deux cartes locales naturelles qui consistent a
prendre des transversales a T le long d’'une composante du bord ou le long de 'autre. [J

Lorsque les deux premiéres conditions sont réalisées, on peut toujours obtenir la
troisieéme, quitte a perturber T dans I'intérieur de M.

On observe que chaque composante connexe de d,M est feuilletée par des inter-
valles compacts transversaux au bord et est donc un anneau.

Deés que X a des points doubles, il n’existe aucun plongement ¢: X — M qui
soit une section de la projection 7w: M — X = M/7t. On peut cependant trouver des
plongements ¢,: X — M, s € ]0, 1], transversaux a T qui sont des sections de 7 en dehors
du s-voisinage du lieu singulier et ont la propriété que m o ¢, converge vers I'identité
uniformément quand s tend vers 0. On dit alors souvent, pour s petit, que M est un
« voisinage fibré » de ¢,(X).

Une surface S C (M, 1) est portée par (M, 7) st elle est transversale a 7. Elle est
plemnement portée lorsque de surcroit elle rencontre toutes les fibres de 7.
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2. Structures de contact et triangulations
Le but de cette partie est la démonstration du résultat suivant :

Théoreme 17. — Soit 'V une variété close et orentée de dimension 3. Il existe dans V un
nombre fini de domaines fibrés (sans bords) (M;, ;) flanqués chacun d’une structure de contact &; sur
V\ Int(M,) lels que toute structure de contact tendue sur V, a isolopie pres et pour un certain 1, sout
égale a &; hors de M; et tangente a t; dans M.

2.1. Triangulations de contact. — Soit V une variété de dimension 3. Ce qu’on ap-
pelle triangulation de V, dans la suite, est une décomposition simpliciale possédant les pro-
priétés de régularité suivantes :

— chaque simplexe de dimension 2 (ou moins) est lisse ;
— chaque simplexe de dimension 3 a, le long de ses arétes mais en dehors des
sommets, un angle d’ouverture strictement compris entre 0 et 7.

Si A est une triangulation de V, on note A’, 0 <7 < 3, son squelette de dimension 7. En
outre, une uotopie de triangulations est un chemin de triangulations. Une telle isotopie A, se
prolonge en une isotopie ambiante ¥, de V qui n’est bien str pas lisse en général mais se
compose d’homéomorphismes dont les restrictions a chaque 2-simplexe de A, sont lisses.
On écrira A, = ¥,(Ay) pour dire que A, est 'image de A par .

Toute triangulation lisse — z.e. dont chaque simplexe est lisse [Wh] — est évidem-
ment une triangulation au sens ci-dessus mais on aura besoin ici de triangulations qui ne
sont pas lisses.

Défiition 18 [Gi6]. — Soit (V, &) une variété de contact de dimension 3. Une triangulation
de contact de (V, &) est une triangulation de V vérifiant les conditions suivantes (vour la définition 19
pour la condition de convexité relative) :

1. les 1-simplexes sont des arcs legendriens ;
2. les 2-simplexes sont & -convexes et relativement & -convexes
3. les 3-simplexes sont contenus dans des cartes de Darboux."

Une telle tnangulation n’est pas lisse car les arétes issues d’un sommet p quelconque sont toutes tangentes
au méme plan, a savoir le plan de contact &,. Méme si les 3-simplexes admettent des paramétrages C',
ceux-ct ne sont pas de rang maximal aux sommets.

On appelle nombre de Thurston-Bennequin d’une triangulation de contact A de (V, &)
Uentier

TB(A) =TB(A,£) = — Y th(3F),
F

! Cette condition est automatiquement remplie quand la structure de contact & est tendue puisque, d’aprés [E13],
toute boule munie d'une structure de contact tendue se plonge dans ’espace de contact standard.
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la sommation se faisant sur tous les 2-simplexes . Comme tb(0F) < —1 pour tout ¥ (d’apres I'inégalité
de Bennequin), Uentier TB(A) est positif et au moins égal au nombre de 2-simplexes de A.

Une triangulation de contact A de (V, &) sera dite minimale st elle a le plus petit nombre de
T hurston—Bennequin parmi les triangulations de contact obtenues en déformant A par une isotopie a
support compact et relative a un voisinage des sommelts.

On explicite maintenant la condition technique de &-convexité relative qui, en
pratique, est aussi facile a réaliser que la &-convexité ordinaire :

Définition 19. — Soit (V, &) une variété de contact et A une triangulation de V dont le 1-
squelette est legendrien. Soit G un 3-simplexe, ¥o, ¥\ deux faces de G et a leur aréte commune. On
oniente ¥y comme partie de G et a comme partie de OF,. On dira que ¥y et ¥y sont & -indisciplinées
le long d’un arc (orienté) [p, q] C a st & est tangent a ¥y en p, a ¥y en q et w'est un hyperplan d’appui
de G en aucun point de 1p, q[.> On dit que les 2-simplexes de A sont relativement &-convexes si
aucun 3-simplexe ne possede de faces & -indisciplinées le long d’un arc de leur aréte commune.

On rappelle (cf. section 1.1) qu’un ensemble X" de structures de contact tendues sur
une variété V close et orientée est dit complet s’il représente toutes les classes d’isotopie
dans SCT (V). Le point de départ de cette étude est la proposition suivante, variante
d’un résultat de [Gi6] servant a construire des livres ouverts adaptés aux structures de
contact :

Proposition 20. — Sur toute variété close et orientée V' de dimension 3, il existe un ensemble
complet X de structures de contact tendues et une triangulation A ayant les propriétés suivantes’

1. toutes les structures de contact de X coincident — comme champs de plans non orientés — sur
un voisinage des sommets de A ;
2. A est une triangulation de contact minimale de (V, &) pour tout § € X.

De plus, on peut choisir A isotope a n’vmporte quelle triangulation lisse fixée de V.

Avant de démontrer cette proposition, on traite le cas d’une seule structure de
contact :

Lemme 21. — Soit (V, &) une variété de contact de dimension 3. St la structure & est tendue,
toute triangulation lisse de V' est isotope a une triangulation de contact de (V, §).

Démonstration. — Soit Ay une triangulation lisse de V. La possibilité de déformer
Ay par isotopie en une triangulation de contact A; de (V,§) tient avant tout au fait
qu’on peut déformer chaque aréte de A en un arc legendrien par une isotopie relative a

2 Un tel arc ]p, ¢[ est, en quelque sorte, une orbite de £ G qui va d’une singularité négative a une singularité
positive (voir la remarque 1.2).
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ses extrémités — et arbitrairement C’-petite. Il faut toutefois un peu de soin aux sommets
pour garantir la différentiabilité du prolongement aux 2-simplexes.

En chaque sommet s, on se donne une projection dm;: T,V — & dont le noyau
est transversal aux plans tangents des 2-simplexes en s et qui envoie les tangentes aux
arétes sur des droites distinctes. Sur un voisinage compact convenable N(s), il existe des
coordonnées (x, y, z) € D? x [—1, 1] centrées en s dans lesquelles d7, est la dérivée de
la projection m,: (x,, 2) = (x,) et & a pour équation dz + xdy — ydx = 0. Par ailleurs,
pour N(s) assez petit, 7, induit un plongement sur le 1-squelette et sur chaque 2-simplexe
de Ay. On déforme A dans N(s) comme suit (voir 'exemple 22 ci-dessous) :

— les arétes de A, sont les arcs legendriens sur lesquels les arétes de A se projet-
tent ;

— les faces de A sont des graphes au-dessus ou en-dessous de celles de Ay ;

— les arétes et les faces des triangulations intermédiaires A,, pour tout ¢ € [0, 1],
sont obtenues en prenant I'isotopie barycentrique verticale au temps ¢ entre les
arétes et les faces de Ay et celles de A;.

Moyennant quelques petites précautions dans la mise en place des 2-simplexes de Ay, les
angles diédraux de ses 3-simplexes dans N(s) sont compris strictement entre 0 et 7 en
dehors de s et il en va alors de méme pour les angles diédraux des 3-simplexes de chaque
Ay, t € [0, 1]. On a ainsi fabriqué les triangulations A, voulues prés des sommets.

On choisit ensuite une isotopie A! du l-squelette de Ay qui prolonge celle
construite dans les cartes N(s), est lisse en dehors et aboutit a un graphe legendrien
A{. Dans V' =V \ |JInt(N(s)), cette isotopie s’étend en une isotopie ambiante lisse ¥,
engendrée par un champ qui, sur le bord latéral 9 N(s) = (0D?) x [—1, 1] de chacun des
voisinages N(s) = D? x [—1, 1], est un multiple du champ .. Les images 1//;(A§ NV
du 2-squelette ne se recollent pas a priorr aux 2-simplexes batis dans N(s) mais les arcs
qu’ils tracent sur les anneaux 0/N(s) sont des graphes au-dessus de ceux tracés par les
2-simplexes dans N(s) (pour la projection 7). Une déformation de ¥,(A2 N'V') prés
des anneaux 9N(s) et laissant fixe le 1-squelette A! permet alors de le recoller aux 2-
simplexes de A, dans N(s). On a ainsi modifi¢ A, par 'isotopie A, ¢ € [0, 1], en une
triangulation A, dont les 1-simplexes sont des arcs legendriens. De plus, comme & est
tendue, les 3-simplexes sont tous inclus dans des cartes de Darboux.

Quitte a décroitre le nombre de Thurston-Bennequin du bord des 2-simplexes
de A, (par stabilisation), on peut, dans la construction précédente, choisir I'isotopie de
graphes A/ de sorte que, le long de chaque aréte de Aj, Penroulement de § autour
d’une face quelconque soit négatif ou nul. Ceci permet de déformer A, par une isotopie
ambiante lisse de V relative au 1-squelette et a un voisinage des sommets, pour que & ne
fasse aucun demi-tour inversé par rapport a une face le long d’une aréte de son bord. Par
le méme principe, on élimine tous les arcs d’arétes le long desquels deux faces adjacentes
sont &-indisciplinées. Les 2-simplexes sont alors relativement &-convexes et on les rend
&-convexes par une ultime petite perturbation de A; — toujours stationnaire sur le 1-
squelette et un voisinage des sommets. On obtient ainsi une triangulation de contact A
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de (V, &) isotope a A(. Enfin, puisque les triangulations de contact de (V, &) qui sont
1sotopes a Ay relativement a un voisinage des sommets ont un nombre de Thurston—
Bennequin minoré, 'une d’elles est minimale. U

Exemple 22. — Si une face Fy de la triangulation initiale A, se projette sur le
quadrant Q) = {x > 0, y > 0} — ce qui est toujours le cas quitte a prendre d’autres coor-
données de Darboux —, la face I} correspondante dans la triangulation de contact A,
a une équation du type z = xpu(x, ») et son point complexe a I'origine est hyperbolique
si |u(0, 0)] > 1 et elliptique si |«(0, 0)] < 1. On ne peut donc pas choisir arbitrairement
la nature des points complexes que les faces de A présentent en leurs sommets (si deux
arétes de A issues de I'origine se projettent par exemple a I'intérieur du quadrant Q) et
se trouvent de part et d’autre de Fy, le point complexe de I'| ne peut étre hyperbolique)
mais on peut faire en sorte qu’ils soient tous elliptiques.

Démonstration de la proposition 20. — Soit &, une structure de contact tendue et Ag
une triangulation de contact minimale de (V, &) (lemme 21). Soit N = [ JN(s) un voi-
sinage compact du O-squelette de A, dont chaque composante connexe est une carte de
Darboux N(s) = D? x [—1, 1] autour d’un sommet s. On prend les domaines N(s) assez
petits pour que leur intersection avec chaque 2-simplexe de A soit un graphe au-dessus
de sa projection sur D? et évite D? x {#1}. Toute structure de contact sur V est isotope
a une structure & qui coincide avec &, sur N. Pour peu que & soit tendue, le lemme 21
(ou plus exactement sa preuve) montre que (V, §) possede une triangulation de contact
(minimale) A isotope a A relativement a N. Par une isotopie lisse ¥, de V stationnaire
sur N, on déforme A; en une triangulation A} = ¥,;(A() qui a le méme 1-squelette
que A et des 2-simplexes tous &-convexes® et relativement &-convexes (voir la preuve du
lemme 21). Comme & est tendue, A; est une triangulation de contact minimale de (V, &).
Par conséquent, A est une triangulation de contact minimale de (V, ¥[§), ce qui établit
la proposition. O

En pratique, les triangulations de contact minimales s’avérent trop rigides. Il est
notamment difficile d’appliquer aux 2-simplexes les lemmes de réalisation de feuille-
tages caractéristiques sans créer d’intersections indésirables entre eux pres des som-
mets. Pour cette raison, on introduit maintenant une notion de triangulations de contact
« maniables » pour laquelle on donne une variante de la proposition 20.

Définition 23. — Soit (V, &) une variété de contact de dimension 3. Une triangulation de
contact A de (V, &) est dite maniable si chaque simplexe ¥ de dimension 2 écorné de trois triangles
aux sommets est un hexagone Hy a bord legendrien et & -convexe, et si, pour toute aréte a, enroulement
de & autour de ¥ le long de Uarc r(a) = a \ Int(A), A = U (F \ Hy), est strictement négatif- (Noter
que cet arc west, en général, qu’un morceau d’aréte de Hy mais pas une aréte entiére.)

% On utilise ici le fait que la &-convexité est une propriété a la fois dense et ouverte.
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Dans le 2-squelette d’une triangulation de contact maniable A, Uensemble A = | i (F \ Hy)
est un voisinage des sommets qu’on nomme voisinage de sécurité. On dit que A est A-minimale st
elle a le plus petit nombre de T hurston—Bennequin parmi toutes les triangulations de contact maniables
de (V,&) ayant A pour voisinage de sécurité. Dit autrement en_faisant porter la déformation sur &, la
triangulation A est A-minimale st pour toute structure &' isotope a & relativement a A et pour laquelle
A est une triangulation de contact maniable, TB(A, &) > TB(A, &). On note Ay (s) le triangle de
A inclus dans la face ¥ et contenant le sommet s, et A(s) la réunion des triangles de A contenant s.

Proposition 24. — Sur toute variété close et orientée NV de dimension 3, il existe un ensemble
complet X de structures de contact tendues et une triangulation A ayant les propriétés suivantes :

— toutes les structures de contact de X coincident — comme champs de plans non orientés — sur
un voisinage U des sommets de A

— A est, pour tout & € X, une triangulation de contact maniable de (V, £) dont le voisinage de
sécurité I\ est fixe et contenu dans U et quu est A -minimale.

Démonstration. — Soit &) une structure de contact tendue et A une triangulation de
contact de (V, &) (le lemme 21 montre qu’il en existe). On reprend les notations de la
preuve du lemme 21. Dans chaque petite boule N(s) centrée en un sommet s de A, on
décroit localement, par une isotopie de stabilisation, le nombre de Thurston-Bennequin
de chaque aréte a issue de s afin que, dans N(s), celui-ci soit strictement négatif et que &,
imprime dans N(s) un point singulier sur toute face adjacente a a. Dans cette situation, on
peut tracer sur chaque face F de sommet s un arc yy; inclus dans FNN(s), tangenta § en
ses extrémités et délimitant un triangle Ap(s) dans F. Par approximation legendrienne, on
est alors en mesure d’effectuer une isotopie de &, a support dans un voisinage de |y, ¥r.s
et relative au l-squelette de A pour que ¥y, devienne un arc legendrien d’invariant de
Thurston-Bennequin relatif a F inférieur a —1. La réunion des arcs yr; découpe les
arétes de A en un certain nombre d’arcs legendriens. Quitte a stabiliser chacun de ces
arcs, on se ramene au cas ou, pour toute face F, ils ont tous un nombre de Thurston—
Bennequin relatif a F inférieur a —1. Une isotopie a support dans un voisinage du 1-
squelette permet ensuite d’éviter tous les demi-tours inversés le long des arétes ainsi que
des arcs yr,,. On rend alors les faces &y-convexes et relativement §j-convexes a I’aide d’une
isotopie relative a A' et aux arcs yr,. La triangulation A est de contact et maniable pour
(V, &) relativement au voisinage de sécurité¢ A = UF,J Ar(s).

La proposition 20 permet maintenant d’isotoper toute structure & sur une struc-
ture £’ qui coincide avec & le long de A et qui a A pour triangulation de contact. Le
procédé de stabilisation fournit une isotopie de &’ relative a A qui donne aux trois co-
tés de I’hexagone Hy inclus dans 0F des nombres de Thurston-Bennequin relatifs infé-
rieurs 2 —1. On fait méme en sorte que les arcs 7(a) = a\ A C a aient un invariant de
Thurston-Bennequin relatif a toute face adjacente inférieur a —%. La triangulation A est
donc maniable pour £" et a A comme voisinage sir. Comme dans le lemme 21, on peut
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également la supposer A-minimale. L’ensemble X" est constitué du choix d’une structure
A-minimale pour A dans chaque classe d’isotopie de structures tendues. UJ

Dans toute la suite du texte, on désigne par X un systéme complet de structures de
contact tendues sur V et par A une triangulation de V tels que A soit une triangulation
de contact maniable et A-minimale pour toute structure § € X', ou A est un voisinage de
sécurité fixe le long duquel toutes les structures de X coincident.

2.2. Propriétés des triangulations de contact mimimales. — On commence par une pro-
priété valable pour toutes les triangulations de contact.

Lemme 25. — Si A est une triangulation de contact pour (V, &), pour toute face F € A?,
aucune composante de la courbe de découpage U'z(§) n’est un cercle.

Démonstration. — Cette absence de courbes fermées vaut en fait pour le découpage
de toute surface &-convexe autre qu'une sphére et au voisinage de laquelle & est ten-
due. Or chaque 3-simplexe de A est inclus dans une carte de Darboux donc, a fortior,
& est tendue au voisinage de F. (Si une composante de I'y était un cercle, le lemme de
réalisation de feuilletages permettrait de faire apparaitre un disque vrillé.) U

Soit (V, &) une variété de contact tendue de dimension 3 munie d’une tri-
angulation de contact A maniable et A-minimale, ou A est son voisinage de sécu-
rité. Pour une aréte a de A, on rappelle que r(a) = a\ A et que Hy est I’hexagone
F\ (U s Int(Ar ().

Soit F une face de A. On dira quune composante I' de 'y, (§) est extrémale st
un des deux points p de 0I" appartient a un arc r(a), ou @ est une aréte de I, ne peut
pas étre poussé en dehors de 7(a) par une isotopie de I' parmi les courbes transversales
a &F (autrement dit il y a des singularités de §F entre p et les extrémités de r(a)) et
est le plus proche d’une des extrémités de r(a) parmi les points de I'y,(§) N 7(a) qui
posseédent ces propriétés. En particulier, pour un certain choix de 'y, (§), un pointde I'N
7(a) est effectivement extréme. La multicourbe I'y, (§) contient au plus six composantes
extrémales.

Lemme 26. — St & est une structure de contact tendue sur V et st A est une triangulation de
contact maniable et A-minimale pour &, alors toute composante du découpage Iy, (§) parallele a r(a)
est extrémale.

Démonstration. — On suppose qu’une composante de 'y, (§) paralléle a r(a) n’est
pas extrémale. Ceci signifie en particulier que ’enroulement de & le long de 7(a) relative-
ment a I est inférieur a —2. Le lemme de réalisation 15 permet, par une isotopie de Hy
relative a un voisinage de dHy \ 7(@) et de support inclus dans un petit voisinage homo-
géne de Hy, de déformer Hy en une surface Hi, qui contient une rocade D s’appuyant
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sur 7(a) (Cest-a-dire que d_D C 7(a) et Int(dnD) C Int(H})). La surface Hi, \ D, une fois
les coins de D lissés, est un hexagone HJ: a bord legendrien qui est &-convexe et isotope
a Hy. Par construction, tb(H}) = tb(Hy) + 1. L'isotopie entre Hy et H} se prolonge en
une 1sotopie (@,).q0.1] de V a support dans un voisinage de D et donc stationnaire sur
A. Le 1-squelette de A est legendrien pour & = ¢7& et I'arc 7(a) posséde un nombre de
Thurston—Bennequin relatif aux faces adjacentes inférieur ou égal a —% (et méme a —1
relativement a I) et strictement supérieur a celui donné par &. Une isotopie de &’ relative
au l-squelette de A et 2 A permet de rendre les faces &'-convexes et relativement &'-
convexes. Elle fait de A une triangulation de contact maniable pour la nouvelle structure
&”. Ce faisant, on a strictement diminué le nombre de Thurston-Bennequin et donc A
n’était pas A-minimale pour . 0J

Si F est un 2-simplexe de A, un quadrilatére fibré dans F est un quadrilatere [0, 1] X
[0, 1] C F dont I'intersection avec dF est 'union des deux arétes verticales {0} x [0, 1] et
{1} x [0, 1], celles-ci se trouvant a 'intérieur de deux arétes distinctes de F. Un arc simple
et propre A C F est porté par un quadrilatére fibré Q s’il est inclus dans Q \ {y =0, 1} et
s’1l est transversal au champ de vecteurs 9,.

Soit (V, &) une variété de contact tendue de dimension 3 et A une triangulation
de contact de (V, &). Pour toute face F de A, on note I'y le découpage de £F associé
a un épaississement homogene quelconque de F. On appelle pice de I I'adhérence de
toute composante connexe de I\ I'r et on dit qu’une piece est ordinaire ou extraordinaire
selon que c’est ou non un quadrilatere fibré. On insiste ici sur le fait qu’on ne fixe pas
I’épaississement homogene une fois pour toutes et qu’on s’autorise donc des isotopies de
I'r parmi les multi-courbes transversales a §F.

Corollaire 27. — Soit X un systeme complet de structures de contact tendues sur V et A une
triangulation de V' qui est maniable et A -minimale pour tout & € X, avec un voisinage de sécurité A fixe
le long duquel toutes les structures de X coincident. 1 existe Coo > O tel que, pour tout & € X, toute face
¥ de A contienne trois quadrilateres fibrés Q;, Qo, Q3 deux a deux disjoints, s’appuyant sur des paires
d’arétes de ¥ distinctes et inclus dans Hy \ A (en particulier, pour 1 € {1, 2, 3}, les arétes verticales de
Q; sont incluses dans |, 51 7(a)), avec les propriétés suivantes :

— chaque Q; est une union de pieces ordinarres

— au plus Gy piéces du découpage de EY ne sont pas incluses dans Q; U Qg U Q5.

Démonstration. — Il découle du lemme 26 que les pieces ordinaires qui n’intersec-
tent pas A forment trois quadrilateres fibrés « non paralleles ». Vu le lemme 25, restent
comme pieces au plus six demi-disques extrémaux, une piece « centrale », et des piéces
qui rencontrent A et dont le nombre est donc borné indépendemment de & € X (voir la

figure 2). 0J
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Q1 Q2

I'r

F1G. 2. — Le découpage de I et Hy

2.3. Prismes fibrés. — Soit Y un triangle ou un quadrilatére. Un prisme fibré est un
polyedre P =Y x [0, 1] dont on ne retient de la structure produit que la projection sur Y.
Les faces de P sont dites verticales ou horizontales selon qu’elles se trouvent dans Y x [0, 1]
oudans Y x {0, 1}.

Soit A une triangulation de V. Un prisme fibré dans (V, A) est un plongement
d’un prisme fibré P dans V avec les propriétés suivantes :

— P est contenu dans un 3-simplexe G de A et son intersection avec dG est I'union
de ses faces verticales ;
— chaque face verticale de P est un quadrilatere fibré d’une face de G.

Un 3-simplexe donné contient au plus cinq prismes fibrés deux a deux disjoints et non
1sotopes parmi les prismes fibrés. Il y a, a isotopie pres parmi les prismes fibrés, trois
telles familles de cinq prismes fibrés : chacune d’elle posséde quatre prismes a base tri-
angulaire, situés pres des sommets, et un prisme de base quadrilatérale, situé en diago-
nale.

Une configuration de prismes fibrés dans (V, A) est la donnée d’une collection de
prismes fibrés P = (P;),<;<; de (V, A) qui intersecte chaque 3-simplexe de A en une
sous-famille de I'une des trois familles maximales de cinq prismes précédentes et telle
que I'intersection entre deux prismes P; # P; de P donne soit un quadrilatére fibré (avec
concordance des fibrations données de part et d’autre), soit un arc d’intérieur non vide
inclus dans une aréte de A, soit 'ensemble vide. Dans le premier cas, les prismes P; et P;
sont contenus dans des 3-simplexes qui ont une face en commun et dans le deuxiéme cas,
dans des 3-simplexes qui ont une aréte commune.

Lemme 28. — Toute variété triangulée (V, A) posséde un nombre fini de configurations de
prismes fibrés, a isotopie pres parmi les configurations de prismes fibrés.

Une configuration de prismes fibrés P est dite admissible pour & € X si les faces ver-
ticales des prismes de la famille P sont des unions de piéces ordinaires qui ne rencontrent



266 VINCENT COLIN, EMMANUEL GIROUX, KO HONDA

pas A. Pour £ € X', on note P, ¢ 'ensemble des configurations de prismes fibrés admis-
sibles pour £. On munit les classes d’isotopies de prismes fibrés dans P, ¢ d’une relation
d’ordre partiel : si P, Q) € P, ¢ représentent des classes d’isotopies [P] et [Q], on dit que
[P] < [Q] s’ existe une isotopie de P dans Py ¢ en P’ C Q.

Lemme 29. — Pour & € X fixée, les classes d’isotopie de P p ¢ sont en nombre fin.

Démonstration. — 1l suffit d’observer qu’un élément de P, ¢ est déterminé, a iso-
topie pres dans Py ¢, par la classe d’isotopie de ses arétes horizontales parmi les arcs
transversaux aux feuilletages caractéristiques des faces. Or toute aréte horizontale in-
cluse dans une face F est isotope a une composante de I'p(§), ce qui donne un nombre
fini de classes d’isotopie possibles pour chaque aréte horizontale, mais également pour
leur collection. 0J

Les sous-sections suivantes sont consacrées a la démonstration du lemme fonda-
mental ci-dessous :

Lemme 30. — Soit X un ensemble complet de structures de contact tendues sur V et A une
triangulation de V' qui est maniable et A-mimimale pour tout & € X, avec un voisinage de sécurité A
Sixe le long duquel toutes les structures de X coincident. Il existe Gy € N\ {0} tel que pour tout § € X,
et pour tout élément P = (P;)1<i<, de Pa ¢ dont la classe d’isotopie est maximale, au plus C, piéces des
Jaces de A ne sont pas incluses dans Int(l, _._, P;).

Remarque. — Quitte a considérer des sous-familles de prismes P des éléments maxi-
maux de P, ; et a augmenter la valeur de C;, on peut aussi assurer que chaque face
verticale des prismes de P contient au moins 20 pieces (ordinaires).

2.3.1. Une premiere normalisation des faces. — Pour toute aréte a de A, on note s(a) =

Upsa(eN He).

Lemme 31. — Qutte, pour tout & € X, a effectuer une isotopie de &, on peut supposer que, si
EeX.

1. A est une triangulation de contact maniable et A -minimale pour & ;

2. pour toute aréte a C A", 1l existe un germe de fewilletage JF, au voisinage de s(a) par des arcs
paralleles a s(a), s(a) étant une feuille, quu est tangent au germe des faces adjacentes a s(a)
et qui est legendrien pour tout § € X ;

3. pour toute face ¥ et pour toute prece ordinaire R wncluse dans '\ A,

&|r = {sinf dx + cosO dy = 0}

si R~ {y=0} C{(x,0,0) €[0,1] x [=1, 1] x [—7/2,/2]}. En particulier, le
Sewilletage caractéristique de R possede une courbe de singularités {y = 0,0 = 0} portée
par R.
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Démonstration. — La deuxiéme condition n’est a prior: pas réalisée dans le voisinage
de sécurité A. Pour démontrer ce lemme, on reprend la démonstration de la proposi-
tion 24, dans laquelle on exige une propriété supplémentaire pour la structure &, : on
déforme &, par isotopie a 'aide du lemme de Darboux pour obtenir le point 2. C’est
possible sans stabilisation supplémentaire puisque tous les enroulements relatifs aux faces
sont négatifs. On déroule la preuve de la proposition 24 pour cette structure &, dont on
déduit la construction d’un systéme complet X convenable. Pour une structure £ € X
quelconque, on a alors la propriété 2 au voisinage de s(a) N A ou & = &;. Le lemme de
Darboux, appliqué a & € X" au voisinage d’une aréte a relativement a ce qui a déja été
fait au voisinage de A, fournit une isotopie de & stationnaire sur A qui conduit a une
structure, notée a nouveau &, qui possede également un feuilletage legendrien par des
arcs paralleles a s(a) et tangent aux faces pres de s(a).

Pour obtenir un germe de feuilletage legendrien indépendant de § € &X', on se sert
du fait que le nombre de Thurston-Bennequin relatif a toute face F contenant « le long

de 7(a) est inférieur & —3, ce pour tout & € X. Précisément, sur un voisinage K de s(a),

1
& est solution d’une éqantion cos fo(x, 9, 0) dx — sin fy(x, », 0) dy = 0 dans des coordonnées
(x,7,0) € D* x [0, 1], s(a) = {x =y = 0}, données par un plongement ¢, : D* x [0, 1] —
V et pour lesquelles les faces sont dg-invariantes. On déforme le feuilletage legendrien
dirigé par dy sur un petit voisinage de s(a) dans K relativement a 0K tout en préservant
les faces, pour le faire coincider avec le feuilletage donné par &, tout pres de s(a). On
obtient ainsi une isotopie (¢,).c0.1] de ¢y pour laquelle ¢,.0y est tangent a &, pres de
s(a) et ¢,lsx = Polsx pour tout ¢ € [0, 1]. A chaque instant ¢ € [0, 1], la structure ¢
est donnée prés de D? x {0, 1} par une équation cosf;(x, », 1) dx — sinf(x, »,7) dy = 0,
1 =0, 1, ou f, dépend continiment de ¢ € [0, 1]. Le fait que 'enroulement de & le long de
s(a) par rapport a une face quelconque d’aréte @ soit inférieur a —% implique que pour
tout ¢ € [0, 1], fi(x, 9, 1) > f/(x, »,0). On peut donc étendre f, en une famille continue de
fonctions sur D? x [0, 1] constamment égale a f prés du bord avec la propriété dyf, >
0. ’équation cosf;(x, 9, 0) dx — sinf;(x, y, 0) dy = 0 définit une structure de contact sur
D? x [0, 1], dont I'image par ¢, se recolle a & hors de K pour former un chemin de
structures de contact entre £ et une structure £’ tangente au méme feuilletage legendrien
que &, pres des arétes. Le théoréme de Gray convertit ce chemin en une isotopie de V
stationnaire sur (V\ K) U A'.

On obtient 3 relativement a la déformation déja effectuée pres des arétes a 1’aide
du lemme de réalisation de feuilletages. U

Dans la suite, le systtme X qu’on considére posseéde, en plus des précédentes, les
propriétés explicitées dans les conclusions du lemme 31.

2.3.2. Holonomie. — Soit G un 3-simplexe dans une variété de contact (V, §). Un
arc legendrien de classe C' par morceaux y; : [0, 1] — 3G qui évite les sommets de G
est dit étal si le champ de plans & est un plan d’appui a dG le long de y,. Précisément,
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Y1

Courbe singuliere de £0G

Y2

Fic. 3. — Courbe d’holonomie —1

y) intersecte I'intérieur de chaque face le long d’une ligne singuliére de son feuilletage
caractéristique et, le long d’une aréte, § est a '« extérieur » de G.

Une courbe d’holonomie est une courbe legendrienne y dans dG constituée de la
concaténation de deux arcs y; et yo, ou ¥ est étal et o inclus dans une aréte de G.
On appelle champ de plans médian de G le long de y», tout champ de plans tangent a
¥» qui rencontre I'intérieur du secteur de T,V délimité par G, c’est-a-dire qui n’est un
plan d’appui en aucun point de yy. L’holonomie Hol(y) d’une courbe d’holonomie y est
un entier dont la valeur absolue est égale a celle du nombre de Thurston-Bennequin
de & le long de y», calculé relativement a un champ de plans médian quelconque de G
donné le long de y». La valeur absolue de I’holonomie est donc la moitié du nombre de
points de y», comptés algébriquement, ou & est égal au plan médian. Il est positif si y, est
orienté comme le bord de la face qui contient y; pres de y,;(0) et négatif sinon. La figure 3
montre un exemple de courbe d’holonomie —1. Sur cette figure, lorsqu’on change le sens
de parcours de y, on change également la face servant a étalonner Iorientation de y; et
le signe de Hol(y) ne varie pas. C’est toujours le cas lorsque y, aborde y, par deux faces
différentes.

Lemme 32. — Soit & € X et G un 3-simplexe de A. Toute courbe d’holonomie y pour &

wncluse dans 0G \ A a une holonomie égale a —1.

Remarque. — S1y =y, U p, est une courbe d’holonomie pour laquelle y; aborde
¥» des deux bouts par la méme face, et s1 ) est y orientée en sens inverse, alors Hol(y) =
—Hol(y). En particulier ce cas de figure est exclus par le lemme 32.

Démonstration. — Comme & est tendue, I'inégalité de Bennequin appliquée a y
dit que Hol(y) # 0. On suppose que Hol(y) # —1. La courbe y se décompose par
définition en la réunion de deux arcs §-legendriens y,; et y,, ou y; est étal et y, est inclus
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dans un certain 7(a), a € A'. Comme y, est étal, on peut le pousser sur un arc legendrien
lisse | situé a 'intérieur de G et s’appuyant sur 0y, via une famille d’arcs legendriens. En
particulier, la courbe fermée y U y, borde un demi-disque D avec Int(D) C Int(G). Le
nombre de Thurston—Bennequin de y» relatif a D vaut —|Hol(y)| si y; aborde les deux
bouts de y, par le méme coté, et sinon —|Hol(y)| +% lorsque Hol(y) < 0 et —|Hol(y)|—
% lorsque Hol(y) > 0. En effet, cet enroulement est le méme que celui de & le long de
s, calculé par rapport a un champ de plans qui est médian de G le long de Int(y») et

égal a & (i.e. tangent a une face de G) aux points de 9y,. Selon les cas, un tel champ
1
23
la méme fagon, comme y; est étal, 'invariant de Thurston-Bennequin de y;| relatif a
D vaut respectivement 0, —% et % dans les trois cas énumérés ci-dessus. Dans toutes les
situations, puisque Hol(y) # —1, on a th(y,, D) > th(ys, D) 4+ 1. On stabilise | pour
obtenir un arc y/’, tel que tb(y,",D’) =th(ys, D’) + 1 (si D’ C G désigne I'image de D

par I'isotopie de stabilisation). Le disque D’ va jouer le réle de rocade.

de plans a un enroulement 0, —3, ou % par rapport a un champ de plans médian. De

Lisotopie qui consiste & pousser ¥, sur y," le long de D" peut étre réalisée re-
lativement a A. Appliquée a & elle fait de A une triangulation de contact pour son
image &’ (aprés déformations habituelles prés des faces), avec un nombre de Thurston—
Bennequin strictement moindre que celui de §. On constate de plus facilement que
comme Hol(y) # —1, pour toute face F de A et toute aréte a de F, le nombre de
Thurston-Bennequin le long de r(a) relatif a I reste inférieur a —%. Cette triangulation
est donc maniable pour &’ et on obtient une contradiction avec la A-minimalité de A. [

2.3.3. Démonstration du lemme 30. — Soit G un 3-simplexe de A. On note s, $9, 3
et s; les sommets de G. La notation [s;s5;] désigne I'aréte de G qui joint les sommets s; et
5;. On note (s;555;) la face de G qui contient les sommets s;, s; et s;.

Un paquet est une union de pieces ordinaires contenues dans une méme face qui
forme un quadrilatére fibré (connexe). L’épaisseur d’un paquet est le nombre de pieces qui
le constituent.

Soit £ € X et P = (P;),<;<, € Pa ¢ une configuration de prismes admissible maxi-
male. Les fonctions f; : R — R qui apparaissent dans la suite sont affines, de dérivées
strictement positives et indépendantes de (§, P) € X x Px ¢. On raisonne par I’absurde
en supposant que N 3> 1 pieces ne sont pas incluses dans Int({,_,., P;). Parmi celles-ci
au moins N; = £ (IN) piéces se trouvent dans une méme face I de A. Le corollaire 27
nous dit alors qu’au moins Ny = f4(N}) pieces ordinaires sont situées dans un méme
hexagone Hy \ A ;leur union formant un paquet Q; (d’épaisseur Ny), lui-méme contenu
dans Hp \ IntG((Ulfl- <, P) N G) pour un des deux 3-simplexes G de A contenant F.
C’est-a-dire que Q; ne rencontre pas la réunion P des prismes de P inclus dans G. Soit
s1, S et s3 les sommets de F et s4 le quatriéme sommet de G. Pour fixer les idées, disons
que le paquet Q; joint [s159] a [s153]. Au moins Ny — 1 composantes de I'(;,,,,)(§) par-
tent de [s155] N Q;, dont au moins N3 = f3(Ny) restent dans Hy,,y,,,) \ A et ne sont pas
paralléles a une aréte (corollaire 27).
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Le cas 1b.

Le cas 1la.

FiG. 4. — Les cas la et 1b

Cas 1. Parmi celles-ci, au moins la moitié¢ Ny = f,(IN3) vont vers [s;s4] et délimitent
un paquet Qy d’épaisseur Ny — 1. Comme toutes ont une extrémité dans [s;53] N Q;, Qo
ne rencontre pas Pg. On distingue a présent deux cas (figure 4) :

Cas la. Au moins 11 (pour étre tranquille) composantes de I'yy, , ., (§) issues de
Q9 N [5154] reviennent vers 7([s;52]). On en déduit 'existence d’un paquet Q3 d’épaisseur
au moins 10 entre [515,] N Qy et [s;59] qui ne rencontre pas Pg U A.

Lemme 33. — 11 existe un prisme fibré P dont le bord vertical est inclus dans Q; U Qo U Q4
et est une union de pieces ordinavres. De plus, ce prisme ne rencontre pas Pg U A.

Démonstration. — 1l s’agit de construire les faces verticales de P’. On ordonne les
pieces contenues dans Q3 de un a dix. Chaque piece porte une courbe legendrienne sin-
guliere, numérotée comme la piece dont elle fait partie. On part de la cinquieme courbe
singuliere de £Q)3, notée ¢;. L'extrémité de celle-ci dans [s;54] est encadrée par les ex-
trémités de deux courbes singulieres de £ Q. On note ¢y, celle dont 'extrémité est située
juste apres des M [s154], pour Porientation de [s,54] donnée comme bord de la face (s,s954).
En particulier, la portion d’aréte de [s,54] située entre ¢5 et ¢, n’est pas un arc étal. L'extré-
mité de ¢y dans [553] est encadrée par les extrémités de deux courbes singuliéres de £Q);.
A nouveau, on note ¢; celle dont I'extrémité est située apres dey M [5153] pour 'orientation
de [s1s3] induite par celle de la face (515354). Comme ’holonomie de toute courbe d’holo-
nomie vaut — 1, Pextrémité ¢, N [s159] est voisine de celle de ¢, comme sur la figure 5 (ce
qui ne serait pas le cas si on avait choisit ¢;, ¢y et ¢3 pour construire un arc étal). Soit Uy,
U, et Us des petits voisinages tubulaires de ¢, ¢ et ¢35 dans respectivement Q;, Q9 et Q3.
On note de plus V,, Vj et V3 des voisinages, dans G, des arcs délimités dans les arétes
[s153], [s154] et [s150] par U15i53(86,-). Les faces verticales recherchées sont obtenues par
un lissage de

U, UU,UU; UV, UV, U V.
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S2 S3

ligne singuliere de £0G

S4

F1G. 5. — Les faces verticales de P’

Elles sont par construction incluses dans QQ; U Qo U Q3 et elles ne rencontrent
donc pas Pg U A. Ce sont les faces verticales d’un prisme fibré P’ inclus dans G qui ne
rencontre pas Pg U A. Sur la figure 5, les faces verticales de P’ sont délimitées par les
traits pointillés ; les traits pleins représentent les lignes singulieres du feuilletage des faces

de G. ]

On déduit facilement de ce lemme que la famille P n’était pas maximale : si P’
n’est paralléle a aucun prisme de Pg, on ajoute P" a P ; si P’ est paralléle a un prisme P,
de Pg, on remplace P, par un prisme qui contient P’ et P, et dont le bord horizontal est
contenu dans dP’ U 0P;.

Cas 1b. On peut construire un paquet Q3 C (s15954) \ A entre [5154] N Qg et [s054]
d’épaisseur N5 = N, — 10 — Cy = f;(N3).

Dans ce cas, on considere le sous-paquet de Q; d’épaisseur Ny — 1 contenant
toutes les pieces issues de Qg N [s153]. On rebaptise QQ; ce nouveau paquet. On peut alors
construire un paquet Qy C (515954) \ A d’épaisseur au moins Ng =N, — 1 — 10 — Cy =
Jo(Ny) entre [515] N Q) et [s9s4], sinon on se retrouve dans le cas 1a avec un prisme fibré
dont le bord vertical tourne autour de s;.

On construit une courbe d’holonomie y = y; U y, pour laquelle y; posséde un
voisinage de ses deux bouts dans la méme face, ce qui donne une contradiction avec le
lemme 32 au vu de la remarque 2.3.2. L’arc étal y, est la concaténation de quatre arcs
singuliers ¢y C Qyp, ¢; C Qy, o C Qo, ¢35 C Qg, du feuilletage caractéristique des faces et
de trois portions d’arétes qui relient leurs extrémités. L’arc y, qui mesure ’holonomie
sera pris dans [sy54]. Pour cela, pour N assez grand, on prend pour ¢; un arc singulier
du feuilletage de Q3 qui découpe Q3 en deux paquets d’épaisseur au moins 20 4 G
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52 S3

FiG. 6. — Le cas 2

(pour étre tranquille). Les choix des arcs singuliers ¢, ¢ et ¢, de méme que celui des trois
arétes sont alors imposés par la condition d’étre étal. Par la position de ¢3, on est assuré
que ¢ C Qy et ¢y C Q. De plus, ¢; découpe Q; en deux paquets d’épaisseur au moins
19+ Cy. Comme au plus 14+ C, composantes de I'(;, ,,,)(§) (estimation lache) ayant leur
extrémités dans ) ne sont pas dans Qy, on a bien ¢y C Qy, d’ou la construction de y;.

Cas 2. On peut construire un paquet Qo C (s1535) \ A d’épaisseur N, = ] (N3)
entre [s153] N Q) et [s354].

On obtient ensuite un paquet Qs C (s95354) \ A d’épaisseur au moins N; = /7 (N)))
entre [s35,] N Qs et [s953], ce qui, pour N assez grand, ramene au cas 1, ou entre [s15,] N Qo
et [555:]. A nouveau, le seul cas non traité est celui ot on peut construire un paquet
Q4 C (s15981) \ A d’épaisseur au moins 11 entre [sos54] N Q3 et [5159] (voir figure 6). Dans
ce dernier cas, on construit, comme dans le cas la, un prisme fibré dont le bord vertical
estdans Q; UQy U Q35U Q. Comme précédemment, la famille (P;),<;<, n’était donc pas
maximale.

2.4. Construction des domaines fibrés. — On démontre a présent le théoreme 17.

2.4.1. Normalisation des faces verticales. — Les lemmes ci-dessous permettent, par
des isotopies et des partitions successives de X', d’affiner la normalisation des structures
de X. On rappelle que & est un ensemble complet de structures de contact tendues
sur V et que A est une triangulation de V, maniable et A-minimale pour tout £ € X,
toutes les structures de X étant égales le long de leur voisinage de sécurité commun A.
En outre, les structures de X ont déja subi une premiére normalisation et satisfont toutes
aux conclusions du lemme 31.

Lemme 34. — 1l existe Cy € N\ {0} et un nombre fini de configurations de prismes fibrés
P!, ..., P! tels que, pour toute structure & € X, on puisse isotoper & , par une isolopie de V' stationnaire
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sur A et préservant A, en &' admettant un des P pour configuration admissible et pour laquelle au plus
Cy composantes de T n2(E") ne sotent pas incluses dans Int(UPEpj P).

Une structure de contact £ € X qui vérifie ces propriétés pour une configuration
P’ sera dite portée par P.

Démonstration. — A toute structure & € X, on peut associer un ¢élément maximal
P(§) dans P, ¢. Le lemme 28 affirme qu’il n’y a qu’un nombre fini de classes d’isotopie
de configurations de prismes fibrés. Une isotopie de V fixant A et relative & A permet
d’envoyer chaque P(§) sur un élément d’une sous-famille finie P', ..., P* de la famille
P(&)¢cx. Cette isotopie transporte & sur une structure &'. Le lemme 30 affirme Pexistence
de la borne universelle Cy = C; € N\ {0}. O

Dans la suite, on remplace & par & comme représentant de la classe d’isotopie de
& dans X'. On démontre le théoréme 17 pour Pensemble &) des structures & € X portées
par P =P = (P))1<i<.

Lemme 35. — Quutte a déformer chaque structure & € X\ par une sotopie relative a A qui
préserve A\, il existe une partition de X, en un nombre fini de sous-ensembles X'\, . . ., X} tels que, pour
J=1,..,k:

1. toutes les structures de X possedent une méme courbe de découpage sur les faces de A* \
Int(UlSiSn P); _

2. toutes les structures & € X} sont tangentes aux fibves des faces des prismes de P ;

3. pour toute aréte a, toutes les structures & € X} sont égales sur un voisinage de a \

Int(U 1<i<n Pl) :

Démonstration. — Pour toute structure & € &), le nombre de composantes du décou-
page ['az\my,_,_, py(§) est inférieur a Cy. Le nombre de classes d’isotopie de multi-arcs

(F a2\t Uy oo, P (E)gex,

dans A?\ Int(|, <i<n P,) est donc fini. Quitte a déformer chaque structure & € &) par
une isotopie relative & A qui préserve A et a partitionner X, en X/, ..., X, pour j =
1,...,k, on peut supposer que toutes les structures de X{ possédent une méme courbe
de découpage sur A%\ Int(|J, ;. P;). Les propriétés 2 et 3 découlent du lemme 31 (pour
obtenir dans 3 I’égalité a partir du lemme 31, et pas seulement une coincidence des
feuilletages legendriens, il faut encore utiliser la contractibilité¢ de Diff" ([0, 1]) comme il
est expliqué en détail dans la preuve du lemme 40). U

On note X, 'un des X{,] =1,...,ketonfixe £ € X,. On est ramené a démontrer
le théoréme 17 pour Xj.
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Lemme 36. — Toute structure & € Xy est isotope a une structure maniable pour A et A-
minimale &' qui coincide avec ¢ le long de A* \ Int(\J,_,, P et tangente aux fibres le long des faces
verticales des polyedres de P.

On note & 'ensemble obtenu par déformation de X,. Le long des portions de
faces verticales qui ne sont pas incluses dans Int(|, ., P)), toutes les structures & € X
sont a la fois égales et tangentes aux fibres.

Démonstration. — Soit R une composante de Hp \ I'y, incluse dans Hy \
Int(,,., P;). Les structures & et ¢ sont égales sur un voisinage K de dR N dF dans R,
lequel K est en outre feuilleté par des arcs legendriens. On rétrécit R en R en poussant
chaque arc de 0R N 9F sur un arc legendrien qui lui est parallele dans K. Par application
du lemme de réalisation de feuilletages 13 a Ry, on trouve une isotopie a support dans un
voisinage de R, dont le temps 1 envoie & sur ¢ le long de Ry. Le point important est que
le support de cette isotopie ne rencontre ni A ni les faces autres que F, si bien A demeure
maniable et A-minimale pour I'image de . 0J

2.4.2. Normalisation des faces horizontales. — Pour chaque prisme P;, 1 <7 <n, on
fixe un feuilletage non-singulier JF; sur ses faces horizontales Y; x {0, 1}, égal au germe
de feuilletage tracé par ¢ au bord (3Y;) x {0, 1} et transversal & une direction fixée de
Y; (on munit Y; d’une structure affine). Un tel feuilletage non-singulier existe grace au
fait que I’holonomie vaut —1 et donc que I'indice du germe de feuilletage caractéristique
¢Y; x {j} le long de (3Y,) x {j},7 =0, 1 vaut 0. Il détermine un germe de structure 7 le
long des faces horizontales.

Grace a la remarque 2.3, on se place dans la situation ot, pour tout & € A, toute
face verticale des prismes de la configuration P contient au moins 20 pieces.

Lemme 37. — 11 existe une rétraction compacte
K= Pi\N(a( U PZ))
1<i<n 1<izn

de U15 i<y Pis une structure de contact &y sur V' \ Int(K) et pour tout § € X5 une 1sotopie de & en &'
qui vérifie

1. & =¢sur V\ Int(K);

2. &' est tangente aux fibres verticales de chaque P;.

Démonstration. — On commence par démontrer le lemme suivant :

Lemme 38. — Soit [ 1Y x [=2,2] — (V, &) un plongement dans une variété de contact
tendue. On suppose que
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— chaque arc {x} x [—2, 2], pour x dans un voisinage de Y, est legendrien pour f*§ ;

— sur chaque face verticale, les courbes de découpage vont d’une aréte verticale a Uautre ;

— lholonomae de toute courbe d’holonomie tournant autour du bord vertical vaut —1 ; les arétes
de f((0Y) x {£1}) sont transversales a & ;

— 1y a au moins quatre courbes de singularités sur chaque face verticale aux altitudes supérieures
al et inférieures a — 1

— les arétes horizontales de Y X [—2, 2] sont transversales a f*§ .

Pour tout fewilletage non-singulier F tracé sur les faces horizontales de Y x [—1, 1] qui est tangent
a f*& au bord et transversal a une direction donnée de Y (muni de sa structure affine), il existe une
wsotopie de & relative au bord de I'image de f en une structure &', telle que f*&' trace le fewilletage F sur
Y x {£1} et que chaque arc {x} x [—1, 1] soit legendrien.

Démonstration. — On munit Y x [—2, 2] de la structure /*§. Grace a la présence de
quatre arcs singuliers sur chaque face en dessous et au-dessus des altitudes —1 et 1, on
construit sur (3Y) x [1,2] et (3Y) x [—2, —1] une courbe d’holonomie legendrienne y.
par concaténation de portions d’arétes verticales et d’arcs de singularités sur les faces. On
obtient que tb(yy;) = —1 car I’holonomie vaut —1. On prend alors un disque convexe
(de bord lisse par morceaux) Dy CY x [—2, 2] qui s’appuie sur y.; transversalement
au bord vertical de Y x [—2, 2]. La portion de bord vertical comprise entre y_; et ¥,
complétée par D_, et D| forme une sphere S plongée dans Y x [—2, 2].

On va construire un modéle de cette sphére dans R* = {(x, », £)}. Pour cela, on
munit R® de la structure n d’équation costdx — sin¢dy = 0. On fixe un triangle (ou un
quadrilatére) Y’ dans le plan des (x, ), et on considére le polyeédre Q = {(x,9,1) € Y X
[0, 2km ]}.

Comme I’holonomie de & autour de (0Y) x [—2,2] est —1, il existe k€ Ret Y’
pour que le bord vertical de ce polyedre Q), avec le germe de structure 7, soit conjugué
a (0Y) x [—2, 2], avec le germe de structure /*&, par un germe de difféomorphisme de
contact fibré (qui échange les directions verticales, celle de Q) étant dirigée par 9,)

¢:(Y) x [—2,2] = (3Y') x [0, 2k7].

Il existe alors deux disques D et D" qui s’appuient respectivement sur les courbes
@ ((0Y) x {£1}) du bord vertical du polyedre Q, transversaux a la direction verticale 9,
et tels que ¢ s’étende en un difféomorphisme @ : Y x [—1, 1] = Q’, ot Q)’ est le polyedre
de R’ dont le bord est union de D et D’ avec la portion de bord vertical de Q comprise
entre les courbes ¢ ((dY) x {%1}), avec les propriétés suivantes :

— les fibres verticales de Y x [—1, 1] sont envoyées par @ sur les fibres verticales
de Q) (dirigées par 9, qui sont legendriennes) ;
— &, F estle feuilletage n(D U D).

Pour cela, on étend d’abord ¢ en un plongement fibré ¥ : Y x [—1, 1] = Q. Il ne reste
plus qu’a relever les feuilletages ¥, F de maniére legendrienne transversalement a 9, pour
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obtenir D et D', puis a composer ¥ au but par extémité d’une isotopie qui amene, en
glissant le long des fibres, 'image par v des faces horizontales sur D et D’. Le fait que F
soit transversal & une méme direction sur les faces supérieure et inférieure assure que D
et D" ne se rencontrent pas.

Les courbes ¢ (y+)) sont legendriennes et d’invariant de Thurston-Bennequin —1.
On leur fait border dans (R?, 1) deux disques convexes qui ne rencontrent pas Q'. On
note S’ la sphére construite comme précédemment a partir de ces disques convexes et de
la portion de bord vertical qu’ils délimitent dans Q). D’aprés le lemme de réalisation de
feuilletages, on peut choisir ces deux disques de sorte que ¢ s’étende en un difféomor-
phisme ¢, de (S, /*€]s) sur (S, nly).

D’apres le théoréme 11 d’Eliashberg, ¢, s’étend alors en un difféomorphisme de
contact ¢, entre les boules bordées par ces sphéres. Par construction, la boule bordée par
S"dans Y’ x [0, 2km] contient Q' = (Y x [—1, 1]).

Le plongement qﬁ{l o®:Y x[-1,1] > Y x [-2, 2] envoie F sur le feuilletage
caractéristique, pour f/*&, de I'image des faces horizontales, et les fibres sur des courbes
legendriennes pour f*&. Il vaut I'identité sur le bord vertical et préserve I'orientation :
il est isotope a I'identité relativement au bord de Y x [—2, 2] par la restriction d’une
isotopie de Y x [—2, 2].

On considere I'image de f*& par cette isotopie que 'on propage a I'aide de f dans
V. Cette nouvelle structure donne le résultat souhaité. UJ

Pour pousuivre, on applique le lemme 38 a chaque structure & € X5 et au germe
de structure 7y le long des faces horizontales : il existe une isotopie de & relative a A qui
envole & sur une structure &’ tangente aux fibres de P et égale au germe 7, sur les faces
horizontales. On remplace chaque structure & € X5 par la structure, & nouveau notée &,
obtenue aprés cette premiére isotopie et on pioche une structure ¢, dans Xj.

Le long d’une fibre I de P;, toute structure & tangente aux fibres est repérée par
une fonction angle 6; : I — R/Z dans le fibré normal aux fibres, dont la dérivée est
strictement positive. Dans un petit voisinage

N(e(Ur))n(Ur)

de a(J,.,., P;) dans | J,_.., P;, on peut apres isotopie (toujours par contractibilité¢ de
Diff™(I)) rendre toutes ces fonctions angle égales a celle de ¢, € Xs. On réalise une telle
isotopie sur chaque & € X5 pour obtenir £’ € A7.

Les prismes P; de la famille P découpent chaque simplexe G de A en polyedres,
homéomorphes a la boule, au bord desquels toutes les structures & € & coincident.
Comme les structures de X sont tendues, le théoréme d’unicité 11 d’Eliashberg donne,
sur chaque polyedre, une isotopie stationnaire au bord entre une structure quelconque

e X et &. O
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Corollaire 39. — Il existe un domaine fibré a bord (M., T) avec K C M C |, .., Pi, dont la
Sibration en intervalles T est la restriction de la fibration de \ J, .., P;. En particulier, selon la terminologie
de la sous-section sutvante, toutes les structures de X5 sont ajustées a (M, 7, ¢).

Démonstration. — On retire a | J,_._, P; un petit voisinage fibré¢ U, UNK = @, des
portions d’arétes qui ne sont pas dans Int(|_, ., P;). On note t’la fibration en intervalles
de U, -,-, Pi. L'espace quotient X = (|, _,, Pi \ U)/7’ est une surface branchée dont le
lieu singulier est non-générique. Un lissage du bord de |J,_,_, Pi \ U transversal a la
fibration au-dessus des points réguliers de la projection et une petite modification de
U, <i<, Pi \ U correspondant a une perturbation générique de = pour obtenir un lieu de
branchement générique permet d’obtenir le domaine fibré recherché. 0J

Pour démontrer le théoréme 17, il reste une difficulté : le domaine fibré du corol-
laire 39 est « a bord ». Dans la suite, on indique comment on se ramene a des voisinages
fibrés de surfaces branchées sans bord.

2.4.3. Structures de contact ajustées a un domaine fibré. — Soit (M, ) un domaine fibré,
voisinage d’une surface branchée a bord, et X = M/t la surface branchée quotient. On
note  : M — X et ¢ une structure de contact sur V \ Int(M). Une structure de contact
est gustée a (M, 7, ¢) st elle est égale a ¢ hors de Int(M) et tangente a T dans M.

Lemme 40. — Toute structure de contact & ajustée a (M, T, ) est déterminée, a isotopie pres
parma les structures ajustées, par la_fonction

ag B,IM —>]O, OO[

qui est continue sur chaque secteur et qui associe a chaque point p Uangle de rotation total de & le long de
la fewille de T partant de p. (On mesure cet angle avec une métrique auxiliaire et holonomue de T .)

Démonstration. — Ce lemme est une conséquence de la contractibilité de 'espace
Diff"(I) des difféomorphimes de lintervalle qui préservent I'orientation. Soit &, et &
deux structures de contact sur D? x I muni des coordonnées ((x, y), ), égales le long de
D? x {0, 1}, tangentes aux fibres {p} x I et pour lesquelles ag, = a;, sur D?. Elles sont alors
données par des formes oy = cos fy(x, p, ) dx — sinfo(x, 9, 1) dy et oy = cosfi(x,, 1) dx —
sin f; (x, 9, t) dy avec, pour 1 =0, 1, % > 0 et fo(x,9,7) =fi(x,,1). Par la contractibilité
de Diff" (1), il existe une famille & un paramétre de fonctions £, : D* x I — R, s € [0, 1],
qui vérifient % > 0 et qui sont indépendantes de s € [0, 1] sur D* x {0, 1}. Le chemin
de formes de contact oy = cos fi(x, 9, ) dx — sinf;(x, », t) dy donne une isotopie relative a
D? x {0, 1} entre & et & parmi les structures tangentes a {*} x 1.

Pour démontrer le lemme, on donne une version relative de la discussion précé-
dente. Soit £ et &’ deux structures ajustées a (M, 7, ), qui ont les mémes fonctions angles

as = ag. S1 B est un secteur de X, alors dB est un polygone 0B =46, U U--- U4, ou
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les §; sont les cotés successifs de B qui se rencontrent le long des points triples de X.
Comme (B x I) N 9,M consiste en la réunion de produits §; X [a;, ;] ou [a;, b;] C [0, 1],
les structures & et &’ sont égales sur §; X [a;, b;]. On déforme d’abord & en &’ le long de
8; x ([0, 11\ [a;, b;]) en utilisant la contractibilit¢ de Diff*(I), puis on effectue I'isotopie
entre £ et & sur B x I relativement a (0B) x L. O

Soit &, une structure de contact ajustée a (M, 7, ¢) fixée.

Proposition 41. — Les classes d’isotopie des structures de contact & ajustées a (M, t, £) sont
en byection avec les fonctions

We - JTQ(Reg(X)) — Z,

dites fonctions poids, vérifiant la condition

1.
we(R) > — o ’}g{(aso »)

et les relations d’adjacence
we (R1) + we (Ro) = we (Rs)
pour toute paire de feurllets réguliers R, Ro de X quz se joignent pour donner Rs.

Démonstration. — Pour toute structure de contact & ajustée a (M, 7, ), on définit

1
Wg = Q_JT(as - (lg”).

Le poids we(p) est un entier qui varie continiment sur les composantes de Reg(X). Il
est donc constant sur Reg(X). La relation d’adjacence est donnée en regardant une
fibre située au-dessus d'un point p du lieu singulier de X ou R; et Ry se rejoignent
pour donner Rs. La condition de contact donne que a; > 0, ce qui fournit I'inégalité
we (R) > —2% infyer (az, ().

Réciproquement, si on dispose d’une telle fonction poids, la fonction ¢z = 2w w; +
ag, détermine une structure de contact qui convient. UJ

2.4.4. Le lemme délagage. —

Lemme 42 (Lemme d’élagage). — Soit (M, T, £) un domaine fibré et X un ensemble de struc-
tures de contact ajustées a (M, T, ). On suppose qu’il existe un réel G et un point p € 9,M tels que
ag(p) < C pour tout & € X et on note Xy, ..., X, les adhérences des strates régulieres Xy, ..., Xy
de X = M/t qui contiennent 7w (p). On peut alors trouver des structures de contact &y, ..., ¢ sur le
complémentaire du domaine fibré

k
(M, 7)) = (M \ Int(U ! @), r|M/>

J=1
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telles que toute structure & € X sout isolope a une structure ajustée a Lun des (M, T', ¢;).

Démonstration. — La borne sur ¢ donne une borne sur tous les poids wg(X;), 1 <
¢ < k. Ceux-ci peuvent donc prendre seulement un nombre fini de valeurs. On peut
partitionner X en X, ..., &), de sorte que toutes les & € A; donnent le méme poids. Si
¢; est une structure de X}, on peut alors, comme dans le lemme 40, trouver une isotopie,
parmi les structures ajustées a (M, 7, ¢), entre toute structure & € &, et une structure &’
égale a ¢; sur n_l(Ulil-kaj). O

L’opération d’élagage diminue strictement le nombre de secteurs de X. En la ré-
pétant un nombre fini de fois, on obtient donc I'ensemble vide.

Corollaire 43. — St X est un ensemble de structures de structures de conlact ajustées a
M, 7, ¢), alors il existe (M, T1, &1), - .., (M, T, &) obtenues par élagage de (M, T, &) telles que,
pour 1 <1 <1, X; = M,/1; soit une surface branchée sans bord, et que toute structure & € X sout
isotope a une structure &' ajustée a lun des (M, T;, &;).

Démonstration. — Tout point p € X vérifie les hypotheses du lemme d’élagage.
Par ailleurs, un ¢élagage réduit strictement le nombre de secteurs de X. Un nombre fini
d’applications du lemme d’¢élagage 42 conduit au résultat. 0

Le corollaire 43 termine la démonstration du théoréme 17.

3. Finitude homotopique

On démontre ici le théoreme 7. Le théoréme 1 en résulte car une modification de
Lutz a coeflicient entier le long d’un tore ne change pas la classe d’homotopie dans les
champs de plans.

Soit V une variété close. Vu le théoréme 17, il suffit de démontrer le théoréme 7
pour un ensemble S de structures de contact tendues toutes ajustées & un méme do-
maine fibré sans bord (M, 7, ¢). Soit X la surface branchée M/t avec son lieu sin-
gulier ® et ses strates régulieres Xy, ..., X,. Etant donné & € S, chaque structure
& € S est déterminée (2 déformation pres parmi les structures ajustées) par son poids
we = (We (X)), ..., w:(Xy)) € Z7 relatif & &. Par application du lemme d’¢lagage et
quitte a effectuer une partition de S, on se raméne au cas ou, pour tout £ € S, le poids
we appartient A N?. A chaque aréte lisse C de ®, on associe 'équation linéaire x; = X+ x;
sur R? ou X et X} sont les secteurs de X qui se joignent le long de C pour former X;. Soit
W le sous-espace vectoriel de R des solutions de ce systéme. Chaque poids w; appartient
aWNN-.

On note < lordre partiel défini sur Z¢ par

(xl,...,xd)ﬁgyl,...,yd) si XZ'S_))Z' pourlfzfd
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Lemme 44. — Soit W un sous-espace vectoriel de R. Les éléments minimaux de W NN pour
Pordre partiel < sont en nombre fini et engendrent W N N,

Démonstration. — Pour montrer que les éléments minimaux de W N N? sont en
nombre fini, on raisonne par récurrence sur d. Lorsque d = 1, on a un unique élément
minimal. On suppose le résultat démontré pour tout sous-espace de R™!, ¢ — 1 > 1. Soit
maintenant W un sous-espace de R?, ¢ > 2. On raisonne par I’absurde en supposant que
W N N’ posséde une infinité d’éléments minimaux. Quitte a permuter Pordre des coor-
données, on peut alors trouver une suite d’éléments minimaux (V)en, V' = (vlll, R vfl),
de WN N pour laquelle la suite des derniéres coordonnées (Ué)z‘eN tend vers 'infini. On
note 77 : R = R?"! la projection sur les d — 1 premiéres coordonnées. En appliquant

I’hypothese de récurrence a 7 (W), on obtient un nombre fini d’éléments «, ..., «, de
N“ dont les images par 7 sont les éléments minimaux de 7 (W) NN“!. Si i € N est assez
grand, v} est supérieur a chacune des dernieres coordonnées des vecteurs uy, ..., u, eten

particulier, v' est supérieur a un des %;. C’est une contradiction.
Si u € WN N’ n’est pas un élément minimal, il est supérieur a un d’entre eux .

Soit le vecteur  — u; est minimal, soit on peut a nouveau lui retirer un des uj,j =1, ..., n.
u 1d’é éerit u u Jis Inimaux.
En un nombre fini d’étape, on écrit « comme une somme d’éléments minima (]
On note uy, ..., u les éléments minimaux de W NN donnés par le lemme 44. Par
ailleurs,

Lemme 45. — Les classes d’isotopue des surfaces compactes plongées dans M transversalement a
T sont en bijection avec les éléments non nuls de W NN,

Si 7 est une surface portée par (M, 7) — c’est-a-dire plongée dans M transversale-
ment a T —, on note wr = (wr (X)), ..., wr(X,)) son poids, ot w7 (X;) est le nombre
de composantes de 7 N7~ '(X,) et 7 la projection M — X = M/7.

Remarque. — Si X est compact sans bord et S non vide, les surfaces compactes por-
tées par X sont closes et transversales aux structures de contact de S. Leurs composantes
connexes sont donc des tores et/ou des bouteilles de Klein.

Soit T, ..., T les surfaces portées par (M, 7) et correspondant aux éléments
Uy, ..., u; de WN N’ On suppose que Ti, ..., T, sont des tores et que Ty, ..., Tk
sont des bouteilles de Klein. Lorsque T; est une bouteille de Klein, on note T". le tore,
toujours porté par (M, 7), bordant un de ses petits voisinages tubulaires N(T;). Le poids
u. de T" vaut 2u;.

Lemme 46. — Toute structure de contact & € S est oblenue a partir de &y par modification de
Lutz sur les tores Ty, 1 <i <l et T, [+ 1 <1<k



FINITUDE HOMOTOPIQUE ET ISOTOPIQUE DES STRUCTURES DE CONTACT TENDUES 281

Démonstration. — Soit € € S. On a wg = Zle n;(&)u;, avec n;(§) € N. La structure
obtenue a partir de &, par chirurgie de Lutz de coefficient #,(§) sur T; lorsque T; est
un tore et de coefficient %ni(é ) sur 1" = dN(T)) lorsque T; est une bouteille de Klein
est ajustée a (M, 7, ¢) et a le méme poids que &. Elle lui est donc isotope relativement a

oM. 0

Méme si les coefficients de chirurgie apparaissant dans le lemme 46 sont des demi-
entiers, celui-ci implique le théoréeme 7 : on ajoute comme « structures de base » a &, les
261 — 1 structures obtenues en faisant ou non des modifications de Lutz de coefficient %
le long des tores T%, [+ 1 <i < k. Toutes les structures de S sont alors obtenues a partir
de I'une d’entre elles par modifications de Lutz a coeflicients entiers sur les collections de
tores (T)1<i<; et (T7) 11 <izk-

4. Finitude géométrique

On démontre maintenant le théoréme 6. Avec le travail [Col], on se ramene au
cas d’'une variété¢ V irréductible. Comme précédemment, grace au théoreme 17, il suffit
d’établir le résultat pour un ensemble S de structures tendues toutes ajustées 2 un méme
moule (M, 7, ¢). On fixe une structure de référence &, € S, toute autre € € S étant alors
déterminée par son poids we dont on peut supposer, sauf pour &y, qu’il est dans (N'\ {0})*
(voir le lemme d’élagage 42). Pour une telle structure & € S\ {£}, le poids w; correspond
a une surface close T pleinement portée par (M, 7). Chaque composante de T est un
tore ou une bouteille de Klein.

Lemme 47. — 11 existe une surface orientée T pleinement portée par (M, T) qui contient le bord
horizontal de M comme sous-surface orientée.

Démonstration. — Le domaine M contient une surface T pleinement portée, par
exemple celle que détermine le poids d’une structure £ € S. En doublant T si nécéssaire
et en remplagant chaque bouteille de Klein par le bord d’un de ses voisinages tubulaires,
on s’assure que les composantes de T sont des tores et que T intersecte au moins deux
fois chaque fibre de M. Parmi ces intersections, deux sont les plus proches de 9;M. On
pousse les composantes connexes de T contenant ces intersections extrémes jusque dans
dM. Quitte a doubler T & nouveau pour pouvoir I'orienter comme voulu, on obtient la
surface cherchée. O

4.1. Le lemme du degré. — Soit A une composante connexe de d,M et C une com-
posante du bord de A. On définit le degré deg(A) de A comme la valeur absolue du degré
de I'image de ¢, par rapport a T, A dans le quotient T, M/T,t lorsque x parcourt C.

Prétention 48. — Quitte a modifier (M, 7, {) par élagage et isotopie, on peut sup-
poser que pour chaque composante A de d,M et chaque composante C de 0A, il y
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A/

T T

FiG. 7. — Modification du bord vertical de M

a exactement 2 deg(A) points le long de C ou T,A coincide avec ,. En particulier, si
deg(A) = 0, le feuilletage ¢ A contient une courbe de singularités isotope a I’ame de A.

Démonstration. — On étend A le long des fibres legendriennes de M jusqu’a obtenir
un anneau A’, ou A"\ A C M, pour lequel les structures & |, sont égales pour tout § € S et
la condition de I'assertion est vérifiée le long de A’. Cette extension est rendue possible par
le fait qu’on peut supposer que toutes les structures £ € S ont une fonction poids minorée
par une constante ¢ > 0 que 'on peut choisir arbitrairement grande (quitte a procéder a
des partitions de S et a élaguer M). On considére alors un épaississement A’ x [0, 1] de
A’ dans M, ou A’ x {1} = A’ et ot chaque & € S est I-invariante (en particulier chaque
A’ x {t} est feuilleté par des intervalles legendriens). On prend pour nouveau domaine
fibrée M =M \ (A’ x I) dont on lisse les coins de sorte que A" x {0} C M’ soit une
composante du bord vertical de M’, comme indiqué sur la figure 7. 0J

Dorénavant, toutes les composantes de d,M sont réputées satisfaire aux conclu-
sions de I"assertion 48.

Lemme 49 (Lemme du degré). — 11 existe une famille de domaines fibrés (M;, T;, &) 1<i<k
obtenus par élagage de (M, T, §) avec les propriétés suivantes :

toute structure de contact § € S est conjuguée, par un produit de twists de Dehn et d’isotopies,
a une structure ajustée a lun des (M;, 7;, ¢;) ;
tout domaine fibré (M, T;) porte pleinement une surface T; comme dans le lemme 47 ;

— pourtouti € {1, ..., k}, les composantes de 3,M; satisfont aux conclusions de l’assertion 48 ;
— toute composante de 3,M; de degré non nul intersecte T; le long de courbes contractibles dans
7.

Démonstration. — Soit T une composante de 7 qui intersecte une composante A de
9,M avec deg(A) # 0 le long de ¢. On suppose que ¢ est non contractible sur T. Pour
tout £ € S avec w; suffisamment grande, il existe un plongement ¢ : T x [0, 1] — M, ou
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¢ (T,0) =T et *§ est donnée par cos(f (x, ) + 27 ¢) dx — sin(f (x, ») + 27w t) dy = 0. Ici,
les coordonnées sur T x [0, 1] =R?/Z* x [0, 1] sont (x, , ), et f est une fonction sur T
a valeurs dans le cercle R/27Z. On a alors la propriété suivante :

Prétention 50. — 11 existe un tore T C ¢ (T x [0, 1]) isotope a T et transversal aux
fibres legendriennes tel que 1" soit convexe et #I'1(§) < 2 deg(A).

Démonstration. — Apreés une perturbation C*-petite de T, on peut supposer que
T est convexe. Comme T th & pour tout & € S, le feuilletage caractéristique T est non
singulier, et donc #I'r(£) est égal au nombre d’orbites fermées y; de §T. Les T\ |, y;
sont des composantes annulaires qui sont soit de Reeb (ne possedent pas d’arc transversal
s’appuyant au bord et qui intersecte toutes les feuilles) ou tendues (il existe un tel arc
transversal). On peut supposer que ¢ est transversal a |, ;. En analysant les composantes
de ¢\ |, y:, tout arc (séparant ou non séparant) situé¢ dans une composante de Reeb
donne au moins une tangence, tandis que les arcs situés dans une composante tendue ne
contribuent pas nécéssairement. Donc le nombre de composantes de Reeb est majoré par
2deg(A) (= le nombre de tangences de ¢), siles orbites y; ont une intersection non triviale
avec ¢. Pour voir que les orbites y; ont une intersection géométrique non triviale avec ¢,
on observe que 2deg(A), qui est le décompte algébrique du nombre de tangences entre
¢ et T, est invariant par isotopie. Si le nombre d’intersection géométrique est nul, alors
le degré doit aussi étre nul. Pour conclure, toutes les composantes tendues peuvent étre
supprimées en isotopant T' a une distance bornée dans ¢ (T x [0, 1]). On peut également
remarquer que l'assertion 48 implique que les composantes de Reeb pointent dans la
méme direction. O

Le point clé pour le tore convexe T modifié comme dans le lemme précédent est
que #I'1(§) est borné indépendemment du choix de & € §. On suppose que & € S satis-
fait wg > nwy, ou n= é#FT(S). Alors il existe un plongement ¥ : T x [0, n] — N(B),
ouT x {0} =T et ¥*& est donnée par cos(g(x, ») + 27 ¢) dx — sin(g(x, y) + 2mt) dy = 0.
Si on excise ¥ (T x [0, n]) et on recolle ¥ (T x {0}) avec ¥ (T x {n}) via I'identification
naturelle donnée par la fibration legendrienne, on obtient une structure de contact &’ cor-
respondant au poids weg — nwy. Maintenant, £ et & sont isomorphes car elles différent
par des twists de Dehn le long du tore T. Pour cette raison, on peut réduire inductive-
ment wy — Wwg — Wt jusqu’a ce qu'un secteur de X ait un petit poids. Un tel secteur
peut alors étre élagué. U

En appliquant le lemme du degré a (M, 7, ), on se ramene au cas ou (M, 7, )
est 'un des (M;, 7;, ;). On peut encore améliorer M par élagage grace a la proposition
sulvante :

Proposition 31. — Apres des élagages successifs, on peut supposer, quitle a conjuguer les structures
de S par des produits de twists de Dehn, que, pour toute composante A de 9,M,
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1. deg(A) = 0 st et seulement s les deux composantes de DA sont non contractibles dans T .
2. deg(A) =1 si et seulement si les deux composantes de A bordent des disques dans T .

Démonstration. — Par le lemme du degré, si une composante de dA est non contrac-
tible, alors deg(A) = 0. A Pinverse, si une composante ¢ de dA borde un disque D dans
T, alors par ’assertion 48 et la non singularité du feuilletage caractéristique de D, il ne
peut y avoir que deux points le long de ¢ pour lesquels T, A = ¢,. Donc deg(A) = 1. Ainsi,
soit les deux composantes de dA sont non contractibles dans 7, soit elles bordent toutes
deux un disque. UJ

Remarque. — Si les deux composantes de dA bordent un disque, alors ces disques
doivent étre du méme c6té de A, sinon la sphere constituée de 'union de ces deux disques
avec A pourrait étre lissée en une spheére transversale a § € S.

4.2. Elimination des disques de contact. — Dans cette partie, on simplifie le domaine
fibré M en éliminant les disques de contact. Un disque de contact est un disque proprement
plongé D C M, transversal aux fibres et dont le bord est dans 9, M.

Lemme 52. — Soit A une composante de 3, M. Sl existe un disque de contact D dont le bord
est dans A, alors les composantes ¢\, co de A bordent des disques Dy, Dy C T de sorte que D; soit
dans Uintérieur de M pres de 0D;.

Démonstration. — Comme A admet un disque de contact D et que le feuilletage
caractéristique de D est non-singulier, deg(A) doit étre égal a un. Par le lemme du degré,
¢; doit border un disque D; dans 7. On note que D; ne peut pas étre dans la « direction
opposée » a D, c’est-a-dire que D, ne peut pas contenir la composante de 9,M adjacente
a ¢;. Dans le cas contraire, D U D, (augmenté de parties de A et apres lissage) formerait
une sphére immergée transversale a la fibration legendrienne, ce qui est impossible.  [J

Remarque. — 11 est possible que D; C Dy ou vice-versa.

Proposition 33. — Soit V une variété close et irréductible de dimension trois. 11 existe un nombre
fini de paires (N;, ;), 1 =1, ..., k, satisfaisant aux conditions suivantes :

1. N; C V est une union finie de tores épaissis T* x [0, 11, d’anneaux épaissis A x [0, 1] et
de voisinages de bouteilles de Klein N(K), ou chaque A x {j}, 7 =0, 1, est collé de_fagon
incompressible sur un 8 (T? x [0, 11) ou sur un ON(K), et oi certaines composantes de bord
de T? x 1 peuvent étre identifiées entre elles ou avec un IN(K) ;

2. &; est une structure de contact tendue sur V \ Int(N;) ;

3. toute structure de contact tendue sur V est conjuguée, par un produit de twists de Dehn et
d’isotopues, a une structure égale a Uune des &; sur V \ Int(N;).
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Démonstration. — On élimine d’abord les disques de contact de M, tout en préser-
vant la condition que M porte pleinement une union de tores 7. (Voir la remarque 4.2
ci-dessous.) 8’1l y a un disque de contact pour A, alors en utilisant le lemme 52, on peut
le remplacer par des disques de contact (pour A) D; et Dy dans 7. Sans perte de géné-
ralité, on suppose que Dy est un disque de contact le plus intérieur pour 7. Alors, soit
D, et Dy sont disjoints, soit D; C Dy. Comme D, peut contenir des disques de 9,M, on
le pousse légérement le long des fibres pour I’éloigner de 9,M N Int(D;). On appelle D/
cette déformation de D;. On change alors M en M\ D}, 7 en (7 \ D;) UD/, et Dy en
(Dy \ Dy) UD si Dy C Dy (puis, apres le paragraphe ci-dessous on les rebaptise M, T°
et DQ)

On explique maintenant comment transformer D/ en une surface convexe (de
bord legendrien), de sorte que la structure de contact ¢ s’étende de maniére unique en
une structure de contact tendue sur MUN(D))), c’est-a-dire de sorte qu’on puisse isotoper
toutes les structures £ € & sur M relativement a dM pour les faire coincider sur (un
voisinage de) D|. Aprés un lissage des coins de dM et une perturbation générique, oM
devient convexe. Le fait que deg(A) =1 se traduit par le fait qu’on peut trouver une
isotopie de ¢ prés de dM (et donc une isotopie concomitante des structures & € S) qui
rende 9D legendrien avec th(dD}) = —1. Dans ce cas, si D] est perturbé en une surface
convexe de bord legendrien, il n’y a qu'une seule possibilité pour I'ty (§) a isotopie pres.
Des lors, en appliquant le lemme de réalisation de feuilletages on peut supposer que
toutes les structures £ € S donnent le méme germe le long de D/.

Comme (le nouveau) 7 n’est pas pleinement porté par le (nouveau) M (voir la
remarque ci-dessous : la fibration persiste topologiquement, de méme que la notion de
surface portée), on modifie 7 de la fagon suivante : soit T la composante de 7 qui
contient Dy, et soit T une déformation paralléle de T. On remplace T par un lissage
de (T'\ Dy) UAUD. Si on dédouble ces nouveaux tores, on obtient une nouvelle col-
lection de surfaces 7 qui contient 9,M. Comme 9,M est constitué d’un nombre fini de
composantes, on ¢limine ainsi tous les disques de contact en un nombre fini d’opérations.
On observe que les composantes de 3,M N 7 qui étaient non homotope a zéro (resp.
homotope) dans 7 le demeurent.

Une fois éliminés tous les disques de contact, on étudie les composantes de 9,M.
Elles sont de trois types : (i) disques, (i) anneaux incompressibles dans 7" et (iii) tores. Tous
les disques de 9,M peuvent étre éliminés de la fagon suivante. Soit D une composante de
9;M difféomorphe a un disque et A un anneau qui partage une composante de bord avec
D. Le degré deg(A) doit étre non nul, et si S est une composante de 9,M qui intersecte
l'autre composante de bord de A, alors, par le lemme du degré, S ne peut pas étre un
anneau incompressible dans 7. Donc S est aussi un disque. Mais alors D UA U S est
une sphére qui borde une boule B* d’un coté ou de I'autre. Dans un cas, on remplace
M par M U B? et dans l'autre par M \ B (ou1 on est sir qu’a isotopie prés toutes les
structures de S coincident d’aprés le théoréme de classification 11 d’Eliashberg). A la fin
du processus, tous les disques du bord horizontal sont éliminés. Ceci implique que toutes
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les composantes de M\ 7 sont des tores épaissis, des voisinages de bouteilles de Klein ou
des anneaux épaissis qui sont collés de fagon incompressible les uns aux autres. 0J

Remarque. — En éliminant les disques de contact, on perd le contrdle sur la fibra-
tion legendrienne, bien qu’elle persiste topologiquement. Ainsi, au lieu de considérer les
classes de conjugaison de structures de contact tendues gustées a un triplet (M, 7, ¢), on
doit considérer les classes de conjugaison de structures de contact sur V qui coincident
avec ¢ sur V \ Int(N). Du fait de cette perte d’information, on doit s’appuyer sur un
résultat de finitude pour une classe simple de variétés N, précisément lorsque N est un
fibré en cercles au-dessus d’une surface.

4.3. Réduction aux fibrés en cercles. — Soit (N, ¢) = (N, ¢;) une paire comme dans la
proposition 53 et 7 (N, ¢) un ensemble de structures de contact tendues sur V égales a ¢
sur V' \ Int(IN) et de torsions bornées par n. L’objectif de cette partie est de démontrer la
proposition suivante.

Proposition 34. — 1 existe une_famille fimie de parres (N1, &), ..., (N, §;) satisfaisant aux
conditions sutvantes

— les Ny, 1 =1, ..., 1, sont des fibrés en cercles au-dessus de surfaces compactes a bord, éven-
tuellement non orientables, dans V
— &, 1= 1,..., 1, est une structure de contact tendue sur V \ Int(\N;) ;

— toutes les composantes de Iy, sont 1sotopes aux fibres circularres de N; ;
— loute structure de T (N, £) est conjuguée, par un produit de twists de Dehn et d’isotopies, a
une structure égale a &; sur V' \ Int(N;) pour un certamn 1 € {1, ..., }.

On observe déja que la sous-variété N n’est pas quelconque.

Lemme 55. — La variété N est une variété graphée constituée par collage, le long d’une famille
de tores incompressibles, de blocs de l"un des trois types suivants :

1. un tore épais;

2. un voisinage de bouteille de Klein ;

3. un fibré en cercles au-dessus d’une surface compacte de caractéristique inférieure ou égale a — 1
et non nécéssairement orientable. Toute composante fibrée M de ce type a un bord qui intersecte
non trivialement ON, et les courbes de ' yxynn(8) sont isotopes aux fibres de M.

Remarque. — La variété N n’est pas forcément connexe.

Démonstration. — A chaque fois que deux composantes T? x I font bord commun,
elles peuvent étre regroupées pour former un unique T? x 1. Si on coupe N le long de
'union des T? x {%} donnés par la proposition 53, alors les composantes connexes sont
de I'un des trois types recherchés. Le cas 3 apparait pour les composantes connexes qui
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contiennent un produit A X I. Sur chaque composante M de ce découpage qui est de la
forme 3, les fibres sont isotopes aux courbes dA x {*} des produits A x I quila composent
et qui sont de degré nul. Comme les anneaux (dA) x I contiennent une courbe de singu-
larités isotope a leur ame (et donc aux fibres de M d’apres ’assertion 48), les courbes de
I"'yn(¢) N M sont isotopes aux fibres. O

Lemme 56. — Soit T C N un tore de recollement entre deux composantes fibrées M et M’ de
bpe 3 le long duquel les fibrations ne correspondent pas. Il existe un voisinage tubulaire T x [—1, 1] de
T =T x {0} wclus dans M UM’ et des structures &y, . .., & sur T x [—1, 1] pour lesquelles les
tores T x {1} sont convexes, les composantes des courbes de découpage 'y 11y (E;) sont respectivement
deux fibres de MU et pour lesquelles, pour tout & € T (N, ¢), 1l existe une isotopie de & en &' dans V
relative a V' \ Int(N) quz fait coincider &' | v (-1 1) avec une des structures ;.

Démonstration. — On commence par prouver le fait suivant.

Lemme 37. — 1l existe un épaississement U x [—2,2] de T dans MU M’ tel que toute

composante de Ty oy (§) sout isotope a une fibre de M et toute composante de Iy 9, (§) soit isotope a
une fibre de M'.

Démonstration. — Les intersections IM N dN et 9M’ N dN sont non vides et contien-
nent une courbe de singularités isotope aux fibres. On prend des copies paralléles de ces
courbes singuliéres dans Int(M) et Int(M’). Ce sont des courbes legendriennes isotopes
aux fibres dont I’enroulement (calculé par rapport a la fibration) est nul. On choisit alors
un épaississement T x [—2, 2] de T =T x {0} qui incorpore ces courbes legendriennes
dans son bord. La condition d’enroulement nul fait que celles-ci peuvent étre réalisées,
apres isotopie éventuelle, comme des orbites non singulieres de §'T x {£2}. Elles y impo-
sent donc la condition voulue sur I'ry19;(§). ]

D’apres la classification des structures tendues sur le tore épais [Gi4, Hol], si les
pentes des courbes de découpage au bord de T x [—2, 2] ne coincident pas, on peut
réduire a deux le nombre de leurs composantes. On peut donc, sous les hypotheses du
lemme 56 et les conclusions du lemme 57, isotoper toute structure & | [—9,9) relativement
au bord de T x [—2, 2] en &’ de sorte que les découpages I'ry(11)(§) alent deux com-
posantes isotopes aux fibres de M et de M'. On peut également obtenir que la torsion
de &'|1x(-1.17 soit nulle. Il n’y a qu’un nombre fini de structures de contact tendues sur
T x [—1, 1] qui satisfassent ces conditions. D’ou les structures ¢, . .., { recherchées. [J

On a un résultat dans le méme esprit pour les composantes N(K). On rappelle que
la bouteille de Klein posseéde seulement quatre classes d’isotopie distinctes de courbes fer-
mées simples essentielles et non orientées. Précisément, dans un systéme de coordonnées
() e R/Z) x [0, 1] ou K~ (R/Z) x [0, 1]/(, 0) ~ (—», 1), on obtient quatre repré-
sentants avec les courbes y, ={t =0}, w={p=0}, s={p = %} ety,={y= i,y = %}.
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Similairement, N(K) posséde, a isotopie pres, deux fibrations de Seifert différentes : une
fibration en cercles sur la bande de Mobius dont les fibres sont isotopes a y; et une fibra-
tion de Seifert sur le disque dont les fibres régulieres sont isotopes a y; et les deux fibres
singulieres a yy et ys.

Lemme 58. — Sout T un tore de recollement entre une composante fibrée M de type 3 et un
vorsinage N(K). St aucune des deux fibrations possibles de N(K) ne prolonge celle de M, alors il exuste
un voisinage I x [—=1, 1] de T =T x {0} dans M U N(K) et une famille ¢y, ..., & de structures
de contact sur 'T' x [—1, 1] avec les propriétés suivantes -

— les tores T x {E1} sont ;-convexes et les courbes de découpages vy 41y(E;) sont respective-
ment deux fibres de M et de N(K) (pour une des deux fibrations de N(K));

— toute structure & € T (N, ) est tsotope a une structure &' égale a l'une des structures &; sur
T x [—1, 1] par une isotopre qu est stationnaire en dehors de N.

Démonstration. — On commence par normaliser toute structure § € 7 (N, ¢) au
voisinage de K. Pour cela, on rend, par isotopie de &, la courbe y, legendrienne, puis on
maximise son invariant de Thurston-Bennequin relatif a K, parmi ceux qui sont négatifs
ou nuls. On distingue deux cas.

Si ce nombre de Bennequin maximal est nul, alors y; est, apres isotopie de &,
une courbe non singuliere du feuilletage caractéristique de K. On peut alors trouver un
voisinage T' x [—2,2] de T =T x {0} dans M U N(K) pour lequel le feuilletage caracté-
ristique &1 x {2} contient une courbe non singuliére isotope a y,, c¢’est-a-dire aux fibres
de la fibration de N(K) sur la bande de Mobius, et £€T x {—2} contient une courbe non
singuliere isotope aux fibres de M. Comme on I’a déja vu précédemment, la classifica-
tion des structures tendues sur le tore épais permet, dans le cas ou ces deux directions ne
sont pas isotopes dans T? x [—2, 2], d’isotoper & dans T x [—2, 2] pour I'amener sur un
nombre fini de modeles fixés au préalable dans T x [—1, 1], tous possédant les propriétés
requises dans les conclusions du lemme 58.

Lorsque le nombre de Bennequin maximal de y; est strictement négatif, on iso-
tope K pour que & ne fasse pas de demi-tour inversé le long de ;. On découpe alors K
selon y,. Il apparait un anneau A a bord legendrien que 'on rend convexe par isotopie
C™-petite relative a dA. Le découpage de A est alors constitué de traverses. Ces traverses
donnent dans K une multi-courbe I' qui joue le role de « courbe de découpage » de K.
Ici, on observe que chacune des composantes de I' est isotope a ¥, Y3 ou 4. De plus, le
lemme de réalisation appliqué sur A permet de dessiner sur K des courbes legendriennes
non singulieres paralléles aux composantes de I". Celles-ci sont isotopes aux fibres régu-
lieres de la fibration de N(K) sur le disque et peuvent étre incorporées dans le bord d'un
voisinage de T. On conclut alors comme précédemment. 0J

Demonstration de la proposition 54. — S1 0N = (), alors soit N(= V) est un fibré en tores
sur le cercle, soit N est obtenu en recollant deux voisinages N(K) le long de leur bord.



FINITUDE HOMOTOPIQUE ET ISOTOPIQUE DES STRUCTURES DE CONTACT TENDUES 289

Le cas des fibrés en cercles est traité dans [Gi4] et [Ho2]. On y obtient le théoréme 6 et
donc on peut prendre N; = ¢ dans la proposition 54. Celui ou V=N = N(K) U N(K)
s’étudie de maniére similaire.

Proposition 39. — Soit V.= N(K|) UN(Ky) ou K, et Ky sont des bouteilles de Klemn.
Lespace des structures de contact tendues de torsion inférieure a n € N possede un nombre finr d’orbites
sous laction du groupe engendré par les isotopres et les twists de Dehn.

Démonstration (Esquisse). — Soit & une structure de contact tendue sur V. On nor-
malise le « découpage » de K, puis celui de Ky en minimisant le nombre de leurs com-
posantes. On choisit des petits voisinages « homogenes » N, (K;) de K; et on identifie
I'adhérence de leur complémentaire a T x [—2, 2]. Les découpages I'yx, k,) sont consti-
tués de fibres de 'une des fibrations des N(K;). Si aucune des deux fibrations de N(K)
ne s’étend a N(Ky), alors on peut trouver une isotopie de & en &’ pour laquelle les décou-
pages 'y +11(§") sont constitués de deux fibres de la composante N(K;) correspondante.
Sile nombre de composantes de 'y, ;) n’était pas deux, on trouverait une rocade s’ap-
puyant sur 0N, (K;) et par suite une rocade s’appuyant sur K; qui permettrait de réduire
son découpage. D’ou une contradiction. On peut ainsi se ramener au cas ou toutes les
structures considérées coincident au voisinage des bouteilles K;. La proposition découle
alors de la classification des structures tendues sur le tore épais.

Le cas restant est celui ou V est un fibré de Seifert sur la bouteille de Klein, I’espace
projectif ou la sphére, avec respectivement 0, 2 et 4 fibres singulieres. Pour toute structure
tendue &, la variété V possede de plus une fibre réguliere d’enroulement nul. On excise
un voisinage standard d’une telle fibre réguliére pour ce ramener au cas d’un fibré en
cercles sur une surface a bord, lequel est traité dans la section 4.4. UJ

On suppose maintenant que dN # ). Si deux composantes de type 3 de N sont ad-
jacentes le long d’un tore T, soit leurs fibrations coincident au bord, et on les recolle pour
former une composante fibrée élargie, soit elles sont différentes et, a ’aide du lemme 56,
on se raméne a ’étude d’une famille de structures tendues sur le découpage de N par
T x [—1, 1] qui coincident au bord. Comme dN # @, toute composante N(K), voisinage
d’une bouteille de Klein K, est alors isolée ou adjacente a une composante M de type 3.
Dans le deuxieme cas, le lemme 58 permet, quitte a effectuer un découpage le long du
tore de recollement T (et apres isotopie des structures), de se ramener aux cas de M et
d’une composante N(K) isolée ou de supposer que la fibration de M s’étend en une fi-
bration (de Seifert) sur M U N(K). Pour obtenir la proposition 54, les composantes N(K)
isolées peuvent étre traitées a part, de la méme facon que dans la proposition 59.

Apres ces opérations de réduction, la sous-variété N est un fibré de Seifert au-
dessus d’une surface compacte a bord non vide. Pour toute structure € € 7 (N, ¢), le fibré
N possede une fibre réguliére d’enroulement nul. On se raméne au cas ou N est un fibré
en cercles en retirant a N des voisinages normalisés N(y,), ..., N(y,) des fibres singuliéres
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(rendues legendriennes au préalable) y,, ..., y;. Pour cela, on incorpore dans le bord de
chaque N(y;) une fibre réguliere d’enroulement nul qui forme une orbite périodique
de £§0N(y;). Ceci impose que I'yn(,) est constitué de courbes isotopes aux fibres. On
peut également imposer que #(I'yn(,)) = 2 et d’aprés le théoréeme de classification des
structures tendues sur le tore solide [Gi4, Hol], iy a un nombre fini de structures tendues
sur N(y;) qui ont un tel découpage au bord.

Enfin, maintenant que 'on s’est ramené a un fibré en cercles, on remarque que,
a isotopie pres, toutes les composantes des courbes de découpage présentes au bord sont
S'-invariantes. En conclusion, on obtient la proposition 54. UJ

4.4. Le cas des fibrés en cercles. — Pour conclure la preuve du théoréme 6, on utilise
des résultats de [Gi4, Gi5] et [Ho2] qui classifient les structures de contact tendues sur
les fibrés en cercles : ’ensemble 7 (N, ¢) contient un nombre fini de structures de contact
tendues de torsion donnée, a conjugaison pres par des produits de twists de Dehn le long
de tores incompressibles dans N et d’isotopies. La classification est méme plus précise.

Théoreme 60 [Gi4, Gid, Ho2]. — Soit S une surface compacte orientée de bord non vide et E
un ensemble formé d’un nombre pair (et non nul) de points sur chaque composante de 0S. Sout également
¢ un germe de structure de contact le long de ONM.. On suppose que IM est ¢ -convexe et que sa courbe de
découpage est S' x E.. Les classes d’isotopies de structures de contact tendues sur M qui coincident avec £
sur le bord sont en correspondance byective avec les sous-variétés incompressibles (mais pas nécéssarrement
d-incompressibles) de dimension un I de S avec I" = E.

Dans ce théoreme, il faut voir I' comme la courbe de découpage « minimale »
d’une section {0} x S rendue convexe au préalable. Lorsque ¢ est S'-invariante, alors
toutes les structures tendues sur M qui coincident avec ¢ au bord le sont également (a
isotopie pres).

Dans le cas qui nous intéresse cependant, la base S de 7 : N — S n’est pas toujours
orientable. On se donne une multi-courbe compacte plongée dans S dont le complémen-
taire est orientable et dont la préimage par 7 est une union disjointe de bouteilles de
Klein. Pour toute structure & € 7 (N, ¢), on peut réaliser une isotopie de & a support dans
N pour que chacune de ces bouteilles K contienne une fibre de 7 d’enroulement nul qui
est une orbite non singuliere y de son feuilletage caratéristique. La surface obtenue en
découpant K selon y est un anneau que I’on peut rendre convexe par perturbation C*-
petite de & relative a y. Par extension, on considére que la bouteille K est « convexe »
et que son découpage s’identifie a celui de A. Celui-ci est consitué, apres isotopie, d’'une
union de fibres de 7. En appliquant le lemme de réalisation de feuilletages a A, on ar-
rive sans difficulté & conjuguer la structure & sur un voisinage N(K) de K a la structure
d’équation sin((2n + 1)m £)dx + cos((2n + 1)m t)dy = 0 pour I'identification donnée par

NEK) = {(x,0,0) € [-1, 1] x R/Z x [0, 1]}/ (x, 9, 0) ~ (=x, =y, 1)
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ou K={x=0}.

Sur la section By = {y = 0} de 7 : N(K) — B, on peut matérialiser une courbe de
découpage parles 2n+1 traverses {y =0, t = %}, k€ [0, 2n+ 1[. Méme si By n’est pas
orientable, ce découpage prend un sens lorsqu’on considére le disque a bord legendrien
B, obtenu en découpant By le long de {¢ = 0}. La structure & est S'-invariante au-dessus
de B;.

Dans le complémentaire de 'union de ces voisinages de bouteilles de Klein nor-
malisés, qui est le produit My dune surface compacte orientable Sy par le cercle, on
minimise, comme dans le théoreme 60, le découpage d’une section {0} x Sy dont le bord
est égal a celui des bandes de Mobius By trouvées dans chaque N(K). Comme elle est
sur les composantes de dMj (apres utilisation du lemme de réalisation de feuilletages), la
structure & est, d’apres le théoréme 60, (isotope & une structure) S'-invariante sur S' x S;.
On recolle la courbe de découpage obtenue sur {0} x S, avec les arcs tracés sur les B.
On obtient ainsi une « courbe de découpage » I's(§) de S. Soit £(£) le nombre de com-
posantes de I's(§).

Si k(€) est borné indépendemment de &€ € 7 (N, ¢), alors toutes les configurations
possibles pour la famille (I's(§))ee7(n,¢) se déduisent d’un nombre fini d’entre elles par
des twists de Dehn et des isotopies de S. Comme & est déterminée par I's(§) et que tout
twist de Dehn sur S provient d’un twist le long d’un tore de N, on termine la démonstra-
tion du théoréme 6.

Dans le cas contraire, pour tout p > 0, il existe une structure &, € 7 (N, {) pour
laquelle la courbe de découpage I's(§,) contient une famille de p courbes paralléles. Celle-
ci est incluse dans un anneau A C S. La fibration est triviale au-dessus de A, et sur 7 ~' (A)
la structure &, est S'-invariante. On vérifie facilement que le tore épais (77 7' (A), &| 1))
contient un tore de torsion [g] — 1, d’ott une contradiction avec la borne mise sur la
torsion des structures de 7 (N, ¢).

5. Finitude pour les neeuds legendriens

Pour finir, on démontre ici le théoréme 10. Soit K une classe topologique de noeuds
dans $° et K un de ses représentants. On note ¢, la structure de contact standard sur
$3 V la variété a bord S* \ Int(N(K)) et K¢,.n Pensemble des nceuds legendriens de
(S?, &) dans la classe K dont I'invariant de Thurston—Bennequin vaut z. Tout nceud
L € K, posséde un voisinage tubulaire N(L) = D? x S' contenant L. comme {0} x S'
et « standard » au sens ou {y y est définie par

sinfdx+cos@dy=0, (x,9,6) eD? x S

Pour tout L € Ky, ,,, 1a restriction de ¢, a $*\ Int(N(L)) donne une structure de contact &,
sur V. La feuilletage caractéristique &, 0V est déterminé, a isotopie pres, par la pente de
ses lignes singulieres. Cette pente elle-méme est déterminée par I'invariant de Thurston—
Bennequin z de L. On peut donc supposer que toutes les structures &, L € ICy, ,,, coinci-
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dent le long de dV. Or la variété V est irréductible et les structures &, sont tendues et de
torsion nulle : d’apres le théoreme 8, elles vivent dans un nombre fini de classes, modulo
isotopie et conjugaison par des twists de Dehn sur des tores. Vus dans S8°, ces twists sont
1sotopes a I'identité. Si &p, et &, sont dans une méme classe, 1l existe donc une isotopie de
S? issue de l'identité dont le temps 1 envoie L sur L. et préserve ¢;. Comme espace des
structures de contact tendues positives sur S est simplement connexe [El3], cette isoto-
pie peut étre déformée en une isotopie de contact qui améne L sur L. C’est une isotopie
legendrienne entre L et L.

Question 61. — Dans une classe d’isotopie de nocuds donnée, existe-t-il un nombre
fini de nceuds legendriens dont tout nceud legendrien se déduise par isotopie legendrienne
et stabilisation ?
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