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1. Introduction

1.1. Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique p > 0, W =
W(k) l’anneau des vecteurs de Witt à coefficients dans k et σ l’endomorphisme de
Frobenius de k et de W. Soient A une k-variété abélienne ordinaire de dimension
g et M l’espace de modules formel des déformations de A sur les W-algèbres
artiniennes locales de corps résiduel k. Par le théorème de Serre-Tate [25], il
existe un isomorphisme canonique de W-schémas formels

M
∼−→ HomZp(TpA(k) ⊗ TpÂ(k), Ĝm),

où Â est la variété abélienne duale de A et Tp est le module de Tate. Dwork
([13] Appendice) a montré qu’une structure de groupe formel torique sur M est
imposée par la donnée d’un W-morphisme Φ : M → M(σ) qui relève le Frobe-
nius. En particulier, la structure de groupe formel de Serre-Tate est complètement
déterminée par le relèvement canonique du Frobenius Φcan :M→M(σ) défini de
la façon suivante. Soient A/M le schéma abélien formel universel, p A le noyau
de la multiplication par p et p A◦ ⊂ p A sa composante connexe neutre. Alors p A◦

est l’unique sous-schéma en groupes fermé de p A, fini et plat sur M de rang pg

qui relève le noyau de l’isogénie de Frobenius A → A(σ). Le morphisme Φcan est
défini par l’isomorphisme de schémas abéliens formels Φ∗

can(A
(σ)) � A/p A◦.

Dans un cadre global, Dwork a conjecturé que le relèvement canonique
du Frobenius est surconvergent (problème du relèvement excellent). Soient X un
W-schéma formel topologiquement de type fini et A → X un schéma abélien
formel tel que Ak → Xk soit une famille de variétés abéliennes ordinaires. Soient
pA le noyau de la multiplication par p, pA

et son plus grand quotient étale et pA
◦

le noyau du morphisme naturel pA → pA
et. On désigne par Φk l’endomorphisme

de Frobenius absolu de Xk. On suppose donné un diagramme cartésien

A /pA
◦ ��Θ

��

A

��
X ��Φ

X

tel que Φ relève Φk et Θ relève le morphisme naturel (A /pA
◦
)k = A (Φk)

k → Ak

(noter que pA
◦ relève le noyau de l’isogénie de Frobenius Ak → A (Φk)

k ). Un tel
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diagramme existe pour certains espaces de modules de variétés abéliennes. Dans ce
cas, Dwork a conjecturé que Φ est surconvergent (voir Définition 7.1.1). Deligne,
Dwork [15] et Lubin-Tate [24] ont démontré cette conjecture pour les familles de
courbes elliptiques. Ensuite Dwork [16] l’a utilisé pour montrer que la fonction
L unité de la famille universelle de Legendre des courbes elliptiques ordinaires
admet un prolongement méromorphe à tout Cp. Dans cet article, on démontre la
surconvergence en dimension arbitraire sous l’hypothèse p ≥ 3 et on en déduit une
application à l’étude de certaines fonctions L unités.

1.2. On commence par reformuler le problème de surconvergence en termes
modulaires. Soient K un corps de valuation discrète complet de caractéristique 0,
de corps résiduel k parfait de caractéristique p > 0, OK son anneau d’entiers
et vp sa valuation normalisée par vp(p) = 1. On pose S = Spec(OK) et S1 =
Spec(OK/pOK). On appelle valuation p-adique tronquée l’application OK/pOK →
Q ∩ [0, 1] induite par vp. Soit M un ϕ-OS1-module, c’est à dire un OS1-module
libre de type fini muni d’un endomorphisme semi-linéaire ϕ : M → M. On définit
la hauteur de Hodge de M comme la valuation p-adique tronquée du détermi-
nant d’une matrice de ϕ. Soient A un S-schéma abélien de dimension relative g,
A1 = A×S S1 et pA le noyau de la multiplication par p. Le Frobenius de A1 fait de
H1(A1,OA1) un ϕ-OS1-module. Il s’agit de construire, sous l’hypothèse que la hau-
teur de Hodge de H1(A1,OA1) est plus petite qu’un nombre rationnel b(g) > 0, un
sous-schéma en groupes fermé canonique Hcan ⊂ pA fini et plat sur S de rang pg.
Si Ak est ordinaire, on demande que Hcan soit la composante connexe neutre
de pA. Pour ce faire, on étudie la ramification des schémas en groupes finis et
plats sur S, en utilisant la théorie de ramification de Abbes-Saito [1,2]. Soit G
un S-schéma en groupes fini et plat. On définit sur G une filtration décroissante
exhaustive canonique (Ga, a ∈ Q ≥0) par des sous-schémas en groupes fermés finis
et plats sur S. Pour tout nombre réel a ≥ 0, on pose Ga+ = ∪b>aGb (où b ∈ Q ).

1.2.1. Théorème. — Supposons p ≥ 3 et notons e l’indice de ramification absolu de

K et j = e/(p − 1). Soit A un S-schéma abélien de dimension relative g tel que la hauteur

de Hodge de H1(A1,OA1) est strictement plus petite que inf
(

1
p( p−1)

,
p−2

( p−1)(2g( p−1)−p)

)
. Alors

le cran pAj+ de la filtration canonique de pA est fini et plat sur S de rang pg . De plus, si

Ak est ordinaire, alors pAj+ est la composante connexe neutre de pA.

Soient K une clôture algébrique de K et OK la clôture intégrale de OK

dans K. Pour démontrer le théorème, on est amené à donner une description dif-
férentielle de la filtration canonique de pA. On procède en deux étapes. D’abord,
on décrit la filtration duale sur H1(AK, Z/pZ) via la suite spectrale des cycles éva-
nescents p-adiques, en termes de filtration par les symboles ([5] Section I). Ensuite,
on en déduit des descriptions différentielles du cran pAj+(K)⊥ grâce à un calcul



SOUS-GROUPES CANONIQUES 119

syntomique. On démontre en particulier que pAj+(K)⊥ = ker(θ(−1)), où

θ : H1(AK, Z/pZ(1)) −→ H0
(
A,Ω1

A/S

) ⊗OK OK/pOK

est un homomorphisme classique en théorie de Kummer. Il faut noter que cette
description simple ne permet pas de calculer le rang de pAj+. Pour démontrer le
théorème, on a besoin de toute la puissance du calcul syntomique.

Le théorème 1.2.1 se généralise facilement aux S-schémas semi-abéliens de
fibres génériques des variétés abéliennes (Corollaire 6.1.2). En dimension relative 1,
la filtration canonique de pA se résume au sous-groupe canonique de Lubin et
Tate [24] (Proposition 2.4.1). Dans ce cas, le théorème 1.2.1 ne donne pas la
meilleure estimation sur la hauteur de Hodge de H1(A1,OA1) pour l’existence du
sous-groupe canonique.

1.3. Le théorème 1.2.1 implique la conjecture du relèvement excellent de
Dwork pour des espaces de modules de variétés abéliennes. On traite dans cet ar-
ticle l’exemple du problème de module Ag,N paramétrisant les schémas abéliens de
dimension relative g, principalement polarisés, avec structure de niveau N. D’après
[29], ce module est représentable par un W-schéma quasi-projectif connexe et lisse.
Sa complétion formelle le long de sa fibre spéciale contient un ouvert formel cano-
nique Q qui ind-représente les variétés abéliennes ordinaires. Par propriété univer-
selle, Q est muni d’un relèvement canonique du Frobenius de Q k. On démontre
dans le théorème 8.1.1 qu’il est surconvergent. Soit H le premier groupe de coho-
mologie de de Rham relative de la famille universelle sur Q . Grâce à la formule
des traces de Dwork-Monsky, on en déduit une formule qui exprime le produit
infini des fonctions L des puissances symétriques paires du dual de la partie unité
de H, en termes de déterminants de Fredholm d’opérateurs de Dwork (Proposition
8.3.2). Les opérateurs en question sont induits par la trace du relèvement cano-
nique du Frobenius. Ils généralisent l’opérateur d’Atkin U des formes modulaires
p-adiques défini pour g = 1 (voir [24] 3.11). Dans ce cas (i.e. g = 1) la formule
est due à Dwork ([16] et [24] A3.1.5). La construction de ces opérateurs est la
première étape d’un projet qui a pour but le développement d’une théorie des
formes modulaires p-adiques de Siegel (et pour d’autres variétés de Shimura) sur
le modèle de la théorie elliptique développée par Dwork [16], Katz [24], Coleman
[10,11], ....

1.4. La section 2 de cet article est consacrée à des rappels et compléments
sur la filtration de ramification. Dans la section 3, on démontre le théorème 3.1.2
qui relie la filtration de ramification sur la p-torsion d’un S-schéma abélien à la
filtration par les symboles sur les cycles-évanescents p-adiques. Le calcul syntomique
est développé dans la section 4. Le théorème 1.2.1 est démontré dans la section 6.
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La section 7 contient des rappels et compléments sur la formule des traces de
Dwork-Monsky. La dernière section contient l’application à Ag,N décrite plus haut.
L’article se termine avec un appendice qui contient en particulier deux applications
du théorème de la fibre réduite de Bosch-Lütkebohmert-Raynaud [9]. La première
application est une généralisation en géométrie rigide de la notion de composante
connexe neutre d’un schéma en groupe sur une base. La seconde application est
un énoncé de spécialisation du conducteur qui n’est pas utilisé dans l’article.

1.5. Notations. — Dans cet article, K est un corps complet pour une valua-
tion discrète. On note OK son anneau de valuation, k son corps résiduel qu’on
suppose de caractéristique p > 0, π une uniformisante et v la valuation normali-
sée par v(π) = 1. Soient K une clôture séparable de K, OK la clôture intégrale
de OK dans K, k son corps résiduel, et GK le groupe de Galois de K/K. On
désigne aussi par v la valuation de K qui prolonge v. Pour tout a ∈ Q , on pose
ma = {x ∈ K; v(x) ≥ a}.

À partir de la section 3 (à l’exception de l’appendice) on suppose K de ca-
ractéristique 0 à corps résiduel k parfait. On note vp la valuation de K normalisée
par vp(p) = 1. Pour tout a ∈ Q , on pose na = {x ∈ K; vp(x) ≥ a}.

On pose S = Spec(OK) et S = Spec(OK). On désigne par s et η (resp. s
et η) les points fermé et générique de S (resp. de S).

On note SFAOK la catégorie des schémas formels adiques noetheriens affines
X sur OK tels que le sous-schéma fermé Xred, défini par le plus grand idéal de
définition, est un schéma de type fini sur Spec(k).

Pour une K-variété affinoïde X, on note π0(XK) l’ensemble de ses compo-
santes connexes géométriques.

Pour un schéma X, on note D(Xet) la catégorie dérivée de la catégorie des
faisceaux abéliens sur le petit site étale de X.

2. La filtration de ramification

2.1. Soient A une OK-algèbre finie et plate et i : Spf(A) → X une OK-
immersion fermée dans un objet X de SFAOK . Soit a > 0 un nombre rationnel.
Dans [1,2] et [12] Chapitre 7, on associe à i une K-variété affinoïde Xa, appe-
lée voisinage tubulaire d’épaisseur a de i. Rappelons brièvement sa construction.
Soient X = Spf(A ), I ⊂ A l’idéal qui définit l’immersion fermée i, et m, n > 0
deux entiers tels que a = m/n. Soient A 〈In/πm〉 la complétion π-adique du sous-
anneau de A ⊗OK K engendré par A et les éléments f /πm pour f ∈ In. Alors
Cm,n = A 〈In/πm〉 ⊗OK K est une K-algèbre affinoïde qui ne dépend que de a et
Xa = Sp(Cm,n). De plus, pour tout nombre rationnel b ≥ a, il existe un mor-
phisme canonique Xa → Xb qui fait de Xa un sous-domaine rationnel de Xb.
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Soient E (A/OK) l’ensemble des OK-immersions fermées i : Spf(A) → X dans un
objet X de SFAOK qui est formellement lisse sur OK, et E◦(A/OK) ⊂ E (A/OK)

le sous-ensemble formé par les i tels que Spf(A)red � Xred. Ces deux ensembles
forment naturellement des catégories cofiltrantes. Par un théorème de fibration ([2]
Lemme 1.8), le système projectif (π0(Xa

K
))E (A/Ok) est constant. On pose

F a(A) = lim←−
E (A/OK)

π0

(
Xa

K

)
.

Soient AFPOK la catégorie des OK-algèbres finies et plates et GK−Ens la catégorie
des ensembles finis munis d’une action continue de GK. On désigne par

F : AFP◦
OK

−→ GK−Ens
A �−→ Spec(A)(K)

le foncteur des points géométriques. On vérifie facilement que la construction rap-
pelée ci-dessus fournit pour tout a ∈ Q >0, un foncteur

F a : AFP◦
OK

−→ GK−Ens,

et des morphismes de foncteurs ϕa : F → F a et ϕb
a : F a → F b pour a ≥ b > 0,

vérifiant les relations ϕb = ϕa ◦ ϕb
a et ϕc

a = ϕb
a ◦ ϕc

b pour a ≥ b ≥ c > 0. La propriété
suivante est immédiate.

2.1.1. Lemme. — Soient A et B deux objets de AFPOK et a ∈ Q >0. Il existe un

isomorphisme canonique et bifonctoriel

F a(A ⊗OK B)
∼−→ F a(A) × F a(B).

De plus, cet isomorphisme est associatif et compatible au morphisme de foncteurs ϕa.

Pour a > 0 un nombre réel, on pose

F a−(A) = lim←−
0<b<a

F b(A) et F a+(A) = lim−→
b>a

F b(A),

où b est un nombre rationnel.

2.1.2. Proposition ([1] Propositions 6.2 et 6.4). — Soit A une OK-algèbre finie plate

et intersection complète relative sur OK (voir EGA IV 19.3.6).

(i) Pour tout a ∈ Q >0, le morphisme naturel F(A) → F a(A) est surjectif.

(ii) L’application naturelle F(A) → lim←−
a∈Q >0

F a(A) est une bijection.
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(iii) La fonction a �→ F a(A) est continue à gauche et ses sauts sont rationnels, i.e.,

F a−(A) = F a(A) si a est rationnel et F a−(A) = F a+(A) si a est irrationnel.

2.1.3. Remarque. — Soit A une OK-algèbre finie plate. Par EGA IV 19.2.4,
19.3.2 et 19.3.7, A est une intersection complète relative sur OK si et seulement
si A est localement un anneau d’intersection complète.

2.1.4. Définition. — Soit A une OK-algèbre finie et plate et intersection complète relative

sur OK, telle que AK = A ⊗OK K soit étale sur K. On définit le conducteur de A/OK ou

de Spec(A)/OK par

c(A/OK) = c(Spec(A)/OK) = inf{a ∈ Q >0|F(A)
∼→ F a(A)}.

C’est un nombre rationnel par la proposition 2.1.2.

2.1.5. Lemme. — Soit K′/K une extension de corps de valuation discrète complets

(pas nécessairement finie) d’indice de ramification e. Soit A une OK-algèbre finie et intersection

complète relative sur OK, telle que AK = A ⊗OK K soit étale sur K. Alors A′ = A ⊗OK OK′

est une intersection complète relative sur OK′ et on a c(A′/OK′) = ec(A/OK).

Preuve. — Si B est une OK-algèbre topologique π-adique, on pose

B⊗̂OKOK′ = lim←−
n

B/πnB ⊗OK OK′/πnOK′.

Soit i : Spf(A) → X = Spf(A ) une OK-immersion fermée d’idéal I, où A =
OK〈X1, ..., Xn〉 est la complétion π-adique de l’anneau des polynômes OK[X1,

..., Xn]. Alors A ′ := A ⊗̂OKOK′ � OK′ 〈X1, ..., Xn〉, A⊗̂OKOK′ = A ⊗OK OK′ = A′

car A est fini sur OK, et i induit une OK′-immersion fermée i′ : Spf(A′) → X =
Spf(A ′) d’idéal IA ′. Soient a ∈ Q >0, Xa le a-ème voisinage tubulaire de i (défini
sur K) et X′a le a-ème voisinage tubulaire de i (défini sur K′). Par [6] 9.3.6/1 (i),
on a Xa⊗̂KK′ ∼−→ X′ea. On fixe K

′
une clôture séparable de K′ contenant K.

Soient Xa (resp. X′ea) le modèle entier normalisé de Xa sur OK (resp. X′ea sur OK
′ ),

qu’on suppose défini sur une extension séparable finie K1 de K (resp. K′
1 de K′

contenant K1) (voir [1] Section 4). On en déduit un isomorphisme de OK′
1
-schémas

formels Xa⊗̂OK1
OK′

1
� X′ea. D’où par [1] Corollaire 4.4, on a π0(Xa

K
) � π0(X′ea

K
′).

Le lemme s’ensuit. ��
2.1.6. Lemme. — Soient A et B deux S-schémas abéliens, f : B → A une isogénie

(i.e. un morphisme de schémas en groupes qui est fini et plat) génériquement étale et G le noyau

de f . Soient α et β les points génériques des fibres spéciales de A et B respectivement et Ôα

et Ôβ les complétions de leurs anneaux locaux. Alors c(Ôβ/Ôα) = c(G/OK).
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Preuve. — Comme Spec(Ôβ) est un torseur sur Spec(Ôα) sous G, il existe
un isomorphisme de Ôβ-schémas

Spec(Ôβ ⊗Ôα
Ôβ) � G ⊗OK Ôβ.

L’indice de ramification de Ôβ/OK vaut 1. Donc par le lemme 2.1.5, on a c(G⊗OK

Ôβ/Ôβ) = c(G/OK) et c(Ôβ ⊗Ôα
Ôβ/Ôβ) = c(Ôβ/Ôα). Le lemme s’ensuit. ��

2.1.7. Remarque. — Le lemme 2.1.6 est un énoncé facile de spécialisation
du conducteur. On démontre dans l’appendice (Proposition A.1.3) un énoncé plus
général qui n’est pas utilisé dans cet article.

2.2. Cohomologie galoisienne des corps locaux. — La construction rappelée au dé-
but de la section a été introduite dans [1] pour définir deux filtrations décroissantes
G a

K et G a
K,log (a ∈ Q ≥0) de GK = Gal(K/K) par des sous-groupes fermés distingués,

dites respectivement filtration de ramification et filtration de ramification logarith-
mique. On considère sur H1(K, Z/pZ) = Homcont(GK, Z/pZ) la filtration duale de
la filtration logarithmique, définie pour a ∈ Q ≥0 par

filaH1(K, Z/pZ) = {
ρ ∈ Homcont(GK, Z/pZ) | ρ

(
G a+

K,log

) = 0
}
.

2.2.1. Proposition. — i) Soient L une extension galoisienne finie de K contenue dans K,

G son groupe de Galois et Ga et Ga
log (a ∈ Q ≥0) les filtrations de G quotients des filtrations

de ramification de GK. Si l’indice de ramification de L/K vaut 1 et si G est un Fp-espace

vectoriel, alors Ga = Ga
log pour tout a ∈ Q ≥0.

ii) Pour tout a ∈ Q ≥0, on a filaH1(K, Z/pZ) = fil[a]H1(K, Z/pZ), où [a] est la

partie entière de a.

iii) La filtration fil•H1(K, Z/pZ) coïncide avec la filtration définie par Kato dans [22].

iv) On suppose que K est de caractéristique 0 et contient ζ une racine primitive

p-ème de l’unité. Soient e = v(p) l’indice de ramification absolu de K, e′ = ep/(p − 1)

et h : K× → H1(K, Z/pZ) l’application symbole obtenu à partir de la suite exacte de

Kummer et de l’isomorphisme Z/pZ � µp défini par ζ . On a alors :

filnH1(K, Z/pZ) =
{

h(1 + π e′−nOK) si 0 ≤ n < e′,
H1(K, Z/pZ) si n ≥ e′.

Preuve. — i) Comme G est un Fp-espace vectoriel, on peut le supposer iso-
morphe à Fp. Dans ce cas, l’extension OL/OK est monogène et l’assertion découle
directement de [1] Lemme 3.9. ii) Un élément non nul ρ ∈ H1(K, Z/pZ) dé-
termine une extension galoisienne L/K d’ordre p. On a ρ ∈ filaH1(K, Z/pZ) si
et seulement si c(OL/OK) ≤ a. Or le conducteur d’une telle extension est claire-
ment un entier. iii) découle de [22] Proposition 6.8. iv) découle de iii) et [22]
Proposition 4.1. ��
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2.3. Schémas en groupes. — Soit GrOK la catégorie des OK-schémas en groupes
commutatifs finis et plats. Soient G = Spec(A) un objet de GrOK et a ∈ Q >0. Par
fonctorialité et le lemme 2.1.1, la structure de schéma en groupes commutatifs de
G induit une structure canonique de groupe commutatif sur F a(A). De plus, le
morphisme G(K) = F(A) → F a(A) est un homomorphisme de groupes. Comme
A est une intersection complète relative sur OK, cet homomorphisme est surjectif.
On en déduit que GK agit sur F a(A) par des homomorphismes de groupes. En
particulier, le noyau Ga(K) = ker(G(K) → F a(A)) est un groupe commutatif
muni d’une action continue de GK. Donc il définit un faisceau abélien fini pour
la topologie étale sur η. De façon équivalente, Ga(K) définit un K-schéma en
groupes fini étale Ga

η, qui est canoniquement un sous-schéma en groupes fermé
de Gη. L’adhérence schématique Ga de Ga

η dans G est un sous-schéma en groupes
fermé de G, fini et plat sur OK ([30] 2.1).

2.3.1. Définition. — La filtration décroissante (Ga, a ∈ Q ≥0), définie ci-dessus pour

a > 0 et prolongée par G0 = G, est appelée filtration canonique de G.

Par fonctorialité, un morphisme u : H → G de GrOK induit, pour tout a ∈
Q ≥0, un morphisme canonique ua : Ha → Ga de GrOK .

2.3.2. Lemme. — Soit u : H → G un morphisme fini plat et surjectif de GrOK . Pour

tout a ∈ Q ≥0, le morphisme ua(K) : Ha(K) → Ga(K) est surjectif.

Preuve. — Le morphisme u est d’intersection complète. Donc par [2] Lemme
2.1 (3), on peut trouver un diagramme cartésien

H ��i

��
u

X

��
f

G ��j
Y

avec i ∈ E◦(H/OK), j ∈ E◦(G/OK) et f est fini et plat. D’où pour tout a ∈ Q >0, le
morphisme f a : Xa → Ya, induit par f sur les voisinages tubulaires, est fini et plat.
Soient Xa

◦ et Ya
◦ les composantes connexes géométriques de Xa et Ya contenant

les éléments neutres de H et G respectivement. Le morphisme Xa
◦ → Ya

◦ induit
par f a est fini et plat, donc surjectif. Le lemme s’ensuit car Ha(K) = i−1(Xa

◦(K))

et Ga(K) = j−1(Ya
◦(K)). ��

Soient G un objet de GrOK et N ⊂ G(K) un sous-groupe stable sous l’action
de GK. Soient Nη le sous-K-schéma en groupes fermé de Gη associé à N, et NS

son adhérence schématique dans G. Alors NS est un sous-schéma en groupes fermé
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de G, fini et plat sur OK, et le quotient G/NS est un objet de GrOK . Pour tout
a ∈ Q >0, on pose

Sa(G) = {N ⊂ G(K) sous groupe GK − stable
tel que c((G/NS)/OK) < a}.

2.3.3. Corollaire. — Pour tout a ∈ Q >0, on a Ga(K) = ∩N∈Sa(G)N.

Preuve. — Par construction, on a Ga = Ga(K)S. Par le lemme 2.3.2, le mor-
phisme Ga(K) → (G/Ga)a(K) est surjectif. On en déduit que (G/Ga)a(K) = 0,
c((G/Ga)/OK) < a et Ga(K) ∈ Sa(G). Inversement, si N ∈ Sa(G), alors il existe un
morphisme Ga → (G/N)a = 0 qui montre que Ga(K) ⊂ N. ��

2.3.4. Remarque. — Pour des applications ultérieures, rappelons l’analogue du
corollaire 2.3.3 pour les extensions finies galoisiennes de K. Soit L/K une extension
finie galoisienne de groupe de Galois ∆ et soit (∆a, a ∈ Q ≥0) la filtration de
ramification supérieure de ∆ ([1] Remark 3.5). Pour tout nombre rationnel a > 0,
on pose

Sa(∆) = {H � ∆ tel que c(LH/K) < a}.
Alors ∆a = ∩H∈Sa(∆)H.

Soit G un objet de GrOK . Pour a ≥ 0 un nombre réel, on pose Ga+ = ∪b>aGb

et si a > 0, Ga− = ∩0<b<aGb, où b désigne un nombre rationnel. La proposi-
tion 2.1.2 implique que la filtration canonique est semi-continue à gauche avec un
nombre fini de sauts qui se produisent en des nombres rationnels.

2.3.5. Lemme. — Le sous-groupe G0+ est la composante connexe neutre de G.

Preuve. — On considère la suite exacte canonique 0 → G◦ → G → Get → 0.
[1] Proposition 6.3 (iii) montre que c(Get) = 0. Soit a ∈ Q >0. L’existence du
morphisme Ga → (Get)a = 0 montre que Ga ⊂ G◦. D’où G0+ ⊂ G◦. Inverse-
ment, le morphisme Ga(K) → (G/G0+)a(K) est surjectif. Donc (G/G0+)a = 0 et
c(G/G0+) = 0. On en déduit par [1] Proposition 6.3 (iii) que G/G0+ est étale.
Donc G◦ ⊂ G0+. ��

2.4. Application aux variétés abéliennes. — On suppose que K est de caractéris-
tique 0 et on note e l’indice de ramification absolu de K. Soient A un S-schéma
abélien, pA le noyau de la multiplication par p et (pAa, a ∈ Q ≥0) sa filtration
canonique.
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2.4.1. Proposition. — Supposons p ≥ 5. Soient A un schéma elliptique sur S, ω une

OK-base de Γ(A,Ω1
A/S) et Ep−1 la série d’Eisenstein de poids (p − 1) ([24] 2.1).

(a) Si v = v(Ep−1(A, ω)) ≥ ep/(p + 1), alors

pAa =
{

0 si a > ep2/(p2 − 1),

pA si 0 ≤ a ≤ ep2/(p2 − 1).

(b) Si v = v(Ep−1(A, ω)) < ep/(p + 1), alors

pAa =




0 si a > (ep − v)/(p − 1),

K si pv/(p − 1) < a ≤ (ep − v)/(p − 1),

pA si 0 ≤ a ≤ pv/(p − 1).

où K est le sous-groupe canonique de Lubin-Tate ([24] Section 3).

Preuve. — D’après [24] Section 3.6, il existe un paramètre X du groupe
formel G de A/S normalisé par la condition [ξ](X) = ξX pour toute ξ ∈ Zp

racine (p − 1)-ème de l’unité. Pour un tel paramètre, on a

[p](X) = pX + αXp +
p∑

m=2

cmXm( p−1)+1 + cp+1Xp2 +
∑

m≥p+2

cmXm( p−1)+1,

où α ≡ Ep−1(A, ω) mod p et vp(cm) ≥ 1 si m �≡ 1 mod p. Ceci permet de cons-
truire le polygone de Newton de la série [p](X), qui est un générateur de l’idéal
qui définit l’immersion fermée pA◦ → G = Spf(OK[[X]]). La proposition découle
directement de la description du polygone de Newton (voir [24] page 127). ��

Soient A un schéma abélien sur S, As sa fibre spéciale et ν le point gé-
nérique de As. Soient Ôν la complétion de l’anneau local de A en ν et L son
corps de fractions. Soient [p] : A → A la multiplication par p, pA son noyau et
Ôν → Ô[p]

ν et L → L[p] les extensions qu’elle induit en ν. On fixe une clôture
séparable L de L contenant K. Dans la suite, on note avec un indice L les fonc-
teurs sur AFPÔν

(i.e. FL, F a
L, ...) et avec un indice K les foncteurs sur AFPOK (i.e.

FK, F a
K, ...). Comme [p] : A → A est un pA-torseur, alors on a un isomorphisme

canonique

pA(K) = FK(pA)
∼−→ FL

(
Ô[p]

ν

) = Spec
(
Ô[p]

ν

)
(L).(1)

2.4.2. Proposition. — L’isomorphisme (1) induit pour tout nombre rationnel a > 0 un

isomorphisme

F a
K(pA)

∼−→ F a
L

(
Ô[p]

ν

)
.
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Preuve. — Il suffit de démontrer la proposition après un changement de base
fini OK → OK′ . On suppose donc que pA(K) = pA(K). L’extension L[p]/L est
galoisienne de groupe ∆ = pA(K). Soient H ⊂ pA(K) un sous-groupe, Hη ⊂ pAη

le K-schéma en groupes qui lui est associé et HS ⊂ pA l’adhérence schématique
de Hη dans pA. Soient B = A/HS, qui est un S-schéma abélien, et f : B → A
l’isogénie induite par l’isogénie [p] : A → A. Soient β le point générique de la
fibre spéciale de B et Ôβ la complétion de l’anneau local de B en β. Par le
lemme 2.1.6, on a

c((L[p])H/L) = c(Ôβ/Ôν) = c((pA/HS)/OK).

On en déduit que Sa(pA) = Sa(∆), où ces ensembles sont définis dans la sous-
section 2.3. Donc pAa(K) = ∆a, ce qui est équivalent à l’énoncé de la proposition.

��

3. Cycles évanescents p-adiques

Dans la suite de l’article, on suppose K de caractéristique 0 à corps résiduel
k parfait de caractéristique p > 0.

3.1. Soit X un S-schéma lisse et X = X ×S S. On considère le diagramme
cartésien

Xs
��i

��

X

��

Xη
oo j

��
s �� S ηoo

(2)

et les faisceaux étales sur Xs

Ψq = i
∗
Rqj∗(Z/pZ(q)).

La suite exacte de Kummer 0 → µp → Gm → Gm → 0 sur Xη induit l’application
symbole

hX : i
∗
j∗O

×
Xη

−→ Ψ1.

On pose U0Ψ1 = Ψ1 et pour a ∈ Q >0, UaΨ1 = hX(1 +mai
∗
(OX)).

3.1.1. Lemme. — Soient e = v(p) l’indice de ramification absolue de K et e′ =
ep/(p − 1). Pour tout nombre rationnel a ≥ e′, on a UaΨ1 = 0.
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Preuve. — Soient K′ une extension finie de K contenue dans K, S′ =
Spec(OK′) s′ = Spec(k′) son point fermé et η′ = Spec(K′) son point générique.
On considère le diagramme

Xs′

��

��i′ XS′

��

Xη′oo j ′

��
s′ �� S′ η′oo

et les faisceaux étales sur Xs′

Ψ
q
K′ = i′∗Rqj ′∗(Z/pZ(q)).

On a aussi une application symbole hXS′ : i′∗j ′∗O
×
Xη′ → Ψ1

K′ . On pose U0Ψ1
K′ = Ψ1

K′

et UnΨ1
K′ = hXS′ (1 + πn

K′ i′∗(OXS′ )) pour n > 0 un entier, où πK′ est une unifor-
misante de K′. On prolonge cette définition aux nombres rationnels a ≥ 0 par
UaΨ1

K′ = U[a]Ψ1
K′ . Alors, il existe un isomorphisme canonique Ψ1 � lim−→

K′
Ψ1

K′ . Pour

tout nombre rationnel a ≥ 0, on a UaΨ1 = lim−→
K′

UaeK′/KΨ1
K′ , où eK′/K est l’indice

de ramification de K′/K. Par [5] Corollaire 1.4.1, on a UaΨ1
K′ = 0 pour tout

a ≥ e′eK′/K. Le lemme s’ensuit. ��

On a Ψ0 � Z/pZ. Si X est propre et lisse sur S, alors il existe une suite
spectrale

E,t
2 = H

(
Xs,Ψ

t
)
(−t) ⇒ H+t(Xη, Z/pZ).

Elle induit la suite exacte

0 → H1(Xs, Z/pZ) → H1(Xη, Z/pZ)
u→ H0

(
Xs,Ψ

1
)
(−1)

→ H2(Xs, Z/pZ)
(3)

3.1.2. Théorème. — Soient A un S-schéma abélien, pA le noyau de la multiplication

par p, et u le morphisme défini dans la suite exacte (3). Sous l’accouplement parfait canonique

pA(K) × H1(Aη, Z/pZ) −→ Z/pZ,(4)

on a pour tout a ∈ Q ≥0,

pAa+(K)⊥ =
{

u−1
(
H0

(
As, Ue′−aΨ1

)
(−1)

)
si 0 ≤ a < e′,

H1(Aη, Z/pZ) si a ≥ e′.
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Preuve. — On peut supposer k algébriquement clos. Soit K′ une extension
finie de K d’indice de ramification eK′/K. Le changement de base OK → OK′ a
pour seul effet sur l’énoncé du théorème de multiplier les indices des filtrations
par eK′/K. Donc quitte à effectuer un tel changement de base, on peut supposer
que K contient une racine primitive p-ème de l’unité, pA(K) = pA(K), les sauts
de la filtration canonique de pA(K) sont entiers et on a H0(As,Ψ

1) = H0(As,Ψ
1
K).

Par le lemme 3.1.1, le théorème 3.1.2 pour a = 0 se réduit à la relation

pA0+(K)⊥ = H1(As, Z/pZ),(5)

qui découle directement du lemme 2.3.5. L’accouplement (4) induit grâce à (5) un
accouplement parfait

pA(K)0+ × im(u) −→ Z/pZ.(6)

Soient ν le point générique de As = As et ν un point géométrique au dessus de ν.
Soient Oν l’anneau local de A en ν, Ôν sa complétion, Oν la henselisation de Oν

en ν et Ôν la henselisation de Ôν en ν. Soient L0 le corps de fractions de Oν,
Lnr

0 le corps de fractions de Oν, L le corps de fractions de Ôν et Lnr le corps de
fractions de Ôν :

Lnr
0 Lnr

L0 L

On fixe L une clôture séparable de Lnr contenant K. L’isogénie [p] : A → A définit
une extension finie galoisienne L[p]/L de groupe de Galois isomorphe à pA(K) =
pA(K). On fixe un plongement L[p] → L, ce qui induit un morphisme surjectif
θ : Gal(L/L) → pA(K). Soient Gal(L/L)a et Gal(L/L)a

log (a ∈ Q ≥0) les filtrations de
ramification de Gal(L/L). Comme Gal(L[p]/L) est un Fp-espace vectoriel et l’indice
de ramification de L[p]/L vaut 1, les propositions 2.2.1 (i) et 2.4.2 impliquent que
pour tout rationnel a > 0, on a

θ
(
Gal(L/L)a

log

) = θ(Gal(L/L)a) = pAa(K).(7)

En particulier, on a θ(Gal(L/Lnr)) = pA0+(K). Par ailleurs, [5] Proposition 6.1
implique que le morphisme naturel

H0
(
As,Ψ

1
K

) → Ψ1
K,ν = H1

(
Spec

(
Lnr

0

)
, Z/pZ(1)

)

est injectif. On désigne par ρ le composé des deux injections

ρ : H0
(
As,Ψ

1
K

) → H1
(
Spec

(
Lnr

0

)
, Z/pZ(1)

) → H1(Spec(Lnr), Z/pZ(1)).
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On considère le diagramme

pA0+(K)
× im(u) ��(6)

� �

��

Z/pZ

H0
(
As,Ψ

1
K

)
(−1)

� �

��
ρ(−1)

Gal(L/Lnr)

OOOO

θ

×
H1(Spec(Lnr), Z/pZ) ��(�)

Z/pZ

(8)

où (�) est l’accouplement canonique. L’isogénie [p] : Aη → Aη induit une surjection
π1(Aη, 0) → pA(K), qui définit l’accouplement (4). On en déduit que ker(θ) ⊥
im(u) et l’accouplement (�) induit l’accouplement parfait (6).

Soit h : (Lnr)× → H1(Spec(Lnr), Z/pZ(1)) l’application symbole. Pour tout
entier m > 0, soit UmH1(Spec(Lnr), Z/pZ(1)) = h(1 + πm

LnrOLnr).

3.1.3. Lemme. — Pour tout entier m > 0, on a

H0
(
As, UmΨ1

K

) = ρ−1(UmH1(Spec(Lnr), Z/pZ(1))).

Preuve. — Soit h0 : (Lnr
0 )× → H1(Spec(Lnr

0 ), Z/pZ(1)) l’application symbole.
Par [5] Théorème 5.12, h et h0 sont surjectifs. On en déduit que

UmH1
(
Spec

(
Lnr

0

)
, Z/pZ(1)

) =
H1

(
Spec

(
Lnr

0

)
, Z/pZ(1)

) ∩ UmH1(Spec(Lnr), Z/pZ(1)).

Le lemme découle alors de [5] Proposition 6.1 (ii). ��
Le théorème 3.1.2 pour a > 0, découle de (7), du lemme 3.1.3 et de la

proposition 2.2.1 (iv), par chasse au diagramme (8). ��

4. Faisceaux syntomiques

4.1. Avec les notations de 3.1, pour un S-schéma abélien A, le théo-
rème 3.1.2 ramène l’étude de la filtration canonique de pA à celle du faisceau Ψ1

par les symboles. Les travaux de Bloch et Kato [5] montrent que cette dernière
est de nature différentielle, mais ils ne permettent pas d’en déduire une description
différentielle de la filtration induite sur H0. Pour ce faire, on remplace le faisceau
Ψ1 par un complexe quasi-isomorphe, le complexe syntomique, et on décrit expli-
citement un cran de sa filtration par les symboles en suivant les résultats de [23]
Chapitre I.
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Soient k un corps parfait de caractéristique p > 0, Wn = Wn(k), W = W(k) et
K0 le corps des fractions de W. On désigne par σ l’endomorphisme de Frobenius
agissant sur k, Wn, W et K0. Pour tout W-schéma X et tout entier n ≥ 1, on
pose Xn = X ⊗W Wn.

4.1.1. Définition. — Soit X un W-schéma syntomique. Une présentation syntomique de

X sur W est la donnée d’une W-immersion i : X → Z dans un schéma lisse sur W. La

présentation syntomique est dite admissible si Z est muni d’un endomorphisme, dit de Frobenius,

f : Z → Z qui relève le Frobenius de Z1 et qui rend commutatif le diagramme suivant :

Z ��f

��

Z

��
Spec(W) ��σ Spec(W)

Soient X un W-schéma syntomique, X → Z une présentation syntomique de
X sur W, et n ≥ 1 un entier. Soient Dn = DXn(Zn) l’enveloppe à puissances divisées
de Xn dans Zn compatibles aux puissances divisées de pWn ⊂ Wn, JDn l’idéal qui
définit Xn comme sous-schéma fermé de Dn et J[r]

Dn
ses puissances divisées (avec

J[r]
Dn

= ODn si r ≤ 0). On identifie les sites (X1)et et (Dn)et grâce à l’immersion
nilpotente X1 → Dn. Pour tout entier r ≥ 0, on définit le complexe de faisceaux
de Wn-modules sur (X1)et

J
[r]
n,X,Z := J[r−•]

Dn
⊗OZn

Ω•
Zn/Wn

.

Supposons de plus que la présentation syntomique X → Z soit admissible (e.g. si X
est quasi-projectif sur W alors il admet des présentations syntomiques admissibles).
Alors son Frobenius f : Z → Z induit un endomorphisme de Frobenius de Dn,
noté aussi f et qui rend commutatif le diagramme suivant

Dn
��f

��

Dn

��
Spec(Wn) ��σ Spec(Wn)

Soit ϕ : J[0]
n,X,Z → J

[0]
n,X,Z le morphisme semi-linéaire induit par les Frobenius de Zn

et Dn.

4.1.2. Proposition ([23] Section I.1). — Soient X un W-schéma syntomique et i :
X → Z une présentation syntomique de X sur W.

(i) Pour tout entiers r ≥ 0 et n ≥ 1, la classe J [r]
n,X de J

[r]
n,X,Z dans D((X1)et) ne

dépend pas de la présentation syntomique de X sur W.
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(ii) Pour tout entiers r ≥ 0 et n, m ≥ 1, on a une suite exacte

J
[r]
n+m,X,Z

.pm−→ J
[r]
n+m,X,Z

.pn−→ J[r]
n+m,X,Z

can−→ J
[r]
n,X,Z −→ 0.

(iii) Supposons de plus que la présentation syntomique i soit admissible et notons comme

plus haut ϕ : J[0]
n,X,Z → J

[0]
n,X,Z le morphisme semi-linéaire de Frobenius. Soient 0 ≤ r ≤ p − 1

et n ≥ 1 deux entiers. Alors ϕ(J
[r]
n,X,Z) ⊂ prJ

[0]
n,X,Z.

(iv) Sous les hypothèses de (iii), il existe un unique morphisme semi-linéaire de complexes

de faisceaux sur (X1)et

ϕr : J[r]
n,X,Z −→ J

[0]
n,X,Z,

tel que le composé

J
[r]
n+r,X,Z

can−→ J[r]
n,X,Z

ϕr−→ J[0]
n,X,Z

.pr−→ J
[0]
n+r,X,Z,

soit induit par ϕ : J[0]
n+r,X,Z → J

[0]
n+r,X,Z. De plus, le morphisme induit ϕr : J [r]

n,X → J [0]
n,X

dans D((X1)et) ne dépend pas de la présentation syntomique.

(v) Sous les hypothèses de (iv), soit Sn(r)X,Z la fibre du morphisme ϕr −1 : J[r]
n,X,Z −→

J
[0]
n,X,Z. Alors la classe Sn(r)X de Sn(r)X,Z dans D((X1)et) ne dépend pas de la présentation

syntomique admissible et on a un triangle distingué

Sn(r)X
�� J [r]

n,X
��ϕr−1
J [0]

n,X
��+1

.

Soient X un W-schéma syntomique et quasi-projectif1 et n ≥ 1 un entier.
On définit ([23] Section I.2) pour tout entiers r, r ′ ≥ 0 tels que r + r ′ ≤ p − 1 un
produit dans D((X1)et)

Sn(r)X ⊗L Sn(r ′)X −→ Sn(r + r ′)X.(9)

On définit ([23] Section I.3) pour tout entier 0 ≤ r ≤ p−1 une application symbole

O×
Xn+1

× ... × O×
Xn+1

−→ H r(Sn(r)X).(10)

4.1.3. Proposition ([23] I.3.6). — (1) Pour tout entiers 0 ≤ r ≤ p − 1 et q > r, on

a H q(Sn(r)X) = 0.

(2) Si 0 ≤ r < p − 1 alors l’application symbole (10) est surjective.

1 La quasi-projectivité n’est pas nécessaire dans la suite, mais elle est suffisante pour l’application de cet
article.
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Soit K une extension finie totalement ramifiée de K0 de degré e. Pour toute
extension finie L de K, on note OL son anneau d’entiers, SL = Spec(OL) et
S = Spec(OK). Pour tout S-schéma X, soient X = X ×S S et XL = X ×S SL. Pour
tout a ∈ Q >0, on pose na = {x ∈ OK; vp(x) ≥ a}, Sa = Spec(OK/na) et Xa = X×S Sa.
Ces notations sont compatibles avec celles fixées au debut de la section si a = n
est entier.

4.1.4. Définition. — Soit X un S-schéma syntomique. Une pro-présentation syntomique

de X sur W est la donnée

(i) pour toute extension finie L de K contenue dans K, d’une W-immersion iL : XL →
ZL dans un schéma ZL lisse sur W

(ii) pour toutes L′ ⊂ L extensions finies de K contenues dans K, d’un W-morphisme

affine τL,L′ : ZL → ZL′ compatible à iL et iL′ .

La pro-présentation syntomique est dite admissible si

(iii) pour chaque L, ZL est muni d’un endomorphisme de Frobenius fL : ZL → ZL (voir

Définition 4.1.1) compatible aux morphismes τL,L′ .

4.1.5. Remarque. — Les pro-présentations syntomiques existent toujours. Les
pro-présentations syntomiques admissibles existent si X est quasi-projectif sur S.

4.1.6. Proposition ([23] Section I.2). — Soit X un S-schéma syntomique. On fixe une

pro-présentation syntomique de X sur W et deux entiers r ≥ 0 et n ≥ 1.

(i) Les images inverses des complexes
(
J

[r]
n,XL,ZL

)
L

par les morphismes (X1 → XL,1)L,

quand L décrit l’ensemble des extensions finies de K contenues dans K, forment un système

inductif. La classe J [r]
n,X

de lim−→
L

J
[r]
n,XL,ZL

dans D((X1)et) ne dépend pas de la pro-présentation

syntomique.

(ii) Supposons de plus que la pro-présentation syntomique soit admissible et que 0 ≤
r ≤ p − 1. Alors, la limite des morphismes ϕr : J[r]

n,XL,ZL
→ J

[0]
n,XL,ZL

définit un morphisme

ϕr : J [r]
n,X

→ J [0]
n,X

dans D((X1)et) qui ne dépend pas de la pro-présentation syntomique

admissible.

(iii) Sous les hypothèses (ii), les images inverses des complexes
(
Sn(r)XL,ZL

)
L

par les

morphismes
(
X1 → XL,1

)
L
, forment un système inductif. La classe Sn(r)X de lim−→

L

Sn(r)XL,ZL

dans D((X1)et) ne dépend pas de la pro-présentation syntomique admissible. On a un triangle

distingué

Sn(r)X
�� J [r]

n,X
��ϕr−1
J [0]

n,X
��+1

.(11)
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Soient X un S-schéma syntomique et quasi-projectif et 0 ≤ r ≤ p−1 et n ≥ 1
deux entiers. La limite inductive des applications symbole pour XL quand L décrit
l’ensemble des extensions finies de K contenues dans K définit une application
symbole

O×
Xn+1

× ... × O×
Xn+1

−→ H r(Sn(r)X).

On reprend le diagramme (2) et on considère le complexe Sn(r)X dans la catégorie
dérivée D((Xs)et). Pour tout point géométrique x de Xs, on pose

S
1
x =

(
OX,x

[
1
p

])×
=

(
i
∗
j∗O

×
Xη

)
x
.

Par [23] I.4.2, l’application symbole O×
X,x

→ H 1(Sn(1)X)x se factorise à travers la
surjection

O×
X,x

�� �� S1
x/pnS1

x .

4.1.7. Théorème ([23] I.4.3). — Supposons p ≥ 3. Soit X un S-schéma lisse et

quasi-projectif. Il existe un isomorphisme canonique H 1(S1(1)X)
∼→ Ψ1 qui est compatible

aux applications symbole S1
x → H 1(S1(1)X)x et S1

x → Ψ1
x .

Soit X un S-schéma lisse et quasi-projectif. Soient φX1
et φS1

les morphismes

de Frobenius absolus de X1 et S1, et X
( p)
1 le schéma défini par le diagramme

cartésien:

X
( p)
1

��w

��

X1

��

S1
��

φS1
S1

Pour tout entier q ≥ 0, on désigne par F le morphisme composé

Ω
q
X1/S1

w∗−→ Ω
q

X
( p)
1 /S1

−→(
Ω

q
X1/S1

)
/d

(
Ω

q−1
X1/S1

)

où le second morphisme est induit par l’isomorphisme de Cartier

C−1
X1/S1

: Ω
q

X
( p)
1 /S1

∼−→ H q
(
Ω•

X1/S1

)
.

Soit c la classe dans OS1
= OK/pOK d’une racine p-ème de (−p). On pose

P = coker
(
OX1

F−c−→ OX1

)
,

Q = ker
(
Ω1

X1/S1

F−1−→ (
Ω1

X1/S1

)
/d(OX1

)
)

.

On note e(T) = ∑p−1
i=0 Ti/i! ∈ Zp[T].
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4.1.8. Proposition. — Supposons p ≥ 3. Il existe une suite exacte canonique

0 −→ P
α−→ H 1(S1(1)X)

β−→ Q −→ 0,(12)

telle que pour tout point géométrique x de Xs, on ait

(i) la fibre αx se factorise en

Px
��γ
S1

x/pS1
x

��symbole
H 1(S1(1)X)x

et γ est induit par le morphisme OX1,x → S1
x/pS1

x ; a �→ e(−̃a(ζ − 1)p−1), où

ã ∈ OX,x est un relèvement de a ∈ OX1,x et ζ ∈ K est une racine primitive p-ème

de l’unité.

(ii) le composé

S1
x/pS1

x
��symbole
H 1(S1(1)X)x

�� Qx

est l’unique morphisme qui envoie a ∈ O×
X,x

sur a−1da ∈ Qx.

De plus, on a des isomorphismes canoniques

P � coker
(
H 0

(
J [1]

1,X

) ϕ1−1−→ H 0
(
J [0]

1,X

))

Q � ker
(
H 1

(
J [1]

1,X

) ϕ1−1−→ H 1
(
J [0]

1,X

))

et la suite exacte (12) s’obtient naturellement à partir du triangle distingué (11).

Preuve. — Cet énoncé est essentiellement contenu dans [23] Section I.4 bien
qu’il ne figure pas sous la forme générale ci-dessus. On explique comment s’y
ramener. Il existe au plus une suite exacte (12) vérifiant (i) et (ii). Par conséquent
il suffit de la construire étale localement et de recoller. Donc on peut supposer
X = An

OK
et même que OK = W. Dans ce cas, la suite (12) a été construite dans

[23] I.4.8 et I.4.10. On pose

P′ = coker
(
H 0

(
J [1]

1,X

) ϕ1−1−→ H 0
(
J [0]

1,X

))

Q′ = ker
(
H 1

(
J [1]

1,X

) ϕ1−1−→ H 1
(
J [0]

1,X

))

et on considère la suite exacte induite par le triangle (11)

0 −→ P′ α′−→ H 1(S1(1)X)
β′−→ Q′ −→ 0.(13)

Pour montrer que les suites exactes (12) et (13) coïncident, il suffit de le faire étale
localement. Donc on peut supposer que X = An

OK
et OK = W. Dans ce cas, le

résultat a été démontré dans [23] I.4.8 et I.4.10. ��
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4.1.9. Proposition. — Supposons p ≥ 3. Soient X un S-schéma lisse et projectif et

t = (p − 1)/p.

(i) Le morphisme F − c : OX1
→ OX1

se factorise en un morphisme OXt
→ OX1

et on

a une suite exacte

(E) : 0 −→ Fp −→ OXt

F−c−→ OX1
−→ P −→ 0.

De plus, il existe un diagramme commutatif

0 �� H 0(S1(1)X) �� H 0
(
J [1]

1,X

)
��ϕ1−1
H 0

(
J [0]

1,X

)
�� P �� 0

0 �� Fp ��

OO

ρ3

OXt

OO
ρ2

��F−c
OX1

��

OO
ρ1

P �� 0

(14)

où ρ3 est un isomorphisme.

(ii) Soient δE : H0(X1,P) → H2(Xs, Fp) le cup-produit avec la classe de (E) dans

Ext2(P, Fp), et d 0,1
2 : H0(Xs,Ψ

1)(−1) → H2(Xs, Fp) le morphisme donné par la suite

spectrale des cycles evanescents

E,t
2 = H

(
Xs,Ψ

t
)
(−t) ⇒ H+t(Xs, Z/pZ).

Alors, il existe ζ ∈ K une racine primitive p-ème de l’unité telle que le composé

H0(X1,P) �� H0
(
Xs,H 1(S1(1)X)

)
��∼ H0

(
Xs,Ψ

1
)

��
d 0,1

2 (1)

H2(Xs, Fp)(1)

coïncide avec ζδE, où l’isomorphisme central est donné par le théorème 4. 1. 7.

(iii) Supposons H0(X,OX) = OS, alors on a l’égalité

dimFp H1(X1, Fp) + dimFp ker
(

H0(X1,P)
δE−→ H2(X1, Fp)

)

= dimFp ker
(

H1(X1,OXt
)

F−c−→ H1(X1,OX1
)
)

.

Preuve. — (i) Soient b ∈ OS1
la classe d’une racine p(p−1)-ème de (−p) dans

OK, et Fp → OS1
le morphisme défini par x �→ xb. On en déduit un morphisme

Fp → OXt
et on vérifie facilemment que la suite (E) est exacte.

Pour construire (14), on commence par construire un diagramme commutatif

H 0
(
J [1]

1,X

)
��ϕ1−1
H 0

(
J [0]

1,X

)
�� P �� 0

OX1

OO
ρ̃2

��F−c OX1
��

OO
ρ1

P �� 0

(15)
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On fixe une pro-présentation syntomique admissible de X sur W, de sorte que
J [0]

1,X
soit la classe du complexe lim−→ J

[0]
1,XL,ZL

dans D((X1)et). Pour chaque L, on

désigne par DL,1 l’enveloppe à puissances divisées de XL,1 dans ZL,1 et par JDL,1

l’idéal qui définit XL,1 comme fermé de DL,1. Le Frobenius absolu de DL,1 induit
un morphisme ODL,1 → ODL,1 , qui s’annule sur l’idéal à puissances divisées JDL,1 .
On en déduit facilement un morphisme de complexes OXL,1[0] → J

[0]
1,XL,ZL

. En
passant à la limite, on obtient un morphisme OX1

[0] → J [0]
1,X

dans D((X1)et), et
on définit ρ1 comme le H 0 de ce dernier.

On observe qu’on a un morphisme naturel de faisceaux étales sur X1

h : H0
(
S1,J

[1]
1,S

) ⊗k H 0
(
J [0]

1,X

) → H 0
(
J [1]

1,X

)
.

Par ailleurs, il existe un morphisme canonique ([23] I.4.5)

θ : OS1
= OK/pOK → H0

(
S1,J

[0]
1,S

)
.

et θ(c) ∈ H0(S1,J
[1]
1,X

). On prend ρ̃2 = h ◦ (θ(c). ρ1). La commutativité de (15)
se vérifie étale localement. Donc on peut supposer X = An

OK
et OK = W. Dans

ce cas, la commutativité de (15) a été démontrée dans [23] I.4.8. Par le même
argment, on montre que ρ̃2 se factorise par le morphisme naturel OX1

→ OXt
.

On en déduit alors le diagramme commutatif (14). Le composé des isomorphismes
H 0(S1(1)X) � H 0(S1(0)X)(1) ([23] I.4.3 (2)) et H 0(S1(0)X) � Ψ0 = Fp ([23]
I.4.3 (1)) est un isomorphisme H 0(S1(1)X) � Fp(1). On vérifie étale localement
que ρ3 n’est pas nul. Donc ρ3 est un isomorphisme.

(ii) Il existe un isomorphisme dans D((Xs)et)

S1(1)X −→ τ≤1i
∗
R j∗(Z/pZ(1))

qui induit l’isomorphisme H 1(S1(1)X)
∼→ Ψ1 du théorème 4.1.7. On en déduit

un isomorphisme des suites spectrales
′E,t

2 = H
(
Xs,H

t(S1(1)X)
) ⇒ H+t(Xs,S1(1)X)

′′E,t
2 = H

(
Xs,H

t
(
τ≤1i

∗
R j∗(Z/pZ(1))

))

⇒ H+t
(
Xs, τ≤1i

∗
R j∗(Z/pZ(1))

)
.

Or E,t
2 = ′′E,t

2 (−1) pour 0 ≤ t ≤ 1. Donc il suffit de montrer que δE coïncide
avec le composé

H0(X1,P) �� H0(Xs,H 1(S1(1)X)) ��
′d 0,1

2 H2
(
Xs,H 0(S1(1)X)

)

��
ρ−1

3 H2(Xs, Fp).
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Par le lemme 4.1.10, on associe à S1(1)X une classe canonique

cl(F) ∈ Ext2(H 1(S1(1)X),H 0(S1(1)X)),

et ′d 0,1
2 est le cup-produit avec cette classe. L’assertion recherchée découle alors du

lemme 4.1.10 et de (14).
(iii) Soit K le faisceau défini par les suites exactes 0 → Fp → OXt

→ K → 0
et 0 → K → OX1

→ P → 0. L’égalité s’obtient facilement à partir des suites
exactes longues de cohomologies associées a ces suites exactes courtes.

Fp
� � �� OSt

�� ��

�� ��F−c GG
GG

GG
GG

GG
H0(K ) ��

� �

����

H1(Fp) �� H1(OXt
) �� H1(K )

OS1

��
H0(P)

��
H1(K )

��
H1(OX1

)

��
4.1.10. Lemme. — Soit A −→ B

u−→ C
+1−→ un triangle distingué dans la catégorie

dérivée D(C ) d’une catégorie abélienne C . On suppose H i(A) = H i(B) = H i(C) = 0
pour i < 0. On définit P par la suite exacte

(E) : 0 −→ H 0(A) −→ H 0(B) −→ H 0(C) −→ P −→ 0,

et on note j : P → H 1(A) l’injection canonique. Soient (Ii)i≥0 un complexe de C et A � I•

un isomorphisme dans D(C ). Alors, la suite exacte

(F) : 0 −→ H 0(A) −→ I0 −→ I1
d=0 −→ H 1(A) −→ 0

définit une classe cl(F) ∈ Ext2(H 1(A),H 0(A)) qui ne dépend que de A, et on a j∗cl(F) =
cl(E) dans Ext2(P,H 0(A)).

Preuve. — Le fait que cl(F) ∈ Ext2(H 1(A),H 0(A)) ne dépend que de A
est évident. Soient ( Ji)i≥0 et (Ki)i≥0 des complexes de C , B � J• et C � K•

des isomorhismes dans D(C ) et v : J• → K• un morphisme de complexes qui
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relève u. On peut supposer que I• est la fibre de v. On a I0 = J0, I1 = J1 ⊕ K0 et
I1

d=0 = {(x, y) ∈ J1 ⊕K0|dx = 0 et u(x) = dy}. Le lemme découle alors du diagramme
commutatif à lignes exactes

0 �� H 0(A) �� I0 �� I1
d=0

�� H 1(A) �� 0

0 �� H 0(A) �� J0
d=0

OO

�� K0
d=0

OO

�� P

OO

j

�� 0 ��

5. Invariant de Hasse

5.1. On suppose K de caractéristique 0. Pour tout nombre rationnel t > 0,
on pose St = Spec(OK/nt) où nt = {x ∈ OK; vp(x) ≥ t}. Soient M un OS1

-module
libre de rang d et ϕ : M → M un endomorphisme semi-linéaire par-rapport au
Frobenius absolu de OS1

. On dit que M est un ϕ-OS1
-module de rang d . L’en-

semble ϕ(M) est un sous-OS1
-module de M et il existe des nombres rationnels

0 ≤ a1 ≤ a2 ≤ ... ≤ ad ≤ 1, appelés pentes de Hodge de M, tels que

M/ϕ(M) � ⊕d
i=1OK/nai .

On définit la hauteur de Hodge de M comme la somme de ses pentes de Hodge.
Pour tout nombre rationnel 0 ≤ t ≤ 1, on pose Mt = M ⊗OS1

OSt
.

5.1.1. Proposition. — Soit λ ∈ OK de valuation v = vp(λ) < (p − 1)/p, et λ ∈ OS1

sa classe. Pour tout entier d ≥ 1, il existe un nombre rationnel b(d, v) > 0 vérifiant la propriété

suivante:

(P) pour tout ϕ-OS1
-module M de rang d dont la hauteur de Hodge est plus petite que

b(d, v), le morphisme ϕ−λ : M → M se factorise à travers le morphisme canonique

M → M1−v et le noyau

(M1−v)
ϕ−λ = ker

(
ϕ − λ : M1−v −→ M

)

est un Fp-espace vectoriel de dimension d .

Preuve. — Soient X = (X1, ..., Xd) une multivariable et Xp = (Xp
1, ..., Xp

d). Si
t > 0 est un nombre rationnel et E ⊂ OK

d , on désigne par clt(E) l’image de E par
le morphisme naturel OK

d → OSt

d = (OK/nt)
d . Soit U ∈ Md×d(OK) une matrice de

taille d × d à coefficients dans OK. On note

Sol(UXp − λX mod pt) := {
x ∈ OK

d | Ux p − λx ∈ nt

}
,

Sol(UXp − λX) := {
x ∈ OK

d | Ux p = λx
}
.
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On a 1 − v > 1/p. Donc le morphisme naturel (OS1−v
)d → (OS1/p

)d induit une
bijection

cl1−v

(
Sol(UXp − λX mod p)

) ∼→ cl1/p

(
Sol(UXp − λX mod p)

)
.

En effet, ces ensembles sont des Fp-espace vectoriel. Donc il suffit d’observer que
si x ∈ Sol(UXp − λX mod p) ∩ (n1/p)

d , alors x ∈ (n1−v)
d . On en déduit que la

proposition est équivalente à l’existence d’un nombre rationnel b(d, v) > 0 vérifiant
la propriété suivante:

(P’) Pour toute matrice U ∈ Md×d(OK) telle que vp(det(U)) ≤ b(d, v), l’en-
semble cl1/p(Sol(UXp − λX mod p)) est fini de cardinal pd .

5.1.2. Lemme. — Soient 0 < ε ≤ v/(p − 1) un nombre rationnel, U ∈ Md×d(OK)

et x ∈ Sol(UXp − λX mod p). Si vp(det(U)) ≤ ε(p − 1), alors

vp(x) := inf
j

vp(xj) ≥ v(ε) := v/(p − 1) − ε.

Preuve. — Soient V ∈ Md×d(OK) telle que VU = UV = det(U)I et y ∈ (OK)d

tel que Ux p = λx + py. Si vp(xi) = vp(x), alors la relation

x p = λ

det(U)
Vx + p

det(U)
Vy

implique que pvp(xi) ≥ inf(v − ε(p − 1) + vp(xi), 1 − ε(p − 1)). Par hypothèse, on a
1 − ε(p − 1) ≥ pv(ε), et si pvp(xi) ≥ v − ε(p − 1) + vp(xi), alors vp(xi) ≥ v(ε). ��

Soit ε > 0 un nombre rationnel tel que



ε ≤ v/(p − 1)

ε(d − 1)(p − 1) ≤ 1 − v − 1/p
ε(2d(p − 1) − p) < 1 − pv/(p − 1)

(16)

Soient α ∈ OK de valuation vp(α) = v(ε), et λ′ = λ/αp−1 qui est donc de valuation
vp(λ

′) = ε(p − 1). Soit U ∈ Md×d(OK) telle que vp(det(U)) ≤ ε(p − 1). Par le
lemme 5.1.2, le morphisme Od

K
→ Od

K
, x �→ αx induit une bijection

Sol(UXp − λ′X mod p1−pv(ε))
∼→ Sol(UXp − λX mod p).

Soit δ = 1 − v − v(ε) − [1 − pv(ε) − d(p − 1)ε] = (d − 1)(p − 1)ε. Noter que (16)
implique que 1 − pv(ε) − d(p − 1)ε > 0. On en déduit le diagramme commutatif
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cl1−v−v(ε)(Sol(UXp − λ′X mod p1−pv(ε))) ��∼

��
(∗)

cl1−v(Sol(UXp − λX mod p))

��
�

cl1−v−v(ε)−δ(Sol(UXp − λ′X mod p1−pv(ε))) ��∼ cl1−v−δ(Sol(UXp − λX mod p))

��
�

cl1/p(Sol(UXp − λX mod p))

Par conséquent (∗) est une bijection. Le lemme suivant montre que (P’) est vérifiée
pour b(d, v) = (p − 1)ε.

5.1.3. Lemme. — Soient U ∈ Md×d(OK) et ε > 0 un nombre rationnel vérifiant les

hypothèses (16). Si vp(det(U)) ≤ ε(p − 1), alors l’ensemble Sol(UXp − λ′X) est fini de

cardinal pd et l’application

cl1−pv(ε)−d( p−1)ε(Sol(UXp − λ′X))

→ cl1−pv(ε)−d( p−1)ε(Sol(UXp − λ′X mod p1−pv(ε)))

est une bijection d’ensembles finis de cardinal pd .

Preuve. — Soit V ∈ Md×d(OK) telle que UV = VU = det(U)I. Résoudre le
système UXp = λ′X revient à résoudre Xp = (λ′/ det(U))VX. Ces dernières équa-
tions définissent une algèbre finie étale sur K de degré pd . Dons il suffit de voir
que toutes ses solutions sont entières. Si x est une solution et vp(xi) = vp(x) < 0,
alors

pvp(xi) < vp(xi) ≤ vp


 λ′

det(U)

∑
j

vi, jxj


 ,

ce qui est absurde. On a 2d(p − 1)ε < 1 − pv(ε). Donc l’application de l’énoncé
est bijective par [17] Lemme 2 (en remplaçant K par une extension finie de
K suffisament grande). Reste à voir que la source a pour cardinal pd . Soient
x �= y ∈ Sol(UXp −λ′X) et 1 ≤ i ≤ d tels que vp(xi − yi) = vp(x − y). En écrivant un
développement de Taylor, on voit que la relation U(x p − yp) = λ′(x − y) implique
que

ε(p − 1) + vp(xi − yi) ≥ inf(1 + vp(xi − yi), 2vp(xi − yi)).

Or ε(p − 1) < 1, donc vp(xi − yi) ≤ ε(p − 1). Par ailleurs, par (16) on a ε(p − 1) <
1 − pv(ε) − d(p − 1)ε. D’où cl1−pv(ε)−d( p−1)ε(x) �= cl1−pv(ε)−d( p−1)ε( y). ��
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6. Sous-groupe canonique

6.1. On suppose K de caractéristique 0 à corps résiduel k parfait de ca-
ractéristique p ≥ 3. On note e = v(p) l’indice de ramification absolu de K et
j = e/(p − 1). Soient A un S-schéma abélien et pA le noyau de la multiplication
par p. Les résultats des sections 3 et 4 nous permettent de décrire le cran pAj+

de la filtration canonique de pA. Plus précisement, on a le diagramme suivant

H0(A1,P)(−1)
� �

��
H1(Aη, Z/pZ) ��u

��
θ(−1)

YYY
YYY

YYYY
YYY

YYYY
YYY

YYYY
YYYY

YYY
Y

H0
(
As,Ψ

1
)
(−1) ��v

∼ H0
(
As,H 1(S1(1)A)

)
(−1)

��

H0(A1,Q)(−1)

où u est défini par la suite exacte (3), v est induit par l’isomorphisme H 1(S1(1)A)

� Ψ1 du théorème 4.1.7 et P et Q sont définis dans la proposition 4.1.8. On
a P � UeΨ1 sous l’isomorphisme H 1(S1(1)A) � Ψ1. Par le théorème 3.1.2 on a

pAj+(K)⊥ = (v ◦ u)−1
(
H0(A1,P)(−1)

) = ker(θ(−1)).(17)

Preuve du théorème 1.2.1. — Grâce à (17) et à la proposition 4.1.9 (ii), il suffit
de prouver l’égalité

dimFp H1(As, Fp) + dimFp ker
(

H0(A1,P)
δE−→ H2(As, Fp)

)
= g.

Le théorème découle alors des propositions 4.1.9 (iii) et 5.1.1. La borne explicite
se déduit de (16). ��

6.1.1. Remarque. — Soient Â le S-schéma abélien dual de A et pÂ le noyau
de la multiplication par p, qui est canoniquement isomorphe au dual de Cartier
de pA. On définit classiquement l’homomorphisme ([19] Section 4)

d logA1
: pÂ(S1) −→ H0

(
A1,Ω

1
A1/S1

)
.

Une section ρ ∈ pÂ(S1) est un homomorphisme ρ : pA1 → Gm,S1
. On lui associe

d logA1
(ρ) = ρ∗(dt/t) ∈ H0(pA1,Ω

1
pA1/S1

), où dt/t est la différentielle logarithmique

canonique de Gm,S1
. On note que l’inclusion pA1 ⊂ A1 induit un isomorphisme
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H0(pA1,Ω
1
pA1/S1

) � H0(A1,Ω
1
A1/S1

). Les auteurs de cet article se demandent si le
diagramme suivant est commutatif

pÂ(K) ��∼
c H1(Aη, Z/pZ)(1) ��θ H0(A1,Q)

� �

��
ι

pÂ(OK) ��r
pÂ(S1)

��
d logA1 H0

(
A1,Ω

1
A1/S1

)

où c est l’isomorphisme canonique, r est la reduction modulo p et ι est l’inclusion
induite par la définition de Q. Si c’est le cas, alors pAj+(K)⊥ = ker(d logA1

◦r) et
on pourrait dire que le sous-groupe pAj+ fournit une sorte de décomposition de
Hodge-Tate de pA dans l’esprit de [19] Section 4.

Soit G un S-schéma semi-abélien (i.e. un S-schéma en groupes séparé com-
mutatif lisse à fibres géométriquement connexes tel que chaque fibre est une ex-
tension d’une variété abélienne par un tore), de fibre générique Gη une K-variété
abélienne de dimension g. On désigne par 0 → T → G̃ → A → 0 l’extension de
Raynaud de G ([28] IV.2). Soient pG et pG̃ les noyaux de la multiplication par p
respectivement sur G et sur G̃. Comme tout schéma quasi-fini et plat sur S, pG se
décompose en pG = pG f � pG′ où pG f est fini et plat sur S et pG′ est quasi-fini de
fibre spéciale vide ([28] IV.1). De plus pG f est un S-schéma en groupes et on a
un isomorphisme canonique pG f � pG̃. Soit (pG̃

a
, a ∈ Q ≥0) la filtration canonique

de pG̃.

6.1.2. Corollaire. — On suppose p ≥ 3 et on fixe les notations comme ci-dessus. Soient

e = v(p) l’indice de ramification absolu de K et j = e/(p − 1). Si la hauteur de Hodge de

H1(A1,OA1) est strictement plus petite que

inf
(

1
p(p − 1)

,
p − 2

(p − 1)(2g(p − 1) − p)

)
,

alors le cran pG̃
j+

est fini et plat sur S de rang pg .

Preuve. — On a une suite exacte 0 → pT → pG̃ → pA → 0 des noyaux des
multiplications par p. Elle induit la suite exacte

0 −→ pT j+(K) −→ pG̃
j+

(K) −→ pAj+(K) −→ 0.

En effet, l’exactitude au centre découle de l’égalité pT j+ = pT (noter que c(µp/OK)

= ep/(p − 1)), et la surjectivité est une conséquence du lemme 2.3.2. Le corollaire
découle alors du théorème 1.2.1. ��
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7. Formule des traces de Dwork-Monsky

7.1. Soient q = ps, k = Fq, W = W(k) et K0 le corps de fractions de W. On
désigne par σ l’endomorphisme de Frobenius agissant sur k, W et K0. Soient P
un W-schéma formel quasi-compact et admissible (i.e. topologiquement de type fini
et plat sur W) et Y = P⊗W k. Soient X ⊂ Y un sous-schéma ouvert et Q le sous-
schéma formel ouvert de P de fibre spéciale X. On note j : X → Y l’immersion
ouverte, Z = (Y − X)red le fermé complémentaire et FX le q-Frobenius de X (i.e.
la puissance s-ème de son Frobenius absolu). On considère le faisceau j†O]Y[ de
germes de sections de O]Y[ surconvergentes le long de Z ([3] 2.1).

7.1.1. Définition. — Un relèvement de FX surconvergent le long de Z est donné par

(i) un W-endomorphisme φ : Q → Q qui relève FX;

(ii) un voisinage strict V de ]X[ dans ]Y[ et un K0-morphisme rigide ϕ : V →]Y[
tels que ϕ(]X[) ⊂]X[ et ϕ|]X[ = φ ⊗W K0.

7.1.2. Lemme. — Soient (φ, V, ϕ : V →]Y[) un relèvement de FX surconvergent le

long de Z et Q ′ ⊂ Q un ouvert formel de fibre spéciale X′ = Q ′ ⊗W k. Alors φ(Q ′) ⊂ Q ′

et (φ|Q ′, V, ϕ : V →]Y[) est un relèvement du q-Frobenius de X′ surconvergent le long de

(Y − X′)red.

Preuve. — L’inclusion φ(Q ′) ⊂ Q ′ découle de FX(X′) ⊂ X′ et le reste du
lemme du fait que V est un voisinage strict de ]X′[ dans ]Y[. ��

Soit (φ, V, ϕ : V →]Y[) un relèvement de FX surconvergent le long de Z,
qu’on suppose fixé dans la suite de cette section. De plus, on suppose que X est
un schéma lisse sur k et Y est un schéma projectif sur k. Par EGA III1 5.4.5,
il existe un W-schéma C projectif et plat sur W dont la complétion p-adique est
isomorphe à P. Soient E un W-module libre de type fini, P(E) = Proj(SymW(E))

et ι : C → P(E) une W-immersion fermée. On dit qu’un ouvert affine U ⊂ C est
en bonne position pour ι s’il existe s ∈ E qui fait partie d’une W-base de E tel
que U = ι−1(D+(s)).

7.1.3. Lemme. — (i) Il existe E un W-module libre de type fini, ι : C → P(E)

une W-immersion fermée et U1, ..., Un des ouverts affines de C, connexes et lisses sur W, qui

sont en bonne position pour ι et tels que les fibres spéciales U1 ⊗W k, ..., Un ⊗W k forment un

recouvrement affine de X.

(ii) Soient E un W-module libre de type fini, ι : C → P(E) une W-immersion fermée

et U1, ..., Un des ouverts affines de C qui sont en bonne position pour ι. On désigne par

ι⊗n : C → P(E⊗n) le composé du plongement diagonal C → P(E) ×W ... ×W P(E) et du

plongement de Segre P(E)×W ...×W P(E) → P(E⊗n). Alors pour tout 1 ≤ i1 < ... < ik ≤ n,

l’ouvert affine Ui1 ∩ ... ∩ Uik de C est en bonne position pour ι⊗n.
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Preuve. — (i) On explique comment adapter la preuve de [21] II 7.6. Soit
L un faisceau inversible ample sur C. Pour tout x ∈ C, soit V un voisinage
ouvert affine connexe de x dans C tel que L |V � OV. Si x ∈ X, on suppose que
V ⊗W k ⊂ X et V est lisse sur W, ce qui est possible car X est lisse sur k et
C est plat sur W. Soit I ⊂ OC le faisceau d’idéaux du fermé (C − V)red ⊂ C.
Il existe un entier m > 0 tel que I ⊗ L m soit engendré par ses sections. Donc
il existe s ∈ H0(C,I ⊗ L m) qui engendre I ⊗ L m en x. On considère s ∈
H0(C,L m) via l’inclusion I ⊗ L m ⊂ L m et on pose Cs = { y ∈ C|sy �∈ myL m

y }.
Comme V est affine et L |V � OV, s définit une fonction f ∈ Γ(V,OV) et on
a Cs = D( f ) ⊂ V. Par quasi-compacité, on peut recouvrir C par de tels ouverts
affines U1 = Cs1, ..., Un+r = Csn+r correspondant à des sections si ∈ H0(C,L mi ), tels
que U1, ..., Un soient lisses et leurs fibres spéciales couvrent X. La preuve continue
comme dans [21] II 7.6. Pour finir, il suffit d’observer que si U = ι−1(D+(s)) a
une fibre spéciale non vide, alors s �≡ 0 mod p. Donc s fait partie d’une W-base
de E. (ii) est trivial. ��

7.1.4. Proposition. — Soient E un W-module libre de type fini, ι : C → P(E) une

W-immersion fermée et U un ouvert affine de C, connexe et lisse sur W, qui est en bonne

position pour ι. On suppose que Uk = U ⊗W k ⊂ X, de sorte que la la complétion p-adique

Û = Spec(A ) de U soit un ouvert affine formel de Q . Par le lemme 7. 1. 2, φ(Û) ⊂ Û
et (φ|Û, V, ϕ : V →]Y[) est un relèvement du q-Frobenius de Uk surconvergent le long de

(Y − Uk)red. On note h : Uk → Y l’immersion naturelle et φ∗ : A → A le morphisme

induit par φ|Û. Alors

(a) A = Γ(]Y[, h†O]Y[) ∩ A ⊂ Γ(]Uk[, h†O]Y[) = A ⊗W K0 est une W-algèbre

faiblement complète de type fini ( fctf ) qui relève Γ(Uk,OUk) ([27] I.2.1).

(b) φ∗(A) ⊂ A et φ∗ induit un morphisme injectif fini ϕ∗ : A → A qui relève le

q-Frobenius de A/pA. On note A(ϕ∗) le A-module A induit par ϕ∗. On peut définir

un morphisme trace ψ : A(ϕ∗) → A, A-linéaire, qui se prolonge en un morphisme de

complexes de de Rham

ψ : Ω•
A/W = Ω•

A(ϕ∗)/W −→ Ω•
A/W.

(c) pour tout entier m ≥ 0, on a

Hi
(]Y[, h†Ωm

]Y[
) =

{
Ωm

A/W ⊗W K0 si i = 0,

0 si i �= 0.

Preuve. — (a) Soit t0, t1, ..., tN une W-base de E telle que U = Spec(B) =
ι−1(D+(t0)). On en déduit une présentation de type fini B = W[T1, ..., TN]/I.
Par [3] (2.1.2.4), on a Γ(]Y[, h†O]Y[) � B† ⊗W K0, où B† est la complétion faible
de B. Comme A est la complétion p-adique de B† et le morphisme B† → A
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est fidèlement plat, on a B† = B† ⊗W K0 ∩ A ⊂ A ⊗W K0. Ceci achève la preuve
de (a).

(b) Soit V′ un voisinage strict de ]Uk[ dans ]Y[. Il est évident que ϕ−1(V′)
est un voisinage strict de ]Uk[ dans ]Y[. Par conséquent ϕ : V →]Y[ induit un
morphisme Γ(]Y[, h†O]Y[) → Γ(]Y[, h†O]Y[), qui est par hypothèse induit par φ∗⊗W

K0 : A ⊗W K0 → A ⊗W K0. On en déduit que φ∗(A) ⊂ A. Le reste de l’assertion
découle de [27] I 8.5.

(c) L’assertion découle de la présentation de B du (a) (voir [4] preuve de
1.10). ��

Soient ι : C → P(E) et U1, ..., Un comme dans le lemme 7.1.3 (i). On
remplace ι par ι⊗n de sorte que la conclusion du lemme 7.1.3 (ii) soit vérifiée.
On en déduit un recouvrement affine de Q par les complétions p-adiques Ûi =
Spf(Ai) des Ui. Pour 1 ≤ i1, ..., ik ≤ n, on pose Ûi1 ∩ ... ∩ Ûik = Spf(Ai1...ik) et on
désigne par Xi1...ik sa fibre spéciale et ji1...ik : Xi1...ik → Y l’immersion correspondante.
Par le lemme 7.1.3 (ii) et la proposition 7.1.4, on a φ(Ûi1∩...∩Ûik) ⊂ Ûi1∩...∩Ûik et
il existe Ai1...ik ⊂ Ai1...ik une W-algèbre fctf, stable par φ∗, qui relève Γ(Xi1...ik ,OX).
Soient ϕ∗

i1...ik : Ai1...ik → Ai1...ik la restriction de φ∗ et ψi1...ik : Ω•
Ai1...ik /W → Ω•

Ai1...ik /W la
trace. Soit m ≥ 0 un entier. Par [3] 2.1.8, on a une suite exacte canonique

0 −→ j†Ωm
]Y[ −→

∏
i

j†i Ω
m
]Y[ −→

∏
i1<i2

j†i1i2Ω
m
]Y[ −→ ... −→ j†1...nΩ

m
]Y[ −→ 0.(18)

On vérifie, grâce à la proposition 7.1.4, que la suite (18) induit le diagramme
commutatif

C† :=

��
ψ

∏
i Ω

m
Ai/W ⊗W K0 ��

��

∏
i ψi

∏
i1<i2

Ωm
Ai1i2 /W ⊗W K0

��

∏
i1<i2

ψi1i2

�� ... �� Ωm
A1...n/W ⊗W K0

��
ψ1...n

C† := ∏
i Ω

m
Ai/W ⊗W K0 ��

∏
i1<i2 Ωm

Ai1i2 /W ⊗W K0 �� ... �� Ωm
A1...n/W ⊗W K0

Par la proposition 7.1.4 (c), on a pour tout entier  ≥ 0, un isomorphisme ca-
nonique H(]Y[, j†Ωm

]Y[)
∼→ H(C†). On en déduit un morphisme trace, appelé

opérateur de Dwork,

ψ : H
(]Y[, j†Ωm

]Y[
) −→ H

(]Y[, j†Ωm
]Y[

)
.(19)

On vérifie facilement que ces opérateurs ne dépendent pas du choix des (Ui)i.
Soit T = {τ : Spf(W) → Q ; φ ◦ τ = τ}, qu’on considère aussi comme un

sous-ensemble de ]X[. Pour chaque τ ∈ T, φ induit un endomorphisme K0-linéaire
de τ∗Ωi

]X[.
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7.1.5. Proposition (Monsky [26]). — On suppose comme plus haut que X est un

schéma lisse sur k, de dimension d , et Y est un schéma projectif sur k. Alors, les morphismes

(19) sont nucléaires et on a pour tout entier 0 ≤ m ≤ d

∑
≥0

(−1)tr
(
ψ|H

(]Y[, j†Ωm
]Y[

)) =
∑
τ∈T

tr
(
φ|τ∗Ωd−m

]X[
)

det
(
φ − I|τ∗Ω1

]X[
) .

Preuve. — Elle découle directement de [26] Théorème 5.3 appliqué à chaque
terme du complexe de Cech C†. ��

8. Application aux espaces de modules de variétés abéliennes

8.1. Soient q = ps, k = Fq, W = W(k) et K0 le corps de fractions de W.
On désigne par σ l’endomorphisme de Frobenius agissant sur k, W et K0. On
fixe K0 une clôture séparable de K0. Soient g ≥ 1 et N ≥ 3 deux entiers tel
que p � | N. On suppose que W contient ζN une racine primitive N-ème de l’unité.
On munit le W-schéma en groupes (Z/NZ)2g de la structure symplectique induite
par ζN. On considère le problème de modules Ag,N qui associe à tout W-schéma
localement noethérien S, l’ensemble des classes d’isomorphismes

Ag,N(S) = {(B, λ, δN)}/�,

où B est un S-schéma abélien de dimension relative g, λ : B → B̂ est une polarisa-
tion principale, B[N] est le noyau de la multiplication par N et δN : (Z/NZ)2g ∼→
B[N] est un isomorphisme symplectique de S-schémas en groupes. Par [29] Théo-
rème 7.9, Ag,N est représentable par un W-schéma quasi-projectif connexe et lisse
M. On note A → M le schéma abélien universel. Soient Mk la fibre spéciale de
M, X ⊂ Mk l’ouvert qui paramétrise les variétés abéliennes ordinaires et U ⊂ M
un sous-schéma ouvert de fibre spéciale X. On désigne par Q la complétion for-
melle de U le long de X; c’est un W-schéma formel qui ne dépend pas du choix
de U. On considère le problème de module Aord

g,N qui associe à tout W-schéma lo-
calement noethérien S dans lequel p est localement nilpotent, l’ensemble des classes
d’isomorphismes

Aord
g,N(S) = {(B, λ, δN)}/�,

où (B, λ, δN) ∈ Ag,N(S) telle que toutes les fibres géométriques de B → S sont
des variétés abéliennes ordinaires. Alors Aord

g,N est ind-représentable par Q . Soient

f : A → Q le schéma abélien formel universel, λ : A → ˆA sa polarisation
principale et δ sa structure de niveau N. Soient pA le noyau de la multiplication
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par p, pA
et son plus grand quotient étale et pA

◦ le noyau du morphisme naturel
pA → pA

et. Le quotient B = A /pA
◦ est un Q -schéma abélien formel dont

toutes les fibres géométriques sont ordinaires. La polarisation principale de A et la
dualité de Cartier entre pA et p

ˆA induisent un accouplement parfait pA ×Q pA →
µp ×Spf (W) Q , pour lequel pA

◦ est totalement isotrope. Par conséquent λ induit une
polarisation λ′ : B → B̂.

Soient φX le Frobenius absolu de X et A (φX)

k → X le changement de base
de Ak → X par φX. Les Q -schémas en groupes formels pA

◦ et p
ˆA
◦

relèvent les

noyaux des isogénies de Frobenius Ak → A (φX)

k et ˆAk → ˆA
(φX)

k respectivement.

Donc on a des isomorphismes canoniques Bk � A (φX)

k et B̂k � ˆA
(φX)

k de X-
schémas abéliens. Sous ces identifications, la polarisation λ′ ⊗W k de Bk est l’image
inverse par φX de la polarisation λ ⊗W k de Ak.

Le morphisme canonique A → B induit un isomorphisme A [N] � B[N],
donc une structure de niveau δ′ sur B. Il est facile de voir que l’isomorphisme
Bk � A (φX)

k transforme δ′ ⊗W k en φ∗
X(δ ⊗W k). Le triplet (B, λ′, δ′) définit un

diagramme cartésien de W-schémas formels

B ��

��

A

��
Q ��φ

Q

Par propriété universelle, on a un diagramme cartésien

A ��

��

A

��
Q ��ι

��

Q

��
Spf(W) ��σ Spf(W)

et ι est un isomorphisme. L’universalité de X et l’isomorphisme Bk � A (φX)

k (com-
patible aux polarisations et structures de niveau) montrent que ι ◦ φ relève φX.
Donc φs relève FX = φs

X, le q-Frobenius de X.

8.1.1. Théorème. — Il existe P un W-schéma formel topologiquement de type fini et

plat sur W, de fibre spéciale Y projective, une immersion ouverte Q ⊂ P et un relèvement

surconvergent (φs, V, ϕ : V →]Y[) de FX le long de (Y − X)red, qui prolonge φs.
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8.2. Preuve du théorème 8.1.1. — Par [18] Théorèmes IV.6.7, V.5.8, il existe

(i) un W-schéma projectif M et une W-immersion ouverte M ⊂ M complé-
mentaire de D = M−M un diviseur relatif à croisements normaux stricts
sur W;

(ii) un schéma semi-abélien G → M dont la restriction à M est canonique-
ment isomorphe à A.

On pose E = Lie(G/M), qui est un OM-module localement libre de rang g.
Soient Y = Mk et φY son Frobenius absolu. Le Frobenius absolu de Gk induit
le morphisme OY-linéaire u : φ∗

Y(Ek) → Ek. Grâce aux isomorphismes canoniques
det(φ∗

YEk) = φ∗
Y(det Ek) = (det Ek)

⊗p, on peut considérer det u : det(φ∗
YEk) → det Ek

comme une section h = det u ∈ Γ(Y, (det Ek)
1−p), appelée invariant de Hasse. Par

définition, X = Mk ∩ {x ∈ Y|h(x) �= 0}.
Soient P la complétion formelle de M le long de Y et M

rig =]Y[= PK0 sa
fibre rigide. Soient L une extension finie de K0, x ∈ M

rig
(L) et τ : Spf(OL) → P le

morhisme qui lui est associé par adhérence schématique et normalisation (appelé
dans la suite prolongement de x). On désigne par τ1 : Spec(OL/pOL) → Y la rédu-
ction de τ modulo p. Le choix d’une trivialisation τ∗

1 (det Ek)
1−p � OL/pOL permet

de définir la valuation p-adique vp(τ
∗
1 (h)). C’est un nombre rationnel compris entre

0 et 1 qui ne dépend pas du choix de la trivialisation; on le note vp(̃h(x)). On
choisit P = ∪iUi un recouvrement fini de P par des ouverts formels affines et des
sections h̃i ∈ Γ(Ui, (det E)1−p) qui relèvent h. Si τ se factorise à travers Ui alors
vp(̃h(x)) = inf(1, vp(τ

∗̃hi)). On en déduit que pour tout nombre rationnel r ≥ 0, il
existe un sous-espace rigide quasi-compact M

rig
≤r ⊂ M

rig
tel que

M
rig
≤r(K0) = {

x ∈ M
rig

(K0)
∣∣ vp(̃h(x)) ≤ r

}
.

On considère aussi le sous-espace rigide (non quasi-compact) M
rig
<r ⊂ M

rig
défini

par la condition vp(̃h(x)) < r. Noter que M
rig
≤r = M

rig
si r ≥ 1 et M

rig
<r = M

rig
si

r > 1. Soit Mrig l’espace rigide analytique associé au K0-schéma MK0 . On observe
que Mrig contient strictement le tube ]Mk[ (qui s’identifie à la fibre rigide de
la complétion formelle de M le long de Mk). On pose Mrig

≤r = Mrig ∩ M
rig
≤r et

Mrig
<r = Mrig ∩ M

rig
<r . On a une immersion formelle ouverte Q ⊂ P. Le tube ]X[

coïncide avec la fibre rigide de Q et ]X[=]Mk[ ∩ M
rig
≤0.

8.2.1. Lemme. — Pour tout nombre rationnel r > 0, M
rig
≤r et Mrig

≤r sont des voisinages

stricts de ]X[ dans ]Y[.

Preuve. — Par construction M
rig
≤r est un voisinage strict de M

rig
≤0 dans ]Y[.

Comme ]X[⊂ M
rig
≤0, on en déduit que M

rig
≤r est un voisinage strict de ]X[ dans ]Y[.
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Par ailleurs, le diviseur effectif D définit un OM-faisceau inversible O(D) et une
section t ∈ Γ(M,O(D)). On considère l’ouvert admissible U de M

rig
vérifiant

U(K0) = {
x ∈ M

rig
(K0)

∣∣ vp(t(x)) ≤ 1
}
.

Alors (U, ]Ds[) est un recouvrement admissible de ]Y[ et son intersection avec le
recouvrement admissible (M

rig
≤r, ]Y[−]X[) est aussi admissible. Or U∩M

rig
≤r ⊂ Mrig

≤r et
]Ds[⊂]Y[−]X[. On en déduit que (Mrig

≤r, ]Y[−]X[) est un recouvrement admissible
de ]Y[. ��

Soient G̃ la complétion formelle de G le long de sa fibre spéciale (qui est
un P-schéma en groupes formel lisse) et pG̃ le noyau de la multplication par p.
On désigne par G̃rig et pG̃

rig
les fibres rigides de G̃ et pG̃ respectivement. Les

morphismes naturels G̃rig → M
rig

et pG̃
rig → M

rig
sont des espaces rigides en

groupes respectivement lisse et étale. Soient I le faisceau d’idéaux de l’immersion
fermée pG̃ → G̃ et m, n > 0 deux entiers. Soient B l’éclatement admissible de G̃
le long de l’idéal J = I n + pmOG̃ et Z m,n ⊂ B l’ouvert formel où pm engendre
J.OB.

8.2.2. Proposition. — (i) La fibre rigide de Z m,n est un ouvert admissible de G̃rig

qui est un sous-M
rig

-groupe. Elle dépend du nombre rationnel a = m/n mais pas de la paire

(m, n); on la note Za.

(ii) Il existe un ouvert admissible (Za)◦ ⊂ Za qui est un sous-M
rig

-groupe tel que pour

tout x ∈ M
rig

(K0), (Za)◦
x est la composante connexe neutre de Za

x.

(iii) Soient L une extension finie de K0 d’indice de ramification e, x ∈ M
rig

(L) et

τ : Spf(OL) → P son prolongement. Soient pG̃τ
= pG̃ ×P Spf(OL) et (pG̃

b

τ
, b ∈ Q >0) sa

filtration canonique. Alors pG̃
ea

τ
⊗OL L = pG̃

rig

x ∩ (Za)◦
x dans G̃rig

x .

Preuve. — (i) Soient L une extension finie de K0, z ∈ G̃rig(L), τz : Spf(OL)

→ G̃ son prolongement et I (z) l’image du morphisme naturel τ∗
z I → OL. On a

Za(K0) = {
z ∈ G̃rig(K0)

∣∣ vp(I (z)) ≥ a
}
,(20)

ce qui montre que Za dépend de a mais pas de la paire (m, n). Pour montrer
que Za est un sous- M

rig
-groupe de G̃rig, on commence par rappeler la notion

de dilatation ([7] Chapitre 3). Soient R un anneau de valuation discrète, π une
uniformisante, S = Spf(R) et s son point fermé. Soient X un S-schéma formel
quasi-compact admissible, V un sous-schéma fermé de Xs et I le faisceau d’idéaux
de l’immersion fermée V → X. Soient X′ l’éclatement admissible de X le long
de V, X′

π le sous-schéma formel ouvert de X′ où π engendre I.OX′ et u : X′
π → X

le morphisme naturel. On vérifie facilement les propriétés suivantes ([7] 3.2/1) :
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(a) X′
π est un S-schéma formel quasi-compact admissible et us : (X′

π)s → Xs

se factorise à travers V;
(b) pour tout S-schéma formel admissible Y et tout S-morphisme v : Y→X

tel que vs : Ys → Xs se factorise à travers V, il existe un unique S-
morphisme v′ : Y→ X′

π tel que v = u ◦ v′.

Grâce à la propriété universelle (b), le couple (X′
π, u) est unique à isomorphisme

unique près. On appelle X′
π la dilatation de V dans X. Soient T ,X1 et X2 des

S-schémas formels quasi-compacts admissibles, X1 → T et X2 → T deux S-
morphismes et V1 ⊂ X1

s et V2 ⊂ X2
s deux sous-schémas fermés. On désigne par

(X1)′
π , (X2)′

π et (X1 ×T X
2)′

π les dilatations de respectivement V1 dans X1, V2

dans X2 et V1 ×Ts V2 dans X1 ×T X
2. Alors on a un isomorphisme canonique

(X1 ×T X
2)′

π � (X1)′
π ×T (X2)′

π . En particulier, si X est T -schéma en groupes
formel et V est un sous-Ts-schéma en groupes de Xs, alors la dilatation X′

π de V
dans X est un T -schéma en groupes formel et u : X′

π → X est un homomorphisme
de groupes.

On fixe une extension finie L de K0 et on prend R = OL. On pose X0 =
G̃ ×Spf (W) S, V = pG̃ ×Spf (W) S et T = P ×Spf(W) S. On définit par récurrence des
S-schémas formels quasi-compacts admissibles ... → Xi+1 → Xi → ... X1 → X0

et un système compatible d’immersions fermées formelles (V → Xi)i≥0, en notant
Xi+1 la dilatation de Vs dans Xi. Par propriété (b), le morphisme V → Xi se
relève en un morphisme V → Xi+1 qui est clairement une immersion fermée
formelle. Comme Xi est un T -schéma en groupes formel et V → Xi est un
homomorphisme de groupes pour i = 0, alors ces propriétés sont vérifiées pour
tout i ≥ 0 et les morphismes Xi+1 → Xi sont des homomorphismes de groupes.
On a Xi ⊗R L = Zi/e ×K0 L, où e est l’indice de ramification absolu de L. Donc
Zi/e ×K0 L est un sous-(M

rig ×K0 L)-groupe de G̃rig ×K0 L. On en déduit que Zi/e

est stable par la loi de groupe et l’inverse de G̃rig, ce qui termine la preuve de
l’assertion (i). L’assertion (ii) découle de la proposition A.1.2. L’assertion (iii) découle
de (20). ��

On considère les ouverts admissibles suivants de G̃rig qui sont des sous-M
rig

-
groupes

Za+ = ∪b∈Q >a Z
b et (Za+)◦ = ∪b∈Q >a(Z

b)◦.

On définit les ouverts admissibles pG̃
rig,a = pG̃

rig ×G̃rig (Za)◦ et pG̃
rig,a+ = pG̃

rig ×G̃rig

(Za+)◦ de pG̃
rig

qui sont des sous-M
rig

-groupes (étales). Soient Arig et pArig les es-
paces rigides-analytiques associés aux K0-schémas AK0et pAK0

(noyau de la multi-
plication par p), qui sont naturellement des Mrig-groupes. La polarisation principale
de A et la dualité de Cartier induisent un accouplement parfait (pA) ×M (pA) →
µp ⊗W M. Par analytification, on obtient un accouplement parfait
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(pArig) ×Mrig (pArig) → µ
rig
p ×K0 Mrig .(21)

L’immersion naturelle G̃rig|Mrig → Arig permet d’identifier pG̃
rig|Mrig à un ouvert ad-

missible de pArig qui est un sous-Mrig-groupe.
On prend a = 1/(p−1) et r = inf(p−1(p−1)−1, (p−2)(p−1)−1(2g(p−1)−p)−1).

Soient V = Mrig
<r et K := pG̃

rig,a+ ×M
rig V qui est un ouvert admissible et un sous-

V-groupe de pA
rig
V := pArig ×Mrig V.

8.2.3. Proposition. — i) Le V-groupe K est fini localement libre de rang pg .

ii) Soit V◦ ⊂ V la réunion des composantes connexes de V qui rencontrent ]X[. Alors

K |V◦ est totalement isotrope relativement à l’accouplement parfait (21) au dessus de V◦.

Preuve. — i) Comme K → V est étale, il suffit, par le lemme A.1.1, de
montrer que Kx est de rang pg pour tout x ∈ V(K0). Soient L une extension
finie de K0 d’indice de ramification e, x ∈ M(L), ρ : S = Spec(OL) → M son
prolongement (par le critère valuatif de propreté) et Gρ = G ×M S. On suppose
x ∈ Mrig

<r (L) grâce à l’identification M(L) = M
rig

(L). Soit 0 → T → G̃ρ → A → 0
l’extension de Raynaud de Gρ (noter que Gρ ⊗OL L est une variété abélienne).
On désigne par pGρ

et pG̃ρ les noyaux de la multiplication par p respectivement
sur Gρ et sur G̃ρ. On rappelle que pG̃ρ

� (pGρ)
f . Par la proposition 8.2.2 (iii),

on est ramené à montrer que le cran pG̃ j+
ρ de la filtration canonique de pG̃ρ

est
fini et plat sur OL de rang pg, où j = e/(p − 1). On pose S1 = Spec(OL/pOL),
Gρ,1 = Gρ ×S S1 � G̃ρ ×S S1 et A1 = A ×S S1. Par définition de Mrig

<r , la hauteur
de Hodge de Lie(Gρ,1) est strictement plus petite que r. On en déduit grâce à la
surjection naturelle Lie(Gρ,1) → Lie(A1) que la hauteur de Hodge de Lie(A1) est
strictement plus petite que r. Comme A admet une polarisation principale alors
H1(A1,OA1) � Lie(A1) et la proposition découle alors du corollaire 6.1.2 (on peut
aussi argumenter en utilisant [28] II.1.1 et I.7.2.3 ou [18] II.2).

ii) On considère le diagramme commutatif de OV-modules localement libres

I

�� ��

f

PP
PP

PP
PP

PP
PP

PP

Oµp ⊗K0 OV ��g

��

OK ⊗OV OK

OV

où OK est la OV-algèbre de K , Oµp est la K0-algèbre de µp, I est l’idéal
d’augmentation et g est induit par l’accouplement (21) restreint à K ×V K . Il
suffit de montrer que f |V◦ = 0. Avec les notations du début de la section, K |]X[
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est la fibre générique de pA
◦. Donc K |]X[ est totalement isotrope relativement à

l’accouplement (21) et f |]X[ = 0. On en déduit par le principe de prolongement
analytique suivant, que f |V◦ = 0.

Soient W un espace analytique rigide connexe, tel que l’anneau local OW,x soit intègre

pour tout x ∈ W, M un OW-module localement libre de type fini et f ∈ Γ(W, M). S’il existe

un ouvert non vide U de W tel que la restriction de f à U soit nulle, alors f = 0. (voir
[3] 0.1.13). ��

Pour un K0-schéma séparé de type fini T, on note Trig son analytification.
Pour une variété affinoïde U = Sp(B), on note Ualg = Spec(B).

8.2.4. Lemme. — (a) Soit U une K0-variété affinoïde. Il existe un morphisme canonique

U → Ualg de K0-espaces annelés. Soient T un K0-schéma séparé de type fini et f : U → Trig

un K0-morphisme rigide vérifiant la condition suivante

(�) il existe W ⊂ T un ouvert affine vérifiant f (U) ⊂ Wrig en tant qu’ensembles.

Alors, il existe un diagramme commutatif canonique d’espaces annelés fonctoriel en f

U ��f

��

Trig

��
Ualg ��f alg

T

où f alg est un morphisme de K0-schémas et les flèches verticales sont les morphismes canoniques.

(b) Soient N → T un morphisme fini de schémas et Nrig → Trig son analytification.

Alors U ×Trig Nrig → U est un morphisme fini de variétés affinoïdes et il existe un diagramme

cartésien canonique

(
U ×Trig Nrig

)alg ��

��

N

��
Ualg ��f alg

T

Preuve. — a) Comme tout ouvert de Zariski de Ualg est un ouvert admissible
de U ([6] 9.1.4/7), alors l’application canonique U → Ualg est continue. Elle est
clairement un morphisme d’espaces annelés. Soit W ⊂ T vérifiant la condition (�).
Le morphisme composé d’espaces annelés U → Trig → T induit un morphisme
de K0-algèbres Γ(W,OT) → Γ(U,OU) = B, donc un morphisme de K0-schémas
Ualg → W. Le morphisme Ualg → T ainsi obtenu est fonctoriel en la paire (W, T)

dans le sens suivant: soient T → T′ un morphisme de K0-schémas séparés de
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type fini et W ⊂ T et W′ ⊂ T′ des ouverts affines tels que W′ contient l’image
de W. Alors le morphisme composé de schémas Ualg → W → W′ est induit
par le morphisme rigide composé U → Trig → T′rig et l’ouvert affine W′ ⊂ T′. En
particulier f alg : Ualg → T ne dépend pas du choix de W (car T est séparé sur K0).

b) On peut supposer T = Spec(A) et N = Spec(A′), où A′ est une A-algèbre
finie. On vérifie facilement que ONrig = OTrig ⊗A A′, ce qui implique l’énoncé. ��

On remplace V par V◦ et K par K |V◦ (Proposition 8.2.3 ii)). Soit U ⊂ V
un ouvert affinoïde. On note i : U → Mrig l’immersion naturelle et on suppose
qu’elle vérifie la condition (�) du lemme 8.2.4. Soit i alg : Ualg → MK0 le morphisme
de K0-schémas défini par loc. cit.. On pose C = Ualg ×MK0

AK0 qu’on munit de la
polarisation principale et la structure de niveau N induites par celles de AK0 . Par
le lemme 8.2.4 b), le schéma affine associé à la variété affinoïde pA

rig
U = pArig|U est

(pA
rig
U )alg = pC. Par la proposition 8.2.3 i), l’immersion K → pA

rig
V est fermée. Donc

K = (K |U)alg est canoniquement un sous-Ualg-schéma en groupes fermé de pC.
On considère le Ualg-schéma abélien quotient D = C/K. Par la proposition 8.2.3,
K est totalement isotrope relativement à l’accouplement parfait sur pC. Donc la
polarisation principale de C induit une polarisation principale de D. La structure
de niveau N sur C induit une structure de niveau N sur D. On obtient ainsi un
diagramme cartésien

D ��

��

AK0

��
Ualg ��

ϕ
alg
U MK0

Le morphisme d’espaces annelés U → MK0 , induit par ϕ
alg
U et le lemme 8.2.4,

définit par propriété universelle du GAGA rigide un morphisme ϕU : U → Mrig

de K0-espaces rigides. On montre facilement le lemme suivant:

8.2.5. Lemme. — Soit U′ ⊂ U une immersion d’ouverts affinoïdes de V tels que leurs

immersions dans Mrig vérifient l’hypothèse (�) du lemme 8.2.4. Alors ϕU′ = (ϕU)|U′ .

Soit (Ui)i∈I un recouvrement admissible de V par des ouverts affinoïdes tels
que leurs immersions dans Mrig vérifient l’hypothèse (�) du lemme 8.2.4. Par [6]
9.3.3/1 et le lemme 8.2.5, les morphismes ϕUi : Ui → Mrig se recollent en un K0-
morphisme rigide ϕ : V → Mrig. Le lemme 8.2.5 implique que ϕ|]X[ = φ⊗WK0. On
note que ϕ−1(V) est un voisinage strict de ]X[ dans ]Y[. On en déduit qu’il existe
V′ un voisinage strict de ]X[ dans ]Y[ et (φs, V′, ϕs : V′ → Mrig) un relèvement
surconvergent de FX le long de (Y − X)red. ��

8.3. Fonctions L unités. — Soit n ≥ 1 un entier. Pour tout point x ∈ X(Fqn),
il existe un unique morphisme τ : Spf(W(Fqn)) → Q qui relève x et qui vérifie
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φsn ◦ τ = τ , appelé relèvement de Teichmüller de x. De plus φ ◦ τ = τ ◦ σ , où σ

est l’endomorphisme de Frobenius de W(Fqn). On pose Tn = {τ : Spf(W(Fqn)) →
Q | φsn ◦ τ = τ}. Pour une variété abélienne A sur k = Fq, on note FA : A → A(σ)

et VA : A(σ) → A les isogénies du Frobenius et du Verschiebung et Fs
A : A →

A(σ) → ... → A(σ s) = A et Vs
A : A = A(σ s) → ... → A(σ) → A leurs itérés d’ordres s.

8.3.1. Proposition. — Soient x ∈ X(k) et τ : Spf(W(k)) → Q son relèvement de

Teichmüller. Soient A la k-variété abélienne et λ : A → At la polarisation principale associées

à x, TpA(k) le module de Tate de A et Sym2(TpA(k)) sa seconde puissance symétrique.

Soient Q = Q ⊗W W(k) et x ∈ Q (k) un point au dessus de x.

(i) Soit Ôx la complétion de l’anneau local de Q en x. La théorie de Serre-Tate induit

un isomorphisme canonique de W(k)-schémas formels

q(−, •, •) : Spf
(
Ôx

) ∼−→ HomZp

(
Sym2(TpA(k)), Ĝm

)
.

(ii) L’endomorphisme φs ⊗ id de Q fixe x et induit un endomorphisme φs
x de Spf(Ôx).

Soient R un anneau local artinien de corps résiduel k et ρ : Spec(R) → Spf(Ôx) un

morphisme. Alors on a un diagramme commutatif

TpA(k) ⊗ TpA(k) ��
id×Vs

A

��
Fs

A×id

TpA(k) ⊗ TpA(k)

��
q(ρ,•,•)

TpA(k) ⊗ TpA(k) ��
q(φs

x(ρ),•,•) Ĝm(R)

(iii) L’isogénie Fs
A induit un endomorphisme Zp-linéaire inversible de TpA(k) et on a

Fs
A ◦ Vs

A = ps.

(iv) On a un isomorphisme canonique

τ∗Ω1
Q/W ⊗W W(k)

∼−→ Sym2(TpA(k)) ⊗Zp W(k),

et φs induit un endomorphisme W-linéaire de τ∗Ω1
Q/W, qui correspond via l’isomorphisme ci-

dessus à l’endomorphisme psSym2(Fs
A)−1 de Sym2(TpA(k)).

Preuve. — (i) Soit Ag le champs algébrique sur W qui paramétrise les
schémas abéliens principalement polarisés. Le morphisme naturel M → Ag est fini
étale. Donc il suffit de montrer, pour tout anneau local artinien R de corps rési-
duel k, que l’ensemble des classes d’isomorphismes des R-schémas abéliens
principalement polarisés qui relèvent (A, λ), est en bijection avec l’ensemble
HomZp(Sym2(TpA(k)), Ĝm(R)). C’est une conséquence de [25] Théorème 2.1. Soit
A/R un relèvement de A. Grâce à la polarisation principale de A, le paramètre
de Serre-Tate q(A/R, •, •) est un élément de HomZp(TpA(k)⊗TpA(k), Ĝm(R)). Par
[25] Théorème 2.1 3), le dual Â de A, qui relève Â, a pour paramètre de Serre-
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Tate q(Â/R, x, y) = q(A/R, y, x). Par loc. cit. Théorème 2.1 4), l’isomorphisme
λ : A → Â se relève en un R-homomorphisme Λ : A → Â ssi q(A/R, •, •) est
symétrique. De plus, dans ce cas Λ est unique.

(ii) Soit (A(σ), λ(σ)) le twist de (A, λ) par le Frobenius σ de k. Soient R un
anneau local artinien de corps résiduel k et (A/R,Λ) un relèvement de (A, λ).
Soient p A le noyau de la multiplication par p et p A◦ sa composante connexe
neutre. Comme p A◦ relève le noyau de l’isogénie de Frobenius A → A(σ), alors
le quotient A/p A◦ est un R-schéma abélien qui relève A(σ). Comme p A◦ est to-
talement isotrope relativement à l’accouplement parfait de p A induit par Λ, alors
Λ induit une polarisation principale Λ′ de A/p A◦ qui relève λ(σ). Le morphisme
ainsi défini

HomZp

(
Sym2

(
TpA(k)

)
, Ĝm(R)

) −→ HomZp

(
Sym2

(
TpA(σ)(k)

)
, Ĝm(R)

)
(A,Λ) �−→ (A/p A◦,Λ′)

est induit par φ. (ii) en découle par [25] Théorème 2.1 4). (iii) est triviale et (iv)
se déduit de (ii) et (iii). ��

Soit H un F-cristal sur Q . Pour τ ∈ Tn, Hτ = τ∗H est un F-cristal sur Fqn .
Soient φτ son endomorphisme de Frobenius et H0

τ sa racine de l’unité. Pour tout
entier m ≥ 0 et ε = ±, on considère la série formelle

Lε
0(SymmH, t) =

∏
n≥1

∏
τ∈Tn

(
det

(
1 − tnSymm

(
φεsn

τ

)|SymmH0
τ

))−1/n
.

8.3.2. Proposition. — Soient ψ∗ les opérateurs de Dwork agissant sur

H∗(]Y[, j†Ωg( g+1)/2
]Y[ ) définis dans (19) par le relèvement surconvergent du Frobenius du

théorème 8. 1. 1. Pour le F-cristal H = H 1
dR(A /Q ) sur Q , on a

∏
≥0

(
det

(
1 − tψ|H

(]Y[, j†Ωg( g+1)/2
]Y[

)))(−1)+1+g( g+1)/2

=
∏
m≥0

L−
0 (Sym2mH, psmt).

Preuve. — Elle découle du théorème 8.1.1 et des propositions 7.1.5 et 8.3.1,
grâce à la relation suivante valable pour toute matrice carrée M

1
det(1 − tM)

=
∑
j≥0

tr(Sym jM)t j .

8.3.3. Remarque. — La fonction L+
0 (H, t) est p-adiquement méromophe. C’est

une conséquence d’une conjecture de Dwork démontrée par Wan [31,32]. La mé-
romophie pour g = 1, due à Dwork [16], découle de la proposition 8.3.2.
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A. Trois résultats auxiliaires

A.1. On reprend les notations du début de l’article et on ne suppose plus
K de caractéristique 0.

A.1.1. Lemme. — Soit f : X → Y un morphisme quasi-fini et plat entre K-espaces

rigides quasi-compacts et quasi-séparés. Si le rang des fibres rigides de f est constant, alors f
est fini.

Preuve. — Par le théorème de structure de Raynaud et [8] Théorème 5.2,
il existe g : X → Y un morphisme quasi-fini et plat de OK-schémas formels
admissibles quasi-compacts tel que grig = f . Le morphisme induit sur les fibres
spéciales gs : Xs → Ys est plat et quasi-fini. Soient y un point fermé de Ys et
ÔY,y la complétion de l’anneaux local de Y en y. Soient x1, ..., xd les points de
Xs au dessus de y et pour 1 ≤ i ≤ d , ÔX,xi la complétion de l’anneau local de X
en xi. Le morphisme fini et plat ĝxi : Spf(ÔX,xi) → Spf(ÔY,y), induit par g, est un
modèle du morphisme rigide ]xi[→] y[, induit par f sur les tubes. On en déduit
que le morphisme �d

i=1]xi[→] y[ est fini et plat de rang r le rang constant des
fibres rigides de f . Donc la somme des rangs des morphismes ĝxi vaut r. D’où le
rang de la fibre g−1

s ( y) est r. Comme Ys est de type fini sur k, alors le rang de
toutes les fibres de gs : Xs → Ys est constant égal à r. On en déduit par [14]
Lemme 1.19 que gs est fini. Par conséquent g et donc f sont finis. ��

A.1.2. Proposition. — Soient X et Y deux K-espaces rigides quasi-compacts et quasi-

séparés, f : X → Y un morphisme plat à fibres rigides géométriquement réduites, et g : Y → X
une section. Alors il existe un ouvert admissible X◦ ⊂ X tel que pour tout y ∈ Y, X◦

y est la

composante connexe de Xy contenant g( y). De plus, si X est un Y-groupe alors X◦ est un

sous-Y-groupe de X.

Preuve. — Par le théorème de structure de Raynaud, il existe X et Y deux
OK-schémas formels topologiquement de type fini de fibres rigides respectivement
X et Y et h : X → Y un morphisme de OK-schémas formels tel que hrig = f .
Par le théorème principal de [9], il existe un diagramme commutatif de schémas
formels

Z

��
X′′ ��

��

X′ ��

��

X

��
h

Y′′ ��θ
Y′ ��ρ

Y
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où

(i) ρ est un éclatement admissible;
(ii) θ est un morphisme quasi-fini, plat, surjectif et rig-étale (i.e. étale au

dessus de Y);
(iii) les carrés sont cartésiens;
(iv) Z → X′′ est un morphisme fini qui induit un isomorphisme des fibres

rigides;
(v) Z → Y′′ est plat à fibres géométriquement réduites.

Soit g′′ : Y′′
rig → X′′

rig la section induite par g. Il existe un diagramme cartésien

Z̃ ��

��

Z

��
X̃

��

��

X′′

��
Ỹ

HH

g̃

��Y′′

où Ỹ → Y′′ est un éclatement admissible et g̃ est une section de h̃ : Z̃ → Ỹ
telle que la section rigide associée g̃rig : Ỹrig → Z̃ rig coïncide avec g′′ via les
isomorphismes Z̃ rig = Zrig � X′′

rig et Ỹrig = Y′′
rig. Par EGA IV3 15.6.5, il existe

Z̃ ◦ ⊂ Z̃ un ouvert formel tel que pour tout point y ∈ Ỹs, Z̃ ◦
y est la composante

connexe de Z̃ y qui contient g̃( y). Soient Ỹ, Z̃ et Z̃◦ les fibres rigides de Ỹ,
Z̃ et Z̃ ◦ respectivement. Par [1] Proposition 4.3, pour tout ỹ ∈ Ỹ, Z̃◦

ỹ est la
composante connexe de Z̃̃y qui contient g̃rig( ỹ ). On a un digramme cartésien de
K-espaces rigides

Z̃

��
hrig

�� X

��
f

Ỹ

JJ
g̃rig

��
θrig

Y

TT
g

Soient ỹ ∈ Ỹ et y = θrig( ỹ ). Sous l’identification Z̃ ỹ = Xy ×y ỹ, on a Z̃◦
ỹ = (Xy)

◦ ×y ỹ
où (Xy)

◦ est la composante connexe de Xy qui contient g( y) car f est plat à
fibres rigides géométriquement réduites. Comme θrig est plat surjectif, alors l’image
X◦ de Z̃◦ par le morphisme Z̃ → X est un ouvert admissible de X qui vérifie
les propriétés requises. Si X est un Y-groupe, alors pour tout y ∈ Y, X◦

y est un
sous-groupe de Xy. Donc X◦ est stable par la loi du groupe et l’inverse de X;
c’est un sous-Y-groupe de X. ��



SOUS-GROUPES CANONIQUES 159

A.1.3. Proposition. — Soient X un OK-schéma formel normal plat et topologiquement

de type fini sur OK de fibre rigide X géométriquement réduite sur K, Y un OK-schéma formel

plat et topologiquement de type fini et f : Y→ X un morphisme fini d’intersection complète et

rig-étale. Soient ν un point générique de Xs, Ôν le complété de l’anneau local de X en ν et

ν̃ : Spf(Ôν) → X le morphisme canonique. Un point x ∈ X(K′), pour une extension finie K′

de K, définit par adhérence schématique et normalisation un OK-morphisme σ : Spf(OK′) → X,

appelé prolongement de x. On définit Yν̃ et Yσ par le diagramme cartésien

Yν̃
��

��

Y

��
f

Yσ
oo

��
Spf(Ôν)

��ν̃
X Spf(OK′)oo σ

Alors, il existe un ouvert admissible non-vide V ⊂ X tel que pour toute extension finie K′ de

K d’indice de ramification e, et tout point x ∈ V(K′) de prolongement σ : Spf(OK′) → X,

on a

c(Yσ/OK′) ≤ ec(Yν̃/Ôν).

Preuve. — On peut supposer X = Spf(B) et Y = Spf(A) affines. Le mor-
phisme f se factorise en

Y = Spf(A) ��i

��
f

Spf(B〈x1, ..., xr〉)

vv
g

ll
ll
ll
ll
ll
ll
l

X = Spf(B)

où g est la projection canonique et i est une immersion fermée formelle définie par
un idéal I ⊂ B〈x1, ..., xr〉. En prenant le produit fibré avec ν̃, on obtient l’élément
i ν̃ : Yν̃ → Spf(Ôν〈x1, ..., xr〉) de E (Yν̃/Ôν). Soient K′ une extension finie de K
d’indice de ramification e et σ : Spf(OK′) → X un OK-morphisme. En prenant
le produit fibré avec σ , on obtient l’élément iσ : Yσ → Spf(OK′ 〈x1, ..., xr〉) de
E (Yσ/OK′). On désigne par L le corps de fractions de Ôν. Soient n, m > 0 des
entiers, a = n/m, Sa

σ le voisinage tubulaire de iσ d’épaisseur a (défini sur K′) et
Ta le voisinage tubulaire de i ν̃ d’épaisseur a (défini sur L). Soient f1, ..., fs ∈ Im des
générateurs de Im. On considère le morphisme de schémas formels

φ : Z = Spf
(
B〈x1, ..., xr, y1, ..., ys〉/

(
πnyj − fj, 1 ≤ j ≤ s

)) −→ X
et les produits fibrés

Zν̃
��

��

Z

��

Zσ

��

oo

Spf(Ôν)
��ν̃
X Spf(OK′)oo σ
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On a

Zσ = Spf(OK′ 〈x1, ..., xr, y1, ..., ys〉/(πnσ ∗fj − yj),

Zν̃ = Spf(Ôν〈x1, ..., xr, y1, ..., ys〉/(πn ν̃∗fj − yj).

Par conséquent Zσ est un modèle de Sea
σ sur OK′ et Zν̃ est un modèle de Ta

sur Ôν.
Par le théorème principal de [9], il existe un diagramme commutatif de

schémas formels

Z ′′

��
Z′′ ��

��

Z′ ��

��

Z

��
X′′ ��h

X′ ��ρ

X

où

(i) ρ est un éclatement admissible;
(ii) h est un morphisme quasi-fini, plat, surjectif et il est étale au dessus

de X′
η;

(iii) les carrés sont cartésiens;
(iv) Z ′′ → Z′′ est un morphisme fini qui induit un isomorphisme des fibres

génériques;
(v) Z ′′ → X′′ est plat à fibres géométriquement réduites.

En appliquant le même théorème au morphisme X′′ → Spf(OK), on trouve
une extension finie séparable M de K et un morphisme fini X+ → X′′ ⊗OK OM

qui induit un isomorphisme sur les fibres génériques, tel que le morphisme X+ →
Spf(OM) soit plat à fibre spéciale géométriquement réduite. Comme l’espace rigide
X′′

η est normal, [1] lemma 4.1 implique que pour toute extension finie séparable
M′ de M, le schéma formel X+ ⊗OM OM′ est normal. Comme X est normal, il
existe un sous-schéma formel ouvert X′

◦ ⊂ X′ tel que ρ induit un isomorphisme
X′

◦ � ρ(X′
◦) et ν est l’unique point générique de la fibre spéciale de ρ(X′

◦). En
rétrécissant X′

◦, on peut supposer que le morphisme h+ : X+
◦ = X+ ×X′ X′

◦ → X′
◦

est plat. En effet, le morphisme X+ → X′ est rig-plat et plat au dessus du point
générique ν (car X est normal). Quitte à remplacer M par une extension finie
séparable, on peut trouver un ouvert formel V ⊂ X+

◦ tel que la fibre spéciale V
de V → Spf(OM) soit géométriquement intègre et lisse sur le corps résiduel de
OM. Soient U = V ×X′′ Z ′′, U = V ×X′′ Z ′′, β le point générique de V , Ôβ

la complétion de l’anneau local de V en β et β̃ : Spec(Ôβ) → V le morphisme
canonique.
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A.1.4. Lemme. — Quitte à rétrécir V , on peut supposer que pour tout point fermé t de V ,

on a #π0(U β) ≤ #π0(U t), où π0 désigne l’ensemble des composantes connexes géométriques.

Preuve. — Soit H → V un morphisme étale avec H connexe, donc intègre de
point générique γ , tel que les composantes connexes de U γ soient géométrique-
ment connexes. On considère le morphisme U ×V H → H qui est plat à fibre géo-
métriques réduites. Comme H est géométriquement unibranche, EGA IV
18.9.11 et la remarque après 18.9.7 montrent que les composantes connexes de
U ×V H sont en bijection avec ceux de U γ . Le lemme s’ensuit. ��

Par platitude, h+(V ) est un ouvert de X′
◦ ⊂ X. Sa fibre générique définit un

ouvert rigide V ⊂ X. Soient K′ une extension finie de K d’indice de ramification e,
x ∈ V(K′) et σ : Spec(OK′) → h+(V ) son prolongement. Comme h+ : X+

◦ → X′
◦ est

quasi-fini plat et surjectif, il existe une extension finie K′′ de K′ et un morphisme
α : Spec(OK′′) → V qui relève σ . On considère le diagramme cartésien

Uβ̃
��

��

U

��

Uα

��

oo

Spf(Ôβ)
��β̃

V Spf(OK′′)oo α

qui définit Uβ̃ et Uα. Alors Uα est un modèle affine de Sea
σ sur OK′′ , de fibre

spéciale U α géométriquement réduite. On en déduit par [1] Proposition 4.3 que
π0(U α) � π0(Sea

σ ). Par ailleurs, Ôβ est une extension finie de Ôν, génériquement
étale, et Uβ̃ est un modèle affine de Ta sur Ôβ, de fibre spéciale U β géomé-
triquement réduite. On en déduit par [1] Proposition 4.3 que π0(U β) � π0(Ta).
Supposons a > c(Yν̃/Ôν), alors #π0(Ta) = [Y : X]. D’où par le lemme A.1.4, on
a #π0(Sea

σ ) ≥ [Y : X]. Donc #π0(Sea
σ ) = [Y : X] par la proposition 2.1.2. On en

déduit que ea > c(Yσ/OK′). La proposition s’ensuit. ��
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