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PREMIÈRE THÈSE.

SUR LÀ RÉALISATION

DES

ESPACES PONCTUELS A TORSION

EN GÉOMÉTRIE EUCLIDIENNE

INTRODUCTION.

C'est dans les travaux de Gauss [1] (1) que Ton trouve le premier exemple
d'un espace non holonome, l'exemple devenu banal d'une surface plongée dans
l'espace ordinaire. La géométrie sur la surface, considérée comme un continu
à deux dimensions, est complètement définie quand on connaît l'expression de
la distance de deux points infiniment voisins. Cette expression est induite
sar la surface par la métrique euclidienne de Fespace ambiant : c'est donc le
a point de vue externe » [8] de définition d'un espace de Riemann, qui est a
l'origine de la théorie.

Si Ton se donne, au contraire a priori dans un continuüm, l'expression de
la distance élémentaire, on se libère de l'existence d'un espace ambiant. Ce
point de vue interne suffit pour édifier complètement la géométrie rieman-
nienne. Mais il n'en reste pas moins que le point de vue externe se trouve a
l'origine non seulement de la théorie elle-même, mais aussi du nouvel essor
qu'elle a pris, en 1917, avec la notion de parallélisme de Levi-Civita. Cela tient
sans doute à ce qu'il donne une image plus concrète des espaces de Riemann.

(*) Les crochets renvoient aux numéros d'ordre de la bibliographie.

THLSE O. OALVANI 1



— 2 —

\J équivalence locale des deux points de vue résulte du théorème de
Schlaèfli [2], d'après lequel tout espace de Riemann est localement réalisable
par une variété plongée dans un espace euclidien à nombre suffisant de dimen-
sions. Ce théorème, énoncé vers 1878, ne fut démontré en toute rigueur que
beaucoup plus tard, en 1926 [10 et 11]. Vimpossibilité d'une équivalence
globale a été établie par Hilbext [5], qui a montré l'impossibilité de réaliser
tout le plan de Lobatchewsky au moyen d'une surface euclidienne privée de
singularités.

Depuis 1922, les espaces de Riemann ne sont qu'un Chapitre bien particu-
lier de la théorie des espaces non holonomes de M. Élie Cartan [6]. Cette
théorie procède du point de vue interne. Les espaces de Riemann sont les
espaces ponctuels sans toi*sion à connexion euclidienne [14],

La question se pose alors de savoir s'il est possible, au moins localement, de
concevoir les espaces non holonomes du point de vue externe. Or, sans même
sortir des connexions ponctuelles euclidiennes, il n'existait jusqu'ici aucun
schéma général externe de ces espaces. La connexion induite par l'espace
ambiant [8] sur une variété ponctuelle euclidienne est toujours sans torsion,
de sorte qu'aucun espace à torsion ne peut être réalisé par une variété ponc-
tuelle, si du moins on désire attacher à cette variété sa connexion intrinsèque,
c'est-à-dire celle qui rend le mieux compte des relations de la variété avec
l'espace ambiant.

Le but de ce travail est de donner, en géométrie euclidienne^ une image
externe des espaces ponctuels non holonomes les plus généraux {pouvant
comporter une torsion). La méthode consiste à utiliser, pour réaliser ces
espaces, des variétés non ponctuelles (congruences de droites, d'éléments
linéaires, e t c . ) , sur lesquelles est définie une connexion ponctuelle intrin-
sèque. Les espaces sans torsion entrent comme cas particuliers dans ces
schémas généraux.

Une fois définie, sur une variété appartenant à une certaine catégorie, une
connexion d'une certaine espèce, il faut encore, pour le but que nous nous
proposons, montrer qu'étant donnée une connexion de cette espèce, on peut
trouver une variété de la catégorie envisagée, qui, plongée dans un espace
holonome convenable, admette localement cette connexion donnée. C'est
l'objet des théorèmes d'existence démontrée aux Chapitres IV et V, qui généra-
lisent en somme le théorème de Schlaèfli.

Cette étude, limitée aux connexions ponctuelles euclidiennes, peut néan-
moins fournir un cadre pour une étude analogue concernant d autres connexions
(d'autres groupes fondamentaux ou d'autres éléments générateurs). D'où
l'emploi exclusif de la méthode du repère mobile (qui fournit un cadre analy-
tique général pour la théorie des espaces non holonomes); d'autre part les
diverses connexions induites envisagées ont été définies conformément à des
principes généraux qui ne précisent ni groupe fondamental, ni élément gêné-
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rateur. — Nous publierons par ailleurs [18] un exemple d'une telle extension^
relatif aux connexions ponctuelles affines à n dimensions, dans le cas général
(réalisation toujours possible dans l'espace affine à n2 dimensions) et dans le
cas de la géométrie des groupes de Lie [12], où certaines réalisations se rat-
tachent au problème de la représentation linéaire de ces groupes.

Les principes généraux sont posés au cours du premier Chapitre, qui
rappelle en même temps, en les présentant sous une forme aisément généra-
lisable, des considérations classiques relatives aux surfaces euclidiennes. Les
trois Chapitres suivants sont consacrés aux connexions euclidiennes à deux
dimensions. Le Chapitre II définit la connexion ponctuelle induite sur une
congruence d'éléments linéaires plongée dans l'espace ordinaire. Cette définition
est susceptible d'une interprétation de nature mécanique. Elle fournit d'autre
part, comme cas particuliers, la connexion d'une congruence de droites [16 a],
et la connexion riemannienne classique d'une surface.

Le Chapitre III contient une suite de théorèmes sur les propriétés géomé-
triques de cette connexion induite; les résultats classiques relatifs à la courbure
de Gauss et à certaines propriétés des géodésiques, en sont des cas particu-
liers. Nous faisons d'abord une étude complète de la courbure et de la torsion,
enlesreliantà certains éléments géométriques tels que les foyers de la congruence.
Les résultats obtenus sont très simples dans le cas général (nos 20 et 23), un
peu plus compliqués dans certains cas de dégénérescence. D'autre part, l'étude
des congruences admettant la même connexion induite conduit en particulier à
Y applicabilité de leurs surfaces polaires (* ).

Nous étudions ensuite les « pseudo-lignes » (variétés à un paramètre) de la
congruence, qui correspondent à des lignes remarquables de l'espace réalisé,
par exemple aux droites (définies par le transport parallèle), ou aux géodé-
siques (a) (extrémales de la longueur). Par exemple, les pseudo-droites sont
étroitement liées à des dé^eloppables d?un complexe associé à la congruence.
Signalons aussi une relation entre les pseudo-droites géodésiques éventuelles et
les géodésiques de la surface polaire, ainsi que l'étude des espaces admettant un
réseau de droites géodésiques (n° 41 ).

Les congruences à cône directeur, qui réalisent les espaces à parallélisme
absolu, font l'objet d'une étude spéciale concernant le parallélisme et les
pseudo-lignes remarquables. En particulier, nous mettons en évidence divers
cas où le parallélisme induit se traduit par un parallélisme ordinaire dans
l'espace ou par une égalité d'angles. Une étude analogue est faite pour les
congruences à plan directeur qui correspondent aux espaces où la torsion a
une direction fixe. Ils constituent une classe de congruences admettant un

(1) La surface polaire est l'enveloppe des plans normaux aux éléments générateurs en leur
centre.

(2) On sait que ces deux familles sont distinctes, du moins dans le cas de deux dimensions [8],
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réseau de pseudo-droites géodésiques^ une autre classe étant formée de congruences
de normales à une dèveloppable (le réseau en question est alors formé des
plans normaux à la développable le long de ses génératrices). Le Chapitre se
termine par une brève étude relative aux lignes de torsion et par deux
exemples particuliers.

Le Chapitre IVa pour objet Pétude détaillée de la réalisation d'une connexion
ponctuelle euclidienne à deux dimensions arbitrairement donnée, par une
congruence d'éléments linéaires de l'espace ordinaire. Il contient principa-
lement une démonstration du théorème d'existence (avec, dans le cas le plus
général, une formulation simple du problème de Cauchy\ et une étude plus
directe du cas du parallélisme absolu, qui permet d'expliciter les résultats et
surtout à'indiquer des formes géométriques types auxquelles peuvent se réduire
les solutions (possibilité de choisir le cône directeur, ou, si la torsion a une
direction fixe, de réaliser l'espace par des congruences de normales à une
droite ).

L'étude complète de la réalisation par des congruences de droites est donnée
dans le cas du parallélisme absolu. Une étude analogue du cas général, publiée
aux Comptes rendus [16 6], n'a pas été reproduite.

Le cinquième et dernier Chapitre est consacré aux connexions à n dimen-
sions. Un premier théorème d'existence (n° 87) affirme la possibilité de les
réaliser, au voisinage d'un point quelconque, par des variétés d'éléments
plans (éléments à ri2 — n dimensions) plongées dans l'espace euclidien à ri1

dimensions ; une telle réalisation existe quel que soit Vespace donné. Un second
théorème d'existence (n° 101) affirme la possibilité, quand l'espace donné est
générique, de le réaliser, au voisinage d'un point générique, dans l'espace

euclidien à -—n~^ * dimensions, ce qui généralise exactement le théorème de

Schlaefli. D'autre part, la notion de classe des espaces de Riemann se géné-
ralise d'elle-même aux espaces à torsion, et à ce propos (n° 100) nous
donnons brièvement quelques résultats relatifs aux espaces de classe 1 :
généralisation des conditions de Ricci [3] et considérations géométriques sur
les variétés réalisantes.

Tant par la vaste théorie géométrique à laquelle elle se rattache (espaces
généralisés) que par les instruments analytiques employés (méthode du
repère mobile, théorie des systèmes en involution), l'étude que nous venons
d'analyser ne saurait se concevoir sans les travaux de M. Élie Gartan. Qu'il me
soit permis de lui exprimer ici ma profonde et respectueuse reconnaissance
pour l'intérêt très bienveillant qu'il a pris à mes recherches. Je tiens aussi à
remercier bien vivement AL Georges Bouligand et M. René Garnier de la
sympathie qu'ils m'ont témoignée; et je prie M. Paul Montel, qui a bien voulu
accueillir ce travail dans les Annales de l'École Normale Supérieure, de trouver
ici l'expression de ma sincère gratitude.



CHAPITRE I.

LA CONNEXION INTRINSÈQUE TRADUITE SUR UNE SURFACE.

PRINCIPES GENERAUX DE DEFINITION D^UNE CONNEXION INDUITE.

1. Dans ce Chapitre préliminaire, nous allons reprendre les considérations
bien connues, qui font d'une surface ordinaire un espace de Riemann à deux
dimensions. Nous donnerons au passage un schéma général de définition d'une
connexion induite, auquel se conformeront nos définitions ultérieures. Nous
ferons aussi, à titre d'introduction, quelques rapides calculs analogues à ceux
que nous retrouverons plus loin à propos des variétés non ponctuelles.

2. Regarder une surface V comme un espace de Riemann, c'est ( ' ) la consi-
dérer comme formée de morceaux infiniment petits de plans euclidiens, avec
une loi permettant de raccorder dans un même plan deux morceaux infiniment
voisins. Cette loi sera caractérisée par l'effet du raccordement sur un repère
rectangulaire.

a. Chaque morceau est formé des points M' infiniment voisins des points M
de V, et Ton assimile M' à sa projection orthogonale m' dans le plan P(M)
tangent en M à V.

6. La loi de raccordement est basée sur la définition du parallelisme de Levi-
Civita, c'est-à-dire sur la convention suivante :

Convention. — L'angle de deux directions o, G' issues de deux points
M et M' infiniment voisins est défini comme égal, au second ordre près par
rapport à MM', à celui des projections orthogonales de o, o' dans P(M).

Une telle convention se légitime par le fait que l'angle de deux directions
de P(M') se conserve au second ordre près par la projection envisagée.

Loi de raccordement. — Si l'on choisit dans chaque plan P(M) un repère
rectangulaire p(M), le raccordement de P(M') dans P(M), déduit de la
convention précédente, amènera f (M') en pM(M') confondu au second ordre
près avec la projection de p(M') dans P(M).

M. Élie Cartan a montré ( ' ) que, parmi toutes les connexions qu'on peut
imaginer sur une surface (en modifiant la correspondance a ou la loi 6), la
précédente possède un caractère intrinsèque, et a étendu ces conceptions à
d'autres géométries (affine, projective, conforme).

3. Si l'on effectue le raccordement de proche en proche le long d'un arc (C)
tracé dans V, on obtient le développement (1) le long de (C) de l'espace de

(*) Cf. t. CARfAN[8].



Riemann E réalisé par V. L'ensemble des développements le long des divers
arcs tracés sur V constitue la carte de E. On peut encore dire que les opéra-
tions a et b du n° 2 définissent la carte intrinsèque de Y, et que, par définition,
l'espace E réalisé par V est celui qui admet pour carte la carte intrinsèque
de V.

Les considérations précédentes n'exigent pas absolument que V soit
engendrée par un point. Considérons par exemple une congruence V de
droites S. Nous dirons encore que V réalise un espace ponctuel à connexion
euclidienne, si Ton peut la considérer comme formée de morceaux infiniment
petits (-v(S) dont les éléments soient en correspondance biunivoque et continue
avec les points d^un morceau infiniment petit y(S) d'un plan euclidien, et si
Ton possède une loi de raccordement des y(S) et ^(S') relatif à deux morceaux
w (S ) et Hf(S') infiniment voisins.

On pourra alors assimiler (*>(S) à y(S) et Ton aura bien une connexion
ponctuelle. On peut encore dire que y(S) constitue la carte infinitésimale de
**'(S) et que la loi de raccordement permet de construire la carte de F.
L'espace réalisé est alors par définition celui qui admet pour carte cette
carte de V.

4. De façon générale, considérons une variété V à n dimensions d'élément
générateur S, et d'autre part un espace holonome E à n dimensions^d'élément
générateurs, et de groupe fondamental G.

Pour définir une connexion du groupe G et d'élément s intrinsèquement
induite sur V, on établira, par des opérations géométriques intrinsèques :

a. Une correspondance biunivoque et continue entre les éléments S' infini-
ment voisins de S et les éléments s'infiniment voisins de s d'un espace E, soit
E(S) intrinsèquement lié à S; l'ensemble y(S) des /constituera la carte infini-
tésimale de Y en S.

b. Une loi L de raccordement de E(S ;) dans E(S). On choisira dans tout
E(S) un repère [14] p(S) d'élément origine s, et la loi L sera caractérisée par
la position ps(S') que e raccordement assigne au repère p(S') dans E(S).

Cette loi devra évidemment respecter la carte infinitésimale, c'est-à-dire que
l'élément origine de ps(S') doit être l'élément sf.

Dans ces conditions, si Ton assimile les éléments S' à leur carte Y ( S ) , V
réalise un espace (holonome ou non) d'élément générateurs, du groupe fonda-
mental G. On peut encore définir cet espace réalisé comme celui qui admet
pour carte la carte intrinsèque de V déduite de la correspondance a et de la
loiL.

Les connexions induites que nous nous proposons d'étudier sont des
connexions ponctuelles (les s sont des points), mais les variétés V ne seront
pas en général ponctuelles.
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5. Composantes relatives de la connexion induite. — Dans le cas classique
d'une surface euclidienne V, comme dans les cas plus généraux que nous
venons d'envisager, la carte infinitésimale et la loi de raccordement sont bien
définies par la connaissance de la position de ps(S') Par rapport à p(S); les
origines des ps(S') donnent en effet la carte infinitésimale, et la loi de raccor-
dement a été caractérisée justement par la position relative de ces repères.

Les paramètres de la transformation, rapportée à p(S), qui amène p(S)
en ps(S;) constituent les composantes relatives de la connexion induite. On peut
les regarder comme les coordonnées de ps(S') par rapport à p(S). Soit T(S,S')
la transformation du groupe G définie par ces paramètres. Nous supposerons
les repères p choisis de façon que T(S,S') soit une transformation infiniment
petite. Cela aura toujours lieu dans les applications que nous avons en vue.

L'espace réalisé par la variété V peut donc être défini par la famille des
transformations T(S,S') associées à tout couple d'éléments S, S' infiniment
voisins dans V. On reconnaît la définition générale des espaces non holonomes
de M. Élie Cartan [14], dans laquelle les transformations T(S,S /) jouent préci-
sément le même rôle qu'ici, à savoir :

i° On attache idéalement à tout élément de l'espace envisagé Sun repère
p(S) d'un espace holonome auxiliaire E( S).

2° Les éléments S7 infiniment voisins de S sont assimilés aux origines des
repères ps(S') obtenus en faisant subir à p(S) les transformations T(S,S');
et la loi de raccordement de E(S') dans E(S) assigne à p(S') la position
p.(s#).

Dans le cas d'une connexion intrinsèquement induite par l'espace ambiant,
on peut prendre pour p les repères p(S) précédemment définis, et qui sont
attachés intrinsèquement aux éléments S.

6. Effets d'un changement de repères sur les composantes relatives. — Un
autre choix de repères p(S) d'origine s donnerait, pour la même connexion,
des composantes relatives différentes. Conserver la môme connexion, c'est
d'après sa définition, ne changer ni y(S), ni la loi de raccordement de E(S')
dans E(S).

Soit p*(S) un repère de même origine que p(S), et qui s'en déduit par une
transformation ©(S) du groupe G, laissant fixe l'origine. Par analogie avec la
géométrie euclidienne nous appellerons rotations de telles transformations ©.

a. On ne change pas y(S) : pî(S') â donc même origine que ps(S').
b. On ne change pas la loi de raccordement de E(S') dans E(S) : ps(S;) se

déduit de ps(S') par la rotation ®(S').

La transformation T*(S,S') qui fait passer de p*(S) k pî(S') se déduit aisé-
ment de T(S,S/), de O(S) et de ®(S'). Nous dirons qu'elle est la transformée
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de T(S,S') par la famille des @(S). Les composantes relatives de la connexion
induite sont définies à une trans formation près par une famille de rotation,

7. Composantes de Vespace de Riemann E' réalisé par une surface. — On a vu
que ce sont les coordonnées du repère pM(M') par rapport à p(M). Soit
E4£2 les vecteurs de base pM(M'), dont l'origine est la projection m' de M' dans

P(M), et soient exe* ceux de o(M). Les composantes relatives T3i9 cy2, n^2 de E;

sont définies par

f E, z=€t H-

D'autre part les p(M) forment avec le vecteur unitaire e3 normal à V un
repère R(M) du premier ordre de V [14]. Considérons une famille analy-
tique 3* de repères ï$(M) du premier ordre de V, et soient toh to^ (*',y = i, 2, 3)

ses composantes relatives, ce qui veut dire que le repère R(M') = M'̂ - est lié

à R(M) = M^ par les relations (au second ordre près) :

<?3 étant normal à V, co3 = o. En projetant p(M;) dans P(M) on doit obtenir au

second ordre près m1's, s ,̂ donc

(3 )

ce qui donne, en comparant à ( ' ) ,

Appelons composantes tangentielles du premier ordre de V, les composantes
cot, w2, coi2 d'une famille de repères du premier ordre de V. Elles sont définies à

une rotation près autour de e.A9 et Ton peut énoncer :

Les composantes relatives de la connexion induite sont les composantes
tangentielles du premier ordre de la surface.

8. La non-holonomie de E' se déduit immédiatement de ses composantes
relatives et des équations de structure [E2] et [E3] des déplacements à 2 et
3 dimensions. Le déplacement associé [14] à un « parallélogramme élémen-


