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PREMIERE THESE

LE PROBLEME DES N CORPS

DANS LA THEORIE DE LA RELATIVITE

—— GOC Ea—

INTRODUCTION,

On a surtout traité d'un point de vue local les problémes que sou-
léve 'application des théories de la Relativité ('). Dans les solutions
particuliéres ou approchées qu’on a formées (*), on a toujours supposé
que Y'espace-temps avait un domaine al’infini et que, dans ce domaine,
sa métrique était trés voisine de la métrique euclidienne. En précisant
la nature de ces conditions, nous avons été conduits & en formuler
d’autres qui permettent de poser avec une assez grande généralité le
probléme de la Mécanique céleste dans la théorie de la Relativité. Ces
conditions sont telles que si I'espace-temps est régulier partout il est
euclidien et, inversement, s’il existe un champ gravifique, il existe
aussi nécessairement des singularités de ce champ. Celles-ci, si elles
vérifient certaines conditions que nous énoncons au Chapitre V,
pourront étre considérées comme la cause physique du champ et, en

(') Cf. G. Daruots, Mémorial des Sciences math., fasc. XXV.
(2) Cf. J. Cuazy, La théorie de la Relativité et la Mécanique céleste
(Gauthier-Villars, 1930).
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cherchant & leur donner une forme aussi simple que possible, on
aboutit 4 une schématisation qui semble devoir généraliser dans la
théorie d’Einstein la notion de point matériel (de masse non négli-
geable) de la Mécanique classique.

Nous appliquons constamment des formules classiques relatives aux
espaces de Riemann. Mais comme il se pose toujours a leur sujet des
questions de signe, nous ¢éluciderons ce point une fois pour toutes ici.

Le ds* étant supposé décomposé en une somme de carrés

n
ds?== Er»ﬂ

i=

posons
n
")Z:Zl 0,0, ]:
=1
, ul
w,'j:Z[. D] =+ Ly
1
ot l'on a

Q;/: E Ri/'/z/.'[f’)/z")/. J
Ik

Lorsqie nous calculerons les composantes du méme tens
du ds* naturel, nous poserons, pour a
la précédente :
or; 7]\ . .
i ¥ N . P ™
w‘ — 72'/'7: —+ 2‘ (Fj/‘l o — I‘_:/xlz .!ll)

>4

Vi
K=

Cette notation, remarquons-le, donne une quantité négative pour
la courbure scalaire
2R :ZH;Z
d’une sphére.

C’est un devoir pour nous, au début de ce travail, de remercier trés
respectueusement M. Elie Cartan dont I'enseignement, les conseils et
les encouragements nous ont été extrémement précieux. Nous remer-
cions aussi MM. Georges Darmois et Jean Chazy. Leurs travaux
nous ont été d’indispensables auxiliaires et nous leur sommes trés
reconnaissants de 1'aide bienveillante qu’ils nous ont toujours assurée.



CHAPITRE I

SUR UNE CLASSE D’ESPACES DE RIEMANN.

|. Métriques infiniment voisines. — [La notion de voisinage entre
fonctions a été introduite par Weierstrass pour élucider certains
points du calcul fonctionnel. Nous dirons avec M. Hadamard (') que
deux fonctions f (&', 2%, ..., x") et p(x', 2%, ..., ") ont entre elles
un voisinage d’ordre p défini par le nombre positif ¢, si 'on peut
établir entre les points (z', ..., ") et (y', ..., y") une correspon-
dance biunivoque telle que I’on ait

[ flx', .o, am)y —o(p'. oo, 0m)) <k,
()/uf ()nz(‘g . o ). 4+ 2 4 JR— I)l)
Q)= (DB 9y (dy?)R... <& (m=noe.,pias g =),

On démontre aisément que si / est continue ainsi que ses dérivées
partielles jusqu’a I’ordre p on pourra toujours supposer

&=yt (i=1,2, ....n).
Considérons, par exemple, deux fonctions de deux variables
flz, ) et o(x ).

qui ont un voisinage d’ordre p comme il vient d’¢tre défini. Elles
peuvent étre représentées, dans 1'espace euclidien a trois dimensions
rapporté a des coordonnées rectangulaires, par les deux surfaces

:1:f(‘l'a .T)a 5‘::9(‘7;7 Q')'

Employant le langage géométrique on pourra dire que les deux
surfaces sont dans un voisinage d’ordre p défini par le nombre positife.

La métrique de chacune de ces surfaces est définie respectivement
par les éléments linéaires suivants :

ds3=dx*+ dy*+ ds3

(') Cf. J. Havayaro, Lecons sur le calceul des variations, t. 1, p. 49 (Her-
wann, igfo).
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et
dsi= dxz*+ dy* - dz3,

ou I'on remplace z, et z, par leurs expressions en fonction de x et
de y. Si les derivées partielles du premier ordre de z, et de z, sont
bornées dans un certain domaine D, on aura, pour des valeurs
suffisamment petites de ¢, en tout point de ce domaine,

ds,
ds,

1—n< 5= <t+7,
7, étant un nombre positif plus petit que 1 et ne dépendant que de ¢.
On en déduit que le rapport des longueurs de deux courbes homologues
de longueur finie différe de 1 d’une quantité qui tend vers zéro avec z.
Soit 7 cette quantité. On peut dire que les métriques sont dans un
voisinage d’ordre p — 1 défini par le nombre 7.

Soient maintenant

fn /2) ey fm;
une suite de fonctions de n variables et

€y By ol &y

une suite de nombres positifs tendant vers zéro. Si entre chaque fonc-
ion f; et une fonction ¢ de n variables exisie un voisinage d’ordre p
défini par le nombre positif ¢; on dira que la suite des f; définit des
fonctions infiniment voisines de ¢ et dans un voisinage d’ordre p.

Les notions précédentes conduisent & introduire d’une maniére trés
naturelle la notion de métriques riemanniennes infiniment voisines.

On sait que ’on définit un espace de Riemann comme un continuum
an dimensions dans lequel on s’est donné une forme différentielle qua-
dratique

yRa—— . - i ] i
ds*== Y gjdridrl

1

cette forme étant appelée I'élément linéaire de I'espace de Riemann.
On peut dire aussi qu'un espace de Riemann est un continuum en
chaque point duquel on se donne une quadrique d’équation

n

SyXiX/==1.
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Celle-ci peut étre normée en chaque point par le changement de
variables
Yi=\/g,; X
Son équation est alors

n n
2Y?+Za,/YiY'/:1.
1 1

Si la forme quadratique est, comme nous le supposerons sauf indi-
cation contraire, définie positive, les quantités

qui définissent le cosinus de ’angle fait par les directions

dz'=o, dz*=o, RN dzi—1, . dx"=—o

et

dxi=o, dxz*-=o, BN dr/=1, . da"=o,

sont, en valeur absolue, comprises entre o et 1.

Pour étudier les propriétés métriques d’un espace de Riemann, on
est obligé de se servir d’un systéme de coordonnées. Mais les pro-
priétés de la métrique riemannienne sont indépendantes du choix des
coordonnées employées.

Nous appellerons systéme régulier de coordonnées un systéme tel
que pour tout point d'un domaine D (domaine de régularité) :

1° Deux points différents ont des coordonnées différentes et un
méme point ne peut étre représenlé par des coordonnées différentes;

2° Les g;; sont définis, continus et leurs dérivées continues jusqu’a
un certain ordre. Soit p cet ordre. On dira alors que ce systéme régu-
lier de coordonnées est régulier d'ordre p;

3° La forme quadratique

DeuXX,  on  |gylFo,
1

qui est décomposable en la somme de n carrés linéairement indépen-
dants est telle que les quantités | a;;| sont bornées supérieurement par
un nombre plus petit que 1, le déterminant des a;;, (a;=1), étant
supérieur a un nombre fixe plus grand que zéro,
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Nous appellerons métrique riemannienne réguliére dans un
domaine D une métrique pour laquelle on peut trouver, dans ce
domaine, au moins un systéme de coordonnées régulier.

Si le domaine est de dimensions assez restreintes et comprend sa
frontiére, s’il existe un systéme de coordonnées régulier et d’ordre p,
il en exisiera une infinité d’autres de méme ordre. Pour le constater,
il suffit de considérer la transformation

M=t X(2'...a"),

X étant analytique et uniforme dans le domaine considéré.

Une métrique riemannienne sera dite réguliére d’ordre p dans un
domaine D, si 'on peut définir, dans ce domaine, au moins un sys-
téme de coordonnées régulier et d’ordre p et s'il n'existe aucun autre
systéme de coordonnées régulier et d’ordre ¢ > p dans D.

Un espace de Riemann sera dit doué d’une métrique régulicre
d’ordre p si tout point de cet espace peut étre entouré d'un domaine D
pour lequel (frontiéres comprises) on puisse définir un systéme de
coordonnées régulier et d’ordre p au moins.

Considérons maintenant un continuum & n dimensions formé des
points (&', x?, ..., ") intérieurs 4 un certain domaine D. Soit E,,
E,, ..., E,, ... une suite de métriques riemanniennes réguliéres et
d’ordre p dans ce domaine. La métrique E, sera définie par la

c1s 18 A | m STIQ TR p

donnée de la forme quadratique
D gwxix,
1

Soit enfin E une métrique riemannienne réguliére d’ordre p dans le
méme domaine et définie par la forme quadratique
M
) gil'Xlx/1
1
le systéme des coordonnées étant supposé régulier dans I'une et 'autre
métrique.

Soient L, une courbe rectifiable de E,; [, sa longueur; /la longueur
de la courbe I. homologue de L,, dans E. Considérons I'expression
.

{
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Si quelle que soit la courbe L rectifiable, intérieure a D et de lon-
gueur finie, 4 tout nombre positif ¢ arbitrairement petit, il correspond
un nombre positif M tel que pour 72> M on ait

lm_ l ¢
| <®
nous dirons que les métriques E,, sont infiniment voisines de E.

Nous serons conduits a une définition analytique des métriquesinfi-

niment voisines par le théoréme suivant :

La condition nécessaire et suffisante pour que les métriques E,, sotent
infiniment voisines de E est que les quantités

o471 - (m)
Sy et @i —ay Qi 2 gm) S
Qi I v Y \/ e s Y ) o (m)
e Eii-&jj Sii +8jj

sotent des fonctions infiniment voisines de zéro au sens défini plus haut.

Ajoutons de suite que si le voisinage est d'ordre p, selon la défini-
tion donnée, les métriques seront dites, par définition, étre infiniment
voisines dans un voisinage d’ordre p.

La condition est nécessaire.

En effet, soient P et P’ deux points infiniment voisins mais quel-
conques, ds,, la distance de ces points dans E,, et dsla distance analogue
dans E. On doit avoir quelles que soient les quantités X', X2, ..., X~
et le point (', 2%, ..., ax")

3 XX

~ Vv~ — I
}ugi/'z X/

<€ (quand m > M).

Ceci suppose qu'on a tout d’abord :

D)
o, .
(X121

—1|<e sim>M (i=1,2,...,n).

Sii

Puis 7 et j étant deux indices quelconques, quelles que soient les
quantités X et Y et le point (', ..., 2"
(Am)x._, o “("H;XY + ')('I)'l‘;Y;;

o — o0 - b“_, —f<<e (m > M),
Lo\ 28y XY - g, Y




Posons

la condition précédente s’écrit, pour m > M,

—u /AN o O"”
N (blf >+ Y 2L . 1
.:,ou b//
o) (m) _
(nz) \ b,z cjj . +a;;}z,_a” XY <e

Sii  8i

Le déterminant || a;;|| étant pour tout point du domaine considéré
supérieur 4 un nombre supérieur & zéro, les quantités | X| et |Y|sont
bornées supérieurement dans tout ce domaine par un nombre A. Dés
lors 1l vient

(m)

l(I[ _“1/!<

( 1+ 41A?) (m > M).

La condition est suffisante.

Par hypothése, a tout nombre = arbitrairement petit on peut faire
correspondre un nombre M tel que si > M, il vient

ol

11 - [€21)] TR
._————I|<c, lai;" — a,; | <e ({,J=1,2,...,n).

Sii

Considérons alors deux points infiniment voisins P et P + dP,
soit ds,, leur distance dans E,,. Posons comme plus haut

Ni=ye N\ (| X]<A)
ds*==1.

On a
{lsi;)n 'qi L"l’ln \
e -—2<\ (3 )

Sii

SRUDENI (n
fm Sil _ 8JJ ~—aiy — u;
+ Vo XiXi 2 —1 i i
O ..
sit 8jj

De 14 on déduit
ls?

—1 \ <nAe(an —1).
Posons encore

'=n\e(oan—r), wen=r1.
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1l vient

dsm,
I—'ﬁ<m <t

7 tendant vers zéro en méme temps que &, on voit qu’a tout
nombre v arbitrairement petit on peut faire correspondre un nombre
positif M tel que si m > M, on ait

dsl)l

=< s

<17

Considérons maintenant une courbe rectifiable L et de longueur
finie dans I'une et I'autre des métriques. En vertu de I'inégalité pré-
cédente on a

La courbe L étant quelconque, les métriques sont bien infiniment
voisines.

Remarquons qu’on peut généraliser le résultat précédent en consi-
dérant deux suites E,, E,, ..., E,, ... et F,F,, . .,F,, ... de
métriques infiniment voisines.

2. Comportement asymptotique d'un espace de Riemann. — Con-
sidérons le continuum des points (z', 2*,..., 2") ou les nombres &/
peuvent prendre toutes les valeurs réelles possibles. Appelons
domaine a I'infini I'’ensemble des points pour lesquels I'expression

AR SR A SR S I 2L

surpasse une valeur M. Attachons en chaque point de ce continuum
un ensemble de fonctions de point g;;, de telle sorte que 1'élément
linéaire

n
W . N
ls? :2‘3;/ i drel
1
définisse une métrique réguliére (d’un certain ordre) sauf peut-étre

en certains points du domaine, a distance finie.

THESE RACINE 2
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Considérons alors, dans le domaine o la métrique est réguliére, une
courbe L partant d’un point donné, d’ailleurs quelconque, et s’éloi-
gnant a Uinfini, c’est-a-dire contenant des points pour lesquels le
nombre

Yt 4 et +

e Xy

surpasse toute valeur donnée & ’avance.
Si quelle que soit la courbe L considérée, sa longueur, c'est-a-dire
I'intégrale

f Vg, da dar,
L

surpasse toute valeur donnée a 'avance, on dira ¢ue la métrique con-
sidérée admet un domaine a I'infini.
Soient A et B deux métriques remplissant ces conditions. Considé-

rons des valeurs de r =/@®+ y®+ z* formant unc suite indéfiniment
croissante. A chaque valeur r; de celte suite faisons correspondre le
domaine des points pour lesquels onar > r. SoientD,,D,,...,D,, ...
la suite de ces domaines pour A et D'; D,, ..., D), ... lasuite
homologue pour B.

Soient L,, et L., deux courbes rectifiables homologues de longueur
finie et tout entiéres situées dans des domaines de A et de B affectés
du méme indice. Soient [, et [, leurs longueurs. Si i’'on peut, a tout
nombre positif ¢ arbitrairement petit, faire correspondre un nombre M
tel que, stm >M

by —

_.—_..l<s’

m

'

quelles que soient les courbes L, et L.,
ont méme comportement asymptotique.

Cette définition revient, au fond, a la suivante : les espaces de
Riemann constitués par les deux suites D,, D,, ... et D, D), ...
précédentes sont des espaces infiniment voisins. On déduit de Ia aisé-
ment la condition nécessaire et suffisante pour que deux espaces de
Riemann aient méme comportement asymptotique.

Rapportons, en effet, leurs domaines a I'infini & un méme systéme
de coordonnées réguliéres. Soient

on dira que les deux espaces

O .
ds?— Z Lij A2t d el
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I'élément linéaire de A pour ce choix des coordonnées et
| : .
da‘z:z‘ v dxt dai

I’élément linéaire de B, avec les mémes coordonnées. La condition
nécessaire et suffisante pour que les deux espaces aitent méme compor-

tement asymptotique est, en posant encore r_\/x’*—i-y”—}— 3*, qu'on
puisse, a tout nombre e positif arbitrairement petit, faire coerres-
pondre un nombre positif R tel que si» > R on ait :

Bii |
o —r | <e et Vg — oyl < g,
Yii
ou
a;;=— 8y et o= .
V-8, Vva-vii

Un exemple simple est fourni, dans I'espace euclidien 4 trois dimen-
sions, par une surface Z = f(x, y) asymptote au plan des zy.

On peut toujours, dans l'espace euclidien & trois dimensions, cons-
traire deux surfaces qui, sans étre asymptotes 'une a ’autre, donnent
naissance a4 deux métriques ayant méme comportement asympto-
tique. Tel est par exemple le cas des surfaces

7 —sinf ou § = arc tang L

et

S T= 0,

Si une métrique ayant un domaine a I'infini a méme comportement
asymptotique que I'espace euclidien, nous dirons habituellement que
son comportement asymptotique est euclidien.

. . o y sy . . N

Si les fonctions 2° — 1, a;;— a;; et leurs dérivées partielles jusqu’a

y.

it
I'ordre ¢ sont, en module, inférieures 4 ¢ lorsque r > R, nous dirons
qu’il y a méme comportement asymptotique d’ordre q.

3. Espaces de la classe E,,. — Dans tout ce travail, il ne sera ques-
tion que d’espaces de Riemann satisfaisant aux conditions suivantes :
Soit le continuum des points (x', 2%, ..., ") ol les nombres x'
prennent toutes les valeurs réelles. Les espaces de Riemann considérés
s'obtiennent en attachant a tout point de ce continuum une forme



12 -

& NN,
1
de fagon a définir en tout domaine intérieur (sauf peut-étre certains
domaines bornés dans toutes leurs dimensions) un systéme de coor-
données régulier. La métrique ainsi définie est partout réguli¢re et
d’ordre p au moins (p22).

Soit maintenant une suite infinie d’espaces de Riemann tels que les
précédents E,, E,, ..., E,, ..., cette suite définissant des espaces infi-
niment voisins de I’espace euclidien, chacun d’eux ayant un compor-
lement asymptotique euclidien.

Supposons le voisinage d’ordre p et le comportement asymptotique
euclidien d’ordre ¢. I.e ds* de la métrique proposée s’écrira :

. (Z)),

ds*= X (0;; + &) dat dx/, 0= { ° ! ,¢'/,)'

1 (i=y).

Nous écrirons habituellement (avec trois dimensions)
ds?~~ dx® + dy* 4 dzb.

Supposons, de plus, qu'on puisse définir dans ces métriques un
systéme de coordonnées polaires tel que les quantités ¢;; dépendant

. , . . 1
de r, de 0 et de ¢ puissent se développer suivant les puissances de -~

2
P
Jp— Aijm
Y ri
1

Nous dirons que les espaces de Riemann considérés sont de la classe E,,.

dans le domaine a I'infini (')

TuiorEME. — Un espace a comportement asymptotique euclidien donne
naissance, au moins dans son domaine a U'infint, d une famille d’espaces
infiniment voisins de Uespace euclidien.

Soit, en effet, 'espace d’élément linéaire

ds* e dr* + r? dw?,

(') Cette derniére hypothése n'est pas toujours nécessaire. Ln fait, elle
n'intervient, dans notre travail, qu'au Chapitre TV.
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dw* étant I’élément linéaire sphérique & » — 1 dimensions, et considé-
rons I’élément linéaire, dépendant du paramétre A

ds*=[1-+ e (hr,0,9) ] dr+. ...
On a, par hypothése,

lime;(2r, 59, 0)= lime,(hr,0, 0)=—o.
r=u A=
Dans un domaine (7, 8, 9) fini les espaces définis par I’élément linéaire
en A sont, pour A > 1, des espaces infiniment voisins de I'espace eucli-
dien.

Considérons des espaces de Riemann a quatre dimensions dont I’é1é-
ment linéaire puisse s’écrire

3
(1) ds'= (1 = &,,) dl* — E (8i)-+ &) dx dz'.

1

Si, pour toute valeur de ¢ comprise entre deux limites, o et T
y P ’ y
1’élément linéaire & trois dimensions

2(6“’ - &) da’ d

est de la classe E,, et si, quel que soit le point considéré, ¢, tend vers
leurs uniformément vers zéro quand on s’éloigne & l'infini sur les
variétés ¢= const., on dira qu'on a affaire & un espace-temps de la
classe E,,.

Nous ne considérerons dans ce travail que les solutions des équations
de la gravitation d’Einstein qui engendrent des espace-temps de la
classe E,,(p22, ¢22). Nous supposerons que leur élément linéaire
a été ramené a la forme (1) — forme canonique — dawns tout leur
domaine d’existence, négligeant d’étudier les cas d’exception ou cette
réduction ne peut étre effectuée. Nous appellerons sections d'espace
les sections £ = const. et lignes de temps les lignes sur lesquelles ¢ seul
varie.

zéro dans les mémes conditions que les ¢;;, €y, tendant d’ail-

4. Nous allons clore ce chapitre par la démonstration d’un théoréme

important touchant des espaces de la classe E,,.






