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P R E M I È R E T H È S E
-e©

SUR

LA SOMMATION DES
SÉRIES DIVERGENTES.

Le problème fondamental de la théorie de sommation des
séries divergentes est le suivant: faire correspondre à chaque
série d'une classe aussi large que possible un nombre appelé
somme de la série jouant le même rôle dans les calculs que la
somme d'une série convergente. On a deux méthodes générales
pour la sommation de la série

n=0

La première transforme à l'aide d'une matrice A = (anm), n,m=^
0, 1, 2 , . . . la suite

sn=a0 + a1 ~\ -f an%

en une autre suite convergente

La seconde méthode se sert d'une suite de fonctions <pn(x) dé-
finies pour x^>a: si la série

2
/z=0

est convergence pour chaque x^>x0 et tend vers une limite s
quand x—• co, la série ^an est sommable par cette méthode.
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Pour avoir une application plus étendue, chaque procédé de
sommation doit satisfaire à la condition de permanence, c'est à dire
que chaque série convergente doit être sommable avec la même
somme. 11 est évident que les sommations ci dessus satisfont a
la condition de distiibutivité qui consiste en ceci: si les séries

an et V | bn sont sommables avec les sommes A et B, la se
w=0 n=O

oo

rie "V (oLCLn + $bn) sera aussi sommable avec la somme <xA+$B.

Un procédé de sommation est plus utile dans les calculs
et a une application plus étendue s'il possède les propriétés
qu'ont les series convergentes. Ces propriétés bien mises en lu-
mière par M. Emile Boiel,1) qui est le fondateur de la théorie des
séries divergentes, sont les suivantes:

I. Si la s é r i e
<2) a0 + ax + a2 H

e s t s o m m a b l e a v e c la s o m m e s, l a s é r i e

(3) O + flfo + fli-f <i2 + . . .

e s t a u s s i s o m m a b l e a v e c l a s o m m e s.

II. S i l a s é r i e (3) e s t s o m m a b l e a v e c l a s o m m e
s, la s é r i e (2) e s t a u s s i s o m m a b l e a v e c la s. o m m e 5.

Lorsque les conditions I et II sont remplies on peut sup-
primer ou ajouter dea termes nouveaux dans une série sans inter-
rompre la sommabilité.

La valeur pratique d'un procède de sommation dépend en-
core de la possibilité de sommation de la série produit de Cauchy
des deux séries données, qui sont sommablca par ce procédé;
elle est plus grande s'il satisfait a la condition suivante qui en
général n'appartient pas aux séries convergentes.

oo

III. S i l a s é r i e V f l w e s t b o m m a b l e p a r u n p r o -

c é d é a v e c u n e s o m m e 5 e t l a s é r i e 2 * " e s t s o m "
m a b l e p a r l e m ê m e p r o c é d é a v e c l a s o m m e t, l a s é -
r i e p r o d u i t d e C a u c h y

l) Emile Borel — Leçons sur les séries divergentes, Paris, I édit
901, II éd. 1928.
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/z=0

•sera s o m m a b l e a v e c la s o m m e st.

Un procéji de sommation qui satisfait aux conditions I, II,
III est celui par le* moyenne* de Cesàro. La série (2) QA som-
mable par les moyennes d'ordre k, £ > — 1, ou sommable (C, A),
si l'expiession

m

,tend vers une limite quand //—» x>. Malgré l'impoitance de ce
procédé de som nation h classe des séries sommables (C) est
.tr£*-> bornée, et la série do Taylor d'une fonction analytique ne
(peut être prolongée au delà de son cercle de convergence.

Une mithode phs puissante c*t celle de M Do. cl qui est
la base de loue* les méthode^ moderne-» pour le prolongement
analytique pjr des séries divergentes. Elle consiste LU ceci:

Soit O(A) la fonction

r.—0

'que nous supposons entière. La série (1) est sommable par la
méthode exponentielle de M. Borel, ou sommable (B) avec la
somme 5, si <&{x) tend vers la limite 5 lorsque A—• co. Comme
Ta montré M. Hardy, ce procédé de sommation ne satisfait pas
à la condition II et naturellement à la condition III. M Borel,
comme on sait, a donné une autre méthode de sommation plus
restrictive - la sommation absolue — qui satisfait à toutes les
conditions I, II, III, mais une série convergente pourrait ne pas
être absolument sommable.

En combinant la sommation de M. Borel avec la somma-
lion de Cesaro, M. Doetsch1) a obtenu une sommation qui satis-
fait à toutes les conditions I, II, 111.

M. Riesz2) a créé une méthode nouvelle, analogue à celle
*de Cesàro pour la sommation des séries de Dirichlet

1) G- DoctbCÎi — Ubcr die CcsàrobChe Summabihtat bei Rcthcn und
eine Erweitcrung des Greuzvvertbegriffs Kei integrnblen Funktionen, Mathe-
matische Zeitschrift, 11 (1921), p. 161 —179 Dissertation inaugurale de 1920.

2) G. H. Hardy and M. Riesz. — The gênerai Theory of Dirichlet's
series, Cambridge Tracts, 1915.



- 4

Selon M. Riesz la série (4) est sommable par les moyennes ty-
piques de la première espèce d'ordre k, &>0 , ou sommable
(/?, X, k) avec la somme s, si l'expression

2
Xn<x

tend vers la limite 5 lorsque x—• oo. La série (4) est sommable-
par les moyennes typiques de la deuxième espèce d'ordre k ovt
sommable (/?, /, k), si l'expression

tend vers une limite lorsque x—• 20. On a beaucoup développé
la théorie de cette méthode de sommation, vu son importance
dans la théorie des série de Dirichlet et de la théorie analyti-
que des nombres.

Nous donnons un nouveau procédé de sommation pour les
séries de Dirichlet jouissant de toutes les propriétés que possède
la sommation de M. Riesz qui e t̂ un cas particulier de
la nôtre.

Comme les méthodes de démonstration de MM. Riesz et
Hardy ne s'appliquent plus, nous avons employé une méthode
nouvelle en nous basant sur la transformation de Laplace. Le
procédé que nous proposons est le suivant:

Soit cp(x) une fonction continue; cp(O) = O, non décroissante
pour x^>0 et telle que si cp(x)—• 00 pour x—• oo, on ait

(5) lim
cp(-r)

quel que soit le nombre fini 0. Nous disons que la série (4) est
sommable (?, X) avec la somme 5, si l'expression

tend vers la limite s lorsque x—»-oo. La condition (5) assure-
que chaque série convergente est aussi sommable avec la même
somme. Nous démontrons pour la série (4) qu'il existe une abs-
cisse a9 de sommabihté (?, )) et des théorèmes qui générali-
sent les résultats de MM. Riesz et Hardy.
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Ensuite nous donnons un procédé de sommation des séries
divergentes aussi général que possible et qui satisfait aux con-
ditions I, II, III. Soient <?o(-*0> Kx) des fonctions intégrables pour
A;*>0 et telles que

I cpo(A:)dx = 1, I h(x)dx=l, y^x)>0,
0 0

l'intégrale
n~h{x)\dxtf

>étant convergente. Soit y(x) une fonction positive, non décrois-
sante pour x>0 et telle que si y(x)—KX> lorsque x—*- so',on ait

pour chaque nombre fini o. Nous disons que la série

ifi) a0 -f- al + &2 H~ * • '

*est sommable (^0, A, cp) avec la somme s, si l'expression

- L § y{x-t)ti(t)dt, ti(x) = S?an+1yn(x),
^ } 0 n=0

c*
:tend vers la limite s — aQ lorsque x—^co.

Comme application on obtient une généralisation delason>
mation de Mittag-Leffler, sommation qui est plutôt une méthode
'de prolongement analytique qu'une méthode de sommation des
séries divergentes et ne possède pas les propriétés qu'ont les sé-
.ries convergentes. Ainsi nous donnons une extension de cette
sommation qui a toutes les propriétés dont jouissent les sé-
ries convergentes et permet de sommer la série produit de Cau-
chy des deux séries sommables.

Nous disons que la série (6) est sommable (£V, 9), si
.Pexpression

a > 0 '

tend vers une limite lorsque x—• 00. Nous déterminons aussi la
région exacte de la sommation (£"</, cp) de la série de Taylor
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d'une fonction analytique; nous donnons aussi la sommation sur
le contour de cette région dans des cas assez généraux. Si Ton
pose a = l, p = 0, on obtient une généralisation de la somma-
tion de M. Bore! qui contient comme cas particulier la méthode
de sommation de M. Doetsch.

Enfin nous obtenons une méthode de sommation des sé-
ries de Dirichlet analogue à la méthode (£y , ?).

Nous avons donne1) un résumé de ce travail dans quel-
ques Notes publiées dans les Comptes Rendus des Séances de
l'Académie des Sciences de Pans.

En terminant cette introduction je tiens à exprimer ma pro-
fonde reconnaissance à M. Emile Borel pour le bienveillant ac-
cueil qu'il a accordé à mes travaux en les présentant à l'Aca-
démie des Sciences, à M. P. Montel pour l'intérêt avec lequel il
a suivi mes recherches et à M. G. Valiron pour les importantes
remarques qu'il a bien voulu me faire.

Chapitre I.
Une méthode nouvelle pour la sommation des séries de Dirichlet

1. Avant d'exposer la méthode nous ferons quelques re-
marques. Nous dirons que la fonction positive cp(A), non décrois-
sante, satisfait à la condition .4) M l'on a lim '* . x = 1 quel)
que soit le nombre fini 5.

Si y(x)—• 2o lorsque x—»co,on peut facilement démontrer
que la croissance de la fonction y(x) est plus faible que la crois-
sance de la fonction etx où 5 > 0 est fini et arbitraire. En effet,,
soit g>0 un nombre plus petit que S. Soit xx un nombre choi-
si de façon que pour x^>xx on ait constamment

Des inégalités

* ' '

x) N. Obrechkoff — Sur la sommation 'exponentielle de M. Borel,,
t. 191 (1930), p. 825; — Sur la sommation des séries de Dirichlet, t. 192
(1931), p. 1936; — Sur une généralisation de la sommation de Mittag-
Leffler, t. 194 (1932), p. 353; — Sur une méthode générale de sommation
des séries divergentes, t. 195 (1932), p. 572.
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où nb = x — xx, on obtient par multiplication

(1) /V

Le nombre ô peut être choisi assez près de l'unité pour

que ~ soit inférieur à 8. Alors on prend x0 tel que le second

membre de l'inégalité (1) soit plus petit que e*x. Grâce à cette
proposition la croissance de la fonction y(x) est assez bien ca-
ractérisée. Prenons par exemple y(x) = extaW où u(x) tend d'une
manière monotone vers zéro quand x—• oo. Nous avons

log ^ — (x+a) (à(x-i-a) — xià(x) <^ ato(x),

quantité qui tend vers zéro.

Nous démontrons le théorème suivant:

1 S o i e n t cp(^) e t ty(x) d e u x f o n c t i o n s p o s i t i v e s
p o u r x^>0 q u i s a t i s f o n t à la c o n d i t i o n A). A l o r s s i
o n a p o u r d e u x f o n c t i o n s <x(x) e t $(x)

*f(*)> PO*)*
o n a u r a

a(t)$(x — t) dt C\D stz{x), T(A:)= I y{f)ty{x — t)dt.

o o

Nous démontrons d'abord que

(2) lim ^0- =00 .

En effet, soit a choisi de façon que

où P est un nombre arbitrairement grand. Nous avons

d'où Ton déduit, en tenant compte de lim = 1,
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=

c'est-à-dire (2).

D'après les conditions du théorème on a

cc(x) = s rp(x) + £ v(x), P(AT) = t ty(x)

où s—>-0, T]—•() lorsque x—•co. Nous avons

(x)+t J £-̂ (tt)']>(A:— u)du-\-s \ r\ y(x — u) ty(u) du

4- J £>??(•* — «) ̂ (^) ̂ « = 5^T(A;) + //j + si2 + i3.
o

Nous démontrerons que

(3) / 1 = 0

Soit a choisi de façon que pour x>a on ait |e|
s0 est un nombre arbitrairement petit. Nous avons pour

Comme

tend vers zéro lorsque x—*oo, on aura

t:'est-à dire lim—~ = 0, ce qu'il fallait démontrer. On démontre

d'une manière analogue les autres relations (3).

2. Soit

n=l

une série de Dirichlet. Nous donnons une méthode générale pour
la sommation de cette série qui contient comme cas particulier
la méthode de M. Riesz. —-
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Soit y(x) une fonction continue pour x>0, ^(0) = 0, non
décroissante et telle que, si y{x)—* co lorsque x —-*co, on ait

quel (que soit le nombre fini a.
Nous disons que la série

<4) %cn, cn = ane~xns

est sommable (y, X) avec la somme 5, si l'expression

tend vers 5 lorsque x—•oo.
Si la série (4) est convergente, elle est aussi sommable

(-?, X) avec la même somme.
Si l'on pose y(x) = x\ & > 0 , on a la sommation (R,l,k)

de M. Riesz de la première espèce avec les moyennes typiques

X~K

A„<X

D'après M. Riesz la série (4) est sommable avec les moy-
ennes typiques du seconde espèce ou sommable (/?, /, n) avec la
somme p, si l'expression

tend vers la limite 5 lorsque x—• x>. Posons ey = x\ on peut
alors donner à l'expression ci dessus la forme suivante :

x) = * -* 'V cn(ey— exn)*=V ^(l —

On voit donc que la sommation (/?, /, k) est une sommation
{?> ? ) où

Les théorèmes que nous démontrerons s'appliquent donc
tout de suite à la sommation de M. Riesz.

Nous donnerons d'abord quelques propositions qui sont des
conséquences presque immédiates de la définition.
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a) Si la série *S]an est sommable (?, X) avec la somme sr

î

la série ^T bn sommable (<p, X) avec la somme t, alors la série

/̂i) e s t également sommable (y, X) avec la somme

as -f §t.

p) Si la séne'y1 ane^xns est sommable (ç, *) avec la som-
i

me f(s), la série

est sommable (y, y.) oîi ^ = XOT+« avec la somme

f (s) — a ^ - V — # 2 e - V —. amt-x

y) Si la série ^ ane-xns est sommable (<p, X) avec la som-
i

me f (s), la série

î

est sommable (?, p.) avec la somme e*isf(s) où ^/ï = )/z — Xj.
En effet, on a

et cette expression tend vers la limite e^sf(s\ puisque
( X ) , ,

»̂1 lorsque w-—> oo.

Considérons les séries ^ an et V 1 ^ et la série produit
i "T

de Dinchlet V|c„ où cn= S^ Ö ^ ^ , V« étant les nombres
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-f v>q ordonnés par ordre da grandeurs croissantes et

Nous avons le^ théorèmes suivants:
oo

II. S i 1 a s é r 1 e V | an e s t s o m m a b 1 e (cp, X) a v e c là:

s o m m e 5, l a s é r i e ' V bn s o m m a b 1 e (^, ji) a v e c l a
i

oo

s o m m e l , l a s é r i e p r o d u i t d e D i r i c h l e t ^ ^ e s t
î

s o m m a b l e (T, v) a v e c la s o m m e st, où

Nous donnerons d'abord une autre forme de la fonction?
Ay(x). Posons

Xn<x

alors on a

= 2 a" ̂ X ~ Xn)=-f\A{t) dy(x — t) =f
Ktl<x 0

l'intégrale étant prise au sens de Stieltjes.
Désignons alors par A^{x)t B^{x), Cz(x) les fonctions cor-

respondantes à ces trois séries, c'est-à dire

[ln<X

II est facile d'obtenir la formule

Cz(x) = ƒ A9{t) B^{x — t) dt.
0

Considérons en effet le terme ambn dans les deux membres
de celte formule.
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Le coefficient de am bn dans Cx(x) est égal à

Le coefficient de an dans ^(Y) est égal à y{t — \m\ lm<it9
le coefficient de bn dans B^(x — t) est égal à à(x— t — [*„),
V-n<ix — t. Par conséquent le coefficient de ambn dans le second
membre est égal à

J
et la formule est démontrée.

Pour obtenir le théorème énoncé, on applique le théorème
I à Cz{x).

oo

III. S i l a s é r i e *S]alt e s t a b s o l u m e n t c o n v e r -
î

oo

g e n t e e t a l a s o m m e s , s i l a s é r i e S \ b n e s t s o r a m a -

b l e ( ' ] ; , \i) a v e c l a s o m m e t, a l o r s l a s é r i e p r o d u i t d e
oo

D i r i c h l e t *S\cn e s t s o m m a b 1 e (']>, v) a v e c la s o m m e st.
i

Nous avons la relation

= 2 ^ bn ̂ x ~lm~ P«) =£am B^{x — Xm).

Soit e > 0 u n nombre arbitraire et soit p un nombre choisi
•de manière que l'on ait

Comme - ^ —+t> I ^ + W l < 1*'K )̂» on aura>

_ ;
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Par conséquent

hm

et le théorème est démontré.
Si Ton pose y(x) = xk,on obtient comme cas particulier urr

théorème de Hardy pour la sommation (/?, X, k).
3. Nous démontrerons maintenant qu'il existe pour chaque

série de Dinchlet (4) un nombre v^ qui peut être égal à ± oo
tel que la série (4)

f{s) = yane-^t s = ü + u,

est sommable (ç, X) pour chaque s, R(S) = G > a9 et n'est pas
sommable (^, À) pour R( s )<a 9 . Ici a9 est l'abscisse de somma-
bilité (-f, X). Nous faisons quelques hypothèses sur la fonction
cp(jc). Dans les démonstrations des théorèmes qui suivront nous
emploierons la transformation de Laplace

On voit facilement, en vertu de \y(x)\ < e 8 \ que la fonc-
tion O(£) existe et est régulière pour chaque z, R(£)>0. Nous
faisons sur la fonction O(z) les hypothèses suivantes qui sont
toujours satisfaites pour les fonctions qu'on rencontre le plus
souvent. Il existe un contour L défini de la manière suivante:
/, = /.!-!- L2 4- L3: si z = ? + it on a pour Lx\ cr = — a, 0 < a ,

0; I 3 : a = —a, P ^ ^ < ^ c o ; L2: z = pelV,

< < , a=—

r^rsin»^, tel que la fonction O(z) est:
1) holomorphe à droite de Z. et n'a sur L que le point

= 0 comme point singulier;

2) 0>(z) = A_j_ ^ , & > l , n(z) étant bornée à droite de

L pour \z\ —• oo et A étant une constante;

3) <ï>(2)=}=0 dans la même région.
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4) Si ĴL(T) désigne le maximum de |O(z)| pour | £ | = T , on
pour x—* oo

)==O(* *(*))•

Nous supposons encore que, si 5 est un nombre arbitraire,
R(s)>0, la fonction

<£(2 + s) — Q(g)

*(* H- *)
.satisfait aussi aux conditions 1), 2).

Nous démontrons le lemme suivant:
a) Si la fonction Q>(z) satisfait aux conditions 1), 2), 3), 4),

5) il existe une fonction d>(*-) telle que

<P(s -|- u)

pour x—• 20 on a

— = ƒ E-"11* * W dx = Z.OJ;)

L'existence de la fonction ri(jc) résulte d'un théoième de
MM. Norlund1) er Pincherle.2) Pour trouver une formule asymp-
totique de la fonction <\>(x) pour x—»-oo, nous considérons la
fonction

F(n\ = °W
O(s f u) O)(Ç)

La fonction /\«)est représentée comme intégrale de Laplace

Nous démontrons la formule

g{x) =
Nous avons

') N. E. Norlund - Leçons sur les séries d'interpolation, Paris, 1926,
p. 184—187.

2) S. Pincherle — Sur les fonctions déterminantes, Annales scienti
fiques de l'école noimale supérieure, t. 2>, 1905, p. 9—68.








