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LA CONSERVATION D'UN RESEAU-CONJUGUE

LA DEFORMATION D’UNE SURFACE

INTRODT'CTTON.

Peterson et Bianchi ont les premiers abordé I'étude des surfaces
applicables aréseau conjugué permanent. Bianchi raméne la recherche
de ces surfaces a celle des surfaces auxiliaires (B), dont la courbure
totale K a pour valeur

(— ) [U)Y+ VY ()

u et ¢ étant les parameétres des asymptotiques.

Dans sa these (Moscou, 1917, en russe), M. Finikoff, reprenant ce
probleme, rappelle les résultats antérieurement acquis; sur un ds?
donné a priord, un réseau, choist arbitrairement, est conjugué sur
0, 1, 2, o' surfaces représentatives. M. Finikoff aborde la question
nouvelle et difficile : sur une surface S, (et non plus un ds*) donnée
a priori, combien existe-t-il de réseaux conjugués pouvant rester con-
jugués sur o' surfaces S déformées de S, (bases principales, par opposi-
tion aux bases simples qui ne sont conjuguées que sur deux surfaces)?
M. Finikoff montre que les gquadrigues possédent exactement trous
bases principales (les réseaux en question sont doublement conjugués
au sens de M. G. Keenigs). Aucune surface ne peut posséder plus de «*
bases principales et seuls, les deux hélicoides minimums possédent effecti-
vement «c* bases principales; chacun d’eux posséde ' bases principales
Sformées de géodésiques.



M. Finikoff a bien voulu nous communiquer ces résultats au cours
de nos recherches; une partie en paraitra au Bulletin des Sciences
mathématiques.

Le présent travail a été résumé en cinq notes parues aux Comptes ren-
dus (t. 186, 1928, p. 16945 t. 187, 1928, p. 11095 t. 188, 1929, p. 29,
Go3 et 761); il comprend deux chapitres : le premier est consacré a
I'étude d’un couple de deux surfaces applicables et de la base correspon-
dante; le second est consacré a 1'étude de.la famille la plus générale
de surfaces applicables ayant un réseau conjugué commun.

Le premier chapitre comprend cinq paragraphes :

1° Etude du réseau conjugué commun 4 deux surfaces applicables.

2° Détermination de tous les couples de surfaces a base doublement
conique; je montre que la méthode pourrait aussi donner les sys-
témes o' de surfaces 4 base doublement conique et'donne effective-
ment deux exemples intéressants ou toutes les surfaces sont unicur-
sales.

3* Jindique rapidement les couples déduits de I'équation de Laplace
ponctuelle, de la forme d’Euler-Poisson E (2,2).

4 Etude du parallélisme de Peterson.

5° Transformations conformes de I’espace a4 6 ou 8 dimensions et
détermination, & partir d’un premier couple applicable, de nouveaux
couples.

Le second chapitre comprend sept paragraphes :

1" Résumé des résultats obtenus sur les bases principales par divers
géometres : Bianchi, Peterson, Voss et MM. Cosserat, Demoulin, Drach,
Egoroff, Finikoff, Gambier, Goursat, Tzitzéica.

2° Méthodesimple et nouvelle pour mettre en équation le probleme
général. Transformations asymptotiques des surfaces (B) qui accom-
pagnent une surface (S) au cours de sa déformation; invariance de
I'équation tangentielle de Laplace relative a la base principale.

3° Détermination des surfaces de Bianchi, applicables sur des sur-
faces de révolution.

4° Etude des bases principales contenant une famille de géodsé-
siques.

5° Exemple simple de ds* (et non plus de surface) pour lequel on sait
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trouver o' bases principales : c’est celui des développées des surfaces
minima.

6o Etude détaillée des équations de Laplace ponctuelle et tangentielle.

7° Rectification d’une erreur de principe commise par MM. Egoroff
et Masloff. Recherche systématique desréseaux conjugués coniques per-
manents; la réunion de deux méthodes distinctes, mécanismes doubles
d’une part, qui fournissent a la fois les couples et les systémes ',
et d’autre part, utilisation des méthodes propres aux déformations
continues, cette réunion, dis-je, permet d’obtenir tous les réseaux
doublement coniques; bien que M. Masloff les ait obtenus, indépen-
damment de moi et peu de temps avant, seule la réunion des deux
méthodes permet d’affirmer que les résultats sont complets. Elle per-
met aussi d’obtenir aisément les formules qui définissent explici-
tement la déformation. Essai de classification des surfaces en jeu
et application de !2 méthode 2 de nombreux exemples présentant
des particularités intéressantes. Il reste un point a élucider : existe-t-il
des réseaux conjugués permanents tels que le lieu des sommets des
cones circonscrits le long d’une famille de lignes coniques (quelle que
soit la nature de la seconde famille) soit une courbe gauche? Cette
question, dont MM. Egoroff et Masloff n’ont pas soupconné I'existence,
me parait difficile et j'essaierai de la résoudre dans un autre travail.

En terminant, je doisremercier M. Gambier, professeur a la Faculté
des Sciences de Lille, de I'intérét qu’il a porté 4 mon travail et des
nombreux conseils qu'il m’a donnés.

CHAPITRE L

I. — Résultats généraux relatifs au réseau conjugué commun
a4 deux surfaces applicables.

1. Soient S et S’ deux surfaces applicables rapportées a leur réseau
conjugué commun (u, ¢), E, F, G les coefficients de leur élément
linéaire; les coordonnées x, y, z; x', ', 5’ des points homologues M et M’
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et Uexpression x*—+y*+ 3> —x'*—y"* — 5’ sont sept solutions de
l’équation de Laplace

) 0 1205 fiaydi
S dude |1 §du | 2o

Cette proposition est due & M. Gabriel Keenigs.

Considérons la seconde nappe focale S, de la congruence des tan-
gentes aux courbes ¢ = const. de S; les coordonnées z,, y,, 3, du
point M, de S, correspondant au point M de S, sont :

1,_r—~—
, _ LR
Sr=r ou’| 2§’
) ECERNREY
\ du " | 2

soit S| la surface analogue 4 S, relative aux courbes ¢ = const. de S’;
les formules (2) montrent que I'on a, en grandeur et signe, le sens
positif correspondant aux « croissants,

MM, = M, =— i 2L

L2

D’ailleurs, si nous faisons rouler, sans glissement ni pivotement, la
surface S’ sur la surface S, de maniére que le point de contact décrive
sur les deux surfaces une courbe u = u,, les développables circons-
crites 2 S et 4 S’ le long de cette courbe roulent également I'une sur
Pautre; on retrouve ainsi I’égalité des distances focales MM, = M'M ;
on voit de plus que les courbes u = const. de S, et S ont méme courbure
aux points homologues et se correspondent par égalité d’arcs, proposi-
tion bien connue, mais que le calcul de I’élément linéaire de S, permet
de préciser. Soient ¢, ¢/, ¢” les cosinus directeurs de la normale 4 S;

posons
ddu*~+ 20 dudy + 0" de*=-— Sdcdx;

en dérivant (2) et tenant compte de I’équation

) Fr (1 l(()JI {11 0x
(3) Ot | 1 {du T 2)de

+
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et des équations analogues ou @ est remplacé par y puis z, on obtient

_07_512( 1o {11
., dx, dul 2§ 1§ | ox | 2§ du o
W BTN E T ey | T el e T e
Lo 1ad Lo > §
Jd {12 freg
Gy 9m el il o
de {23 {12 o’
l o Dot

les coefficients E,, F,, G, de '¢lément linéaire de S, se calculent aisé-
ment en tenant compte des identités

S{I:O ¢ o =0 Ser=y,
il vient
715'12) ERAN & i) J {12) 511\)
3, ) ( P 3., (
6) E,— 1—}—0"( Jqs_ Lid o, L2 1‘_*_()1[}?-7/_? tl‘t -
j12 ) ey {12 y 12 fi2)
| 2 I L2t | ooy l 2
(11 ?
—+ - 'Qs,G—I— o 5?2
BEXE y12
| 2§ L1
[ J {12 (2] " d {12] 1 JE
(7) F,— Jde | '),.’S o ol oo du | 20( N 20u .
;mr BN f12)? \12%
oy e 2 L2
BCARERS {1273
, N RN ] 1§ .
(8) G,= FEYE {12 L.
EXEENEEN

On remarque que, seul, E, contient un terme en s dépendant de la
seconde forme fondamentale de S; donc I'applicabilité de S et S’
établit entre S, et S| une correspondance ponctuelle telle que les deux
JSamilles de courbes pour lesquelles les longueurs se conservent, sont con-
JSondues entre clles et avec une famille du réseau conjugué commun.
Observons encore que les coordonnées (z,, y,, 5,) et (|, ¥, )

TRI.SE VASSEUR. 2
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des points M, et M| vérifient la méme équation de Laplace.

2/ by )
(9) a0 [\ EYS ()‘, log ;uw

du dv

2 §12\( {)il—o
2 boo de 7

dont les coefficients ne dépendent que de ceux de I'équation (1) (*');
en tenant compte du fait que le coefficient ¥, est le méme pour S, et S|,
on voit que I’ équation (9) admet les sept solutions

. . - . N i = 2 222 g2 S 2
DT ST ST PRIt ol i i A

ce qui généralise la proposition de M. G. Kwnigs pour deux surfaces

applicables.

2. Supposons établie une correspondance ponctuelle entre deux
surfaces S et §', de facon que :

1° Le réseau (u, ¢) soit conjugué sur S et §';

2° Que les courbes ¢ = const. soient 'unique famille (comptant
alors pour deux) de courbes conservant la méme longueur en passant
de SaS';

3° Que la distance focale MM, soit égale & la distance homologue
M M.

Ces conditions se traduisent par

(10 L L N E R

Loy " af

I'accent sc rapportant & la surface S'; la derniére ¢quation, rendue
entiére, s'écrit :

(10")

i

0
Loy

o log(G'— G)=2

p 2 )/ ,
I'équation nouvelle g IIZ }:% 11 } non contenue dans les précédentes,

(1) Nous retrouverons ce résultat plus loin en ¢tudiant le parallélisme.
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donne la méme valeur que (10') pour 0%( log(G' -~ G), de sorte qu’elle

est conséquence des équations (10); donc ' équation de laplace rela-
tive a S' coincide avec Iéquation relative a S, et, en vertu de Uéga-
lité F =VF', cette équation commune admet la septiéme solution

I LR SR e B 1

On constate que le couple (S, S,) posséde pour les courbes u = const.
exactement les mémes propriétés que le couple (S, S") pour les courbes
¢ = const. de sorte qu’on obtient cette propriét¢ remarquable : que les
couples (S, S") et (S,, S) sont parfaitement réciproques. En effet, la
relation entre S et S, est réciproque ; les équations (6), (7), (8) ont
été écrites pour le passage de S 4 S,; en échangeant u avec ¢, Eavec G,,
F avec F,, G avec E,, on obtient :

yizyg yizg 7
oy ) dul Fado |~
(ii) I D— _512!. 512} (1,.
L L1 Pr |
T i) g PITA
(12) F= du | 1_5, 1, 5, d('l‘xzh 2 Jv ,
§12) 12 ) § 12| fre
L(I§| 1)/1‘_ L h ?‘51
IR R T S T
R . ety AT % I 1y, del 1§, | 2 5
(13) G=f 1+ FCYEYEY (J’_Oslzl e j12 2 12 F
B L h AT lah, L1y, Y
j 22 |
N I 1 \L g, 0 i
REYE )12
|, l 2§,

ot 'indice 1 se rapporte & la surface 3,.

3. Supposons que toutes les hypothéses du paragraphe précédent
soient remplies et de plus que la courbure soit la méme aux points
homologues des courbes u=-const. de S, et S|; les développables
engendrées par les tangentes a ces courbes peuvent rouler I'une sur
I'autre, et I'égalité MM, ==M'M, assure méme longueur aux courbes
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de contact de ces développables avec les surfaces S et S'; on a done
G = G’ : les surfaces S et S’ sont applicables; la réciproque de la pro-
priété donnée au n° 1 se trouve ainsi établie.

4. Angles des plans focaux des congruences des tungentes aux
courbes du réseau. — Les plans focaux d’un rayon MM, sont : Ie plan
tangent en M & la surface S et le plan osculateur a la courbe ¢ = const.
qui passe par ce point; ce dernier est déterminé par les vecteurs

)y dis dr dy dz\ |
(()u'—‘ T 0w’ du? du’ du’ Jdu ,) ’

en tenant compte de I’équation (3) on calcule les cosinus directeurs vy,

v, Y" de la normale & ce plan et angle «, des deux plans focaux :

R I o dJds , 0y
A_(l)\\ G — B (’ du ¢ du)

y I
\/3 g(FGﬁ]) o
Ty T Y
) < 2"\}_',G~F—o<c o Cldu>
g ,
\/3 ‘q’f\EG_szEaﬂ

A e T ( Ay ,Qf>
o ¢ { 2 S\L(I Fr— de " du)

7= 1)* ’
\/3 O‘E (EG — 1) - Eg2

\ s \EG —T¢
cosg,=cy 'y ey
\/5“* (EG — F”)+J"6-‘
(1) lang o, == ——‘—{ﬁ—-——,
\ l (J‘ el

| 2 \

on trouverait de méme pour 'angle des plans focaux des rayons de la
congruence des tangentes aux courbes u = const. :

(13) tang o, ==
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donc st S se déforme en conservant le réseau («, ¢) conjugué, ces
angles «,, «, varient, puisque les expressions précédentes dépendent
de la seconde forme fondamentale de S; il n’y a d’exception que si

5)1; 2 ou ;212 ; est nul, c¢’est-a-dire si 'une des familles du réseau est

formée de géodésiques, auquel cas I'angle correspondant demeure droit.
Des expressions (14) et (15), et de Péquation de Gauss, nous
déduisons

tangz, tang o, — ——-—)

ott K est la courbure totale de S; cette expression ne dépend que des
coefficients de I’élément linéaire et par suite est ineariante pour une
déformation de S avec conservation du réseau (u, ) conjugué.

5. Soient S, la seconde nappe focale de la congruence des tangentes
aux courbes u = const. de la surface S et M, le second foyer du rayon
tangent en M a la surface S; cette congruence MM, jouit des propriétés
analogues a celles trouvées plus haut pour la congruence MM, ; en
particulier, la distance focale MM, ne dépend que de I’élémentlinéaire
de S; ceci suggére une remarque bien simple, dont nous aurons afaire
état plus loin : tous les éléments du triangle MM, M, dépendent uni-
quement des coefficients de I'¢lément linéaire de S; donc si &' est une
déformée de S surlaquelle le réseau conjugué (u, ¢) est resté conjugué,
le triangle MM M, est égal au triangle MM, M, de sorte que I’on a

ML= M M.

3. Congruence des drottes M, M,. — Posons, r abrécer, I’écriture
6. C des droites M, M p pour abréger, I'écrit

1

[

1

[

\ =

| a2
1§’ I)_-I(zk.

Un point de la droite M, M, a des coordonnées

Ny Y92 (1 dr ol

R S T P N W P E R WA S

N I N S N,
TR T\ Vo TBau)”

1 =:5— = :

oy
o

Js o0z Js .
du - (—\_ o B ou)”
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Ces formules permettent d’étudiér la congruence des droites M, M,.
Les cosinus directeurs de M, M, sont :

1 dx T Ox

. Ade  Bdu
.= —_——,
G @
\: T AB T B

1 dy v )

Yo B ou
= —_———
G aF D)
TN

1 ds 1 Jds

"Nde B du

r o —
{ =

G oF
— — — e e
v AR T B

Nous devons remarquer que, si la surface S se déforme, de sorte que
le réseau (u, ¢) reste conjugué, en entrainant avec elle le triedre lié
au point M, dont les arétes sont les tangentes aux lignes u« et ¢ et la
normale, les points M, M,, ainst que la droite M, M, restent invariable-
ment liés & ce triedre. Nous allons montrer que si, pour la surface S,
la congruence M, M, est congruence de normales, elle le reste quand S
est appliquée sur §'. 1l suffit de calculer I'expression

. v\ 1 ady _ roos
I—@”(‘ T %)T"”’(‘ By m‘)*“@*% W)
et de montrer qu’elle n’a pas changé en passant de S a §'; or, la
condition nécessaire et suffisante pour que M,M, engendre une con-

gruence de normales est que I soit une différentielle totale exacte. On
a aisément

]/1-41()'1‘ _[or ] L(ZE _1()1.2" " 1‘()B \ ()xl'
N 8ou) |0e\""TB o) Bor | Ty Bloa?

et comme

q ()J{ Pr {)_E S or ¢*x _ dF 1 OB
Y O0u dut T 2 o’ Y or dur T du 2 o

Je théoréme est établi aussitot.

Nous rencontrons plus bas une déformation continue ol cette cir-
constance se présente.

L’étude détaillée de la congruence M M, donnerait beaucoup de
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résultats intéressants que nous nous proposons de développer dans un
autre travail.

II. — Réseaux conjugués doublement coniques.

1. Avec Peterson, nous dirons qu'une ligne tracée sur une surface
est cylindrique ou conique si la développable circonscrite & la surface
le long de cette ligne est un cylindre ou un cone; il résulte du para-
graphe précédent, que si le réseau conjugué aux surfaces applicables S
et S’ comprend sur S une famille de lignes coniques (ou cylindriques),
cette famillé reste conique (ou cylindrique) en passant de Sa §'. Je
me propose de déterminer tous les couples de surfaces applicables
dont le réseau conjugué commun est formé de deux familles coniques.

Le cas de deux familles de lignes cylindriques a été complétement
résolu par Peterson et Bianchi; il s’agit de couples de surfaces de
transiatiou applicables, M. Gambier a repris la question et étudic
les diverses circonstances nouvelles relatives a I'applicabilité phy-
sique; dans ce cas, les seuls exemples de déformation continue sont
les surfaces minima et les surfaces a profil de translation plans situés
dans deux plans rectangulaires.

Le cas d’une famillc formée de lignes coniques et 'autre de lignes
evlindriques est également épuisé¢ : Peterson (') a indiqué le type 2
déformation continue; M. Gambier (?) a déterminé deux types de
couples isolés comme application d’un mécanisme transformable de
deux courbes, dans un Mémoiré auquel nous aurons constamment a
nous reporter.

Le cas de deux familles de courbes coniques a été amorcé par
Mlodziejowski (*) qui n’a pu indiquer tous les résultats; je reviendrai
plus loin sur sa méthode, qui est différente de celle employée ici.

2. Dans le cas d’un réseau conjugué doublement conique, les sur-
faces focales que nous avons appelées S,, S,, S|, S, au paragraphe
précédent, se réduisent a des courbes (a), (b), (A), (B), lieux des
sommets des cones circonscrits le long des lignes du réseau; quels

1) Voir DarBoux, Théorie des Surfaces, t. I, »¢ édition, p. 181-184.
2y Journal de Mathématiques. g° série, t. I, 1922, p. 19-70.

) Mathematische Annalen, t. 63, 1907, p. 62-81.

(
(
(
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que soient les points M, et M, pris respcctivement sur (a) et (b), M,
et M, désignant leurs homologues sur (A) et (B), nous avons, en
vertu de la remarque qui termine le paragraphe précédent,

M, M, == M, M, ;

donc, le couple de courbes [(«), (b)] constitue un mécanisme trans-
formable en le couple [ (A), (B)| au sens de M. Gambier.

D’auntre part, étant donnée une surface rapportée a4 un réseau con
jugué doublement conique (=, 3), les coordonnées d’un point de cette
surface sont, comme on sait, susceptibles d’étre écrites sous la forme

/(c, do *"fbn B
—_—t = f

=8
{.nlr/:/ ben,({ﬁ

Y= x5 ’
[(L,do: ——be dB

z =" 7__5 .

Le cone circonscrit suivant la ligne 2« = const. a pour sommet
a,(2), ay(a), a,(«); de méme, le cone de sommet b,(3), 0,(3), b,(B).
On peut écrire ces formules :

f‘_;'—.,; Dﬁ_ﬂ
0% (b,}) /),)
T e—s
(S) ;- alo:-——nz—~(bl@~——br_,\)
o a_ﬁ
__«a a—cty— (b B—b).
~ = a—_.s b
da, da, da,6 o
\ T, = e, = G =
(1) <

1 2 A S 12
b, —db, —db, ©

' db, b, . cll—)\,

Ces coordonnées (x, v, =) sont solutions de I’'équation pontuelle de
Laplaee, E(1,1) (voir Dirooux, Théorie des Surfaces, t. 11, 2 édition,
p. 95 el suiv.)

(2) 09 I 0% tJdi
0 0208 z—Bda B—aods "







