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MONSIEUR BERTRANB GAMBIER
PROFESSEUR A LA FACULTE DKS SCIENCES DE ULLE





PREMIÈRE THÈSE.

SUR

LA CONSERVATION D'UN RÉSEAU CONJUGUÉ
DANS

LÀ DÉFORMATION D'UNE SURFACE

TNTROmT/TTON.

Peterson et Bianchi ont les premiers abordé l'étude des surfaces
applicables à réseau conjugué permanent. Bianchi ramène la recherche
de ces surfaces à celte des surfaces auxiliaires (B), dont la courbure
totale K a pour valeur

u et 9 étant les paramètres des asymptotiques.
Dans sa thèse (Moscou, 1917, en russe), M. Finikoff, reprenant ce

problème, rappelle les résultats antérieurement acquis; sur un ds**
donné a priori, un réseau, choisi arbitrairement, est conjugué sur
o, 1, 2, QO{ surfaces représentatives. M. Finikoff aborde la question
nouvelle et difficile : sur une surface So (et non plus un ds1) donnée
a priori, combien existe-t-il de réseaux conjugués pouvant rester con-
jugués sur oo* surfaces S déformées de So (basesprincipales, par opposi-
tion aux bases simples qui ne sont conjuguées que sur deux surfaces)?
M. Finikoff montre que les quadriques possèdent exactement trois
bases principales (les réseaux en question sont doublement conjugués
au sens de M. G. Kœnigs). Aucune surface ne peut posséder plus de oc2

bases principales et seuls, les deux hélicoïdes minimums possèdent effecti-
vement^ bases principales; chacun d'eux possède oc1 bases principales
formées de géodésiques.
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M. Tinikoff a bien voulu nous communiquer ces résultats au cours
de nos recherches ; une partie en paraîtra au Bulletin des Sciences
mathématiques.

Le présent travail a été résumé en cinq notes parues aux Comptes ren-
dus (t. 186, 1928, p. I6Q4; t. 187, 1928, p. 1109; 1.188, 1929, p. 29,
6o3 et 761); il comprend deux chapitres : le premier est consacré à
l'étude d'un couple de deux surfaces applicables et de la base correspon-
dante; le second est consacré à l'étude de la famille la plus générale
de swf aces applicables ayant un réseau conjugué commun.

Le premier chapitre comprend cinq paragraphes :

i° Étude du réseau conjugué commun à deux surfaces applicables.
20 Détermination de tous les couples de surfaces à base doublement

conique; je montre que la méthode pourrait aussi donner les sys-
tèmes oo* de surfaces à base doublement conique etdonne effective-
ment deux exemples intéressants où toutes les surfaces sont unicur-
sales.

3° J'indique rapidement les couples déduits de l'équation de Laplace
ponctuelle, de la forme d'EuIer-Poisson E (2,2).

4° Étude du parallélisme de Peterson.
5° Transformations conformes de l'espace à 6 ou 8 dimensions et

détermination, a partir d'un premier couple applicable, de nouveaux
couples.

Le second chapitre comprend sept paragraphes :

i° Résumé des résultats obtenus sur les bases principales par divers
géomètres :Bianchi, Peterson, Vosset MM. Cosserat,Demoulin, Drach,
Egoroff, Finikoff, Gambier, Goursat, Tzitzéica.

2° Méthode simple et nouvelle pour mettre en équation le problème
général. Transformations asyrnptotiques des surfaces (B) qui accom-
pagnent une surface (S) au cours de sa déformation; invariance de
l'équation tangentielle de Laplace relative à la base principale.

3° Détermination des surfaces de Bianchi, applicables sur des sur-
faces de révolution.

4° Étude des bases principales contenant une famille de géodé-
siques.

5° Exemple simple de A2 (et non plus de surface) pour lequel on sait



trouver oc* bases principales : c'est celui des développées des surfaces
minima.

6° Étude détaillée des équations de Laizes ponctuelle et tangentielle.
7° Rectification d'une erreur de principe commise par MM. Egorolf

et Masloff. Recherche systématique des réseaux conjugués coniques per-
manents; la réunion de deux méthodes distinctes, mécanismes doubles
d'une part, qui fournissent à la fois les couples et les systèmes oo',
et d'autre part, utilisation des méthodes propres aux déformations
continues, cette réunion, dis-je, permet d'obtenir tous les réseaux
doublement coniques; bien que JV1. Masloff les ait obtenus, indépen-
damment de moi et peu de temps avant, seule la réunion des deux
méthodes permet d'affirmer que les résultats sont complets. Elle per-
met aussi d'obtenir aisément les formules qui définissent explici-
tement la déformation. Essai de classification des surfaces en jeu
et application de la méthode à de nombreux exemples présentant
des particularités intéressantes. Il reste un point à élucider : existe-t-il
des réseaux conjugués permanents tels que le lieu des sommets des
cônes circonscrits le long d'une famille de lignes coniques (quelle que
soit la nature de la seconde famille) soit une courbe gauche? Cette
question, dont MM. Egoroff etMasloff n'ont pas soupçonné l'existence,
me paraît difficile et j'essaierai de la résoudre dans un autre travail.

En terminant, je dois remercier M. Gambier, professeur à la Faculté
des Sciences de Lille, de l'intérêt qu'il a porté à mon travail et des
nombreux conseils qu'il m'a donnés.

CHAPITRE I.

I. — Résultats généraux relatifs au réseau conjugué commun
à deux surfaces applicables.

i . Soient S et S' deux surfaces applicables rapportées à leur réseau
conjugué commun (a, ?), E, F, G les coefficients de leur élément
linéaire ; les coordonnées x^y,z\ a?', j ' , z' des points homologues M et M'
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^ Vexpression xx-hy--hz2— xf2—yrz — z1- sont sept solutions de
Véquation de Laplace

ôlQ \ 12 | dQ j i2 ] âQ

Cette proposition est due à M. Gabriel Kœnigs.
Considérons la seconde nappe focale S4 de la congruence des tan-

gentes aux courbes ^ = const. de S; les coordonnées x^ yi9 zK du
point M< de S, correspondant au point M de S, sont :

.. — *. _!*£'• * xa /
1 du ' ( a }'

y du * ( a i

; _ _ _ d£ . ( 12 (?

soit S', la surface analogue à S, relative aux courbes P = const. de S7;
les formules (2) montrent que l'on a, en grandeur et signe, le sens
positif correspondant aux u croissants,

MM, = M'M' — — \JÈ :\12 [-
( 2 )

D'ailleurs, si nous faisons rouler, sans glissement ni pivotement, la
surface S' sur la surface S, de manière que le point de contact décrive
sur les deux surfaces une courbe u = u09 les développables circons-
crites à S et à S'le long de cette courbe roulent également Tune sur
l'autre; on retrouve ainsi l'égalité des distances focales MM< = M'M', ;
on voit de plus que les courbes u = const. de S1 et S', ont même courbure
aux points homologues et se correspondent par égalité d'arcs, proposi-
tion bien connue, mais que le calcul de l'élément linéaire de S, permet
de préciser. Soient c, cf, c'1 les cosinus directeurs de la normale à S;
posons

à du2 H- 2 ô' du dv -h d!f dv- — — S de dx ;

en dérivant (2) et tenant compte de l'équation

d*-x _ \ n \ à x ( 1 1 \ d x
K } du* ~~ | 1 \ d c i \ 2 \ d v
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et des équations analogues où x est remplacé par y puis zy on obtient

* ou
du

i * i

âx
du

l
dx ô
dv l i2 ) 6*

I 2 |

les coefficients EM F1? G, de l'élément linéaire de S, se calculent aisé-
ment en tenant compte des identités

il vient

(6) E1 = i -f-

, dx

^ ( l 2 ) ( i l |

2 S | I i

dv = o,

12 )3

2
\ i a

( 7 ) FJ =

2 i i i f

à a l ! T {,
J2 j
2 (

J 2 | -

2 I

1 2 )

On remarque que, seul, Ei contient un terme en 8 dépendant de la
seconde forme fondamentale de S; donc l'applicabilité de S et S'
établit entre Sj et S', une correspondance ponctuelle telle que les deux
familles de courbes pour lesquelles les longueurs se conservent, sont con-
fondues entre elles et avec une famille du réseau conjugué commun.

O b s e r v o n s e n c o r e q u e l e s c o o r d o n n é e s (xi9 y , , ^ , ) e t (x\, y \ , s\)

TH1.SB VASSI^VR.
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des points M, et M', vérifient la même équation de Laplace.

*l* \\ùu

I 2

a \ L2
dv \ 2 12

1

do.

d o n t les coef f ic ien ts n e d é p e n d e n t q u e de c e u x de l ' équa t i on ( i ) ( J ) ;

en tenant compte du fait que le coefficient F, est le même pour S, et S',,
on voïÊ f/we Véquation (9) admet les sept solutions

ce qui généralise la proposition de M. G. Kœnigs pour deux surfaces
applicables.

2. Supposons établie une correspondance ponctuelle entre deux
surfaces S et S', de façon que :

i° Le réseau (//, 9) soit conjugué sur S et S;;
20 Que les courbes p=const. soient Tunique famille (comptant

alors pour deux) de courbes conservant la même longueur en passant
de S k S/ ;

3° Que la distance focale MM̂  soit égale à la distance homologue
M'M;.

Ces conditions se traduisent par

l'accent se rapportant à la surface S'; la dernière équation, rendue
entière, s'écrit :

(10')

f i a ) J 1 1 ) '
l'équation nouvelle l ^ > = \ ^ > non contenue dansles précédentes,

( l j Nous retrouverons ce résultat plus loin en cludiaiit le parallélisme.



donne la même valeur que (io') pour -y- log(G' — G), de sorte qu'elle

est conséquence des équations (10); donc Véquation de Laplace rela-
tive à S' coïncide avec Véquation relative à S, et, en i^ertu de Véga-
lité F = F', cette équation commune admet la septième solution

On constate que le couple (S ( , S', ) possède pour les courbes u = const.
exactement les mêmes propriétés que le couple (S, S') pour les courbes
*' = const. de sorte qiûon obtient cette propriété remarquable : que les
couples (S, S7) et (S,, S',) sont parfaitement réciproques. En effet, la
relation entre S et S, est réciproque; les équations (6), (7), (8) ont
été écrites pour le passage de S à S, ; en échangeante avec c, E avec Gi9

F avec F4, G avec E,, on obtient :

G =

où l'indice 1 se rapporte à la surface S,.

3* Supposons que toutes les hypothèses du paragraphe précédent
soient remplies et de plus que la courbure soit la même aux points
homologues des courbes & = const. de Si et S',; les développables
engendrées par les tangentes à ces courbes peuvent rouler Tune sur
l'autre, et l'égalité MM, = M'31', assure même longueur aux courbes
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de contact de ces développables avec les surfaces S et S7; on a donc
G = G' : les suif aces S et S' sont applicables ; la réciproque de la pro-
priété donnée au n° i se trouve ainsi établie.

4. Angles des plans focaux des congruences des tangentes aux
courbes du réseau. — Les plans focaux d'un rayon MM, sont : le plan
tangent en M à la surface S et le plan osculateur à la courbe v = const.
qui passe par ce point; ce dernier est déterminé par les vecteurs

fô\r d'y (Pz\ fdr ôy ôz
\âu' ou'1 <)u% J \àu ou ou

en tenant compte de l'équation (3) on calcule les cosinus directeurs y,
Y', Y de la normale à ce plan et l'angle a, des deux plans focaux :

J

( E G - :

7 — •

\ i x / - n

; ; * ; V KG-J«

on trouverait de même pour l'angle des plans focaux des rayons de la
congruence des tangentes aux courbes u = const. :

t« , , B «.=
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donc si S se déforme en conservant le réseau («, r) conjugué, ces
angles a,, a2 varient, puisque les expressions précédentes dépendent
de la seconde forme fondamentale de S; il n'y a d'exception que si
| I I ! ou j 22 i est nul, c'est-à-dire si l'une des familles du réseau est
formée de géodésiques, auquel cas l'angle correspondant demeure droit.

Des expressions ( i4) et (x5), et de l'équation de Gauss, nous
déduisons

I 'l w 1 \

où K est la courbure totale de S* cette expression ne dépend que des
coefficients de l'élément linéaire et par suite est invariante pour une
déformation de S avec conservation du réseau (?/, r) conjugué.

5. Soient S2 'â seconde nappe focale de la congrucnce des tangentes
aux courbes a = const. de la surface S fit ÜVL le second foyer du rayon
tangent en Al à la surface S ; cette congruence MAL jouit des propriétés
analogues à celles trouvées plus haut pour la congruence AJAL ; en
particulier, la distance focale AIAL ne dépend que de l'élément linéaire
de S; ceci suggère une remarque bien simple, dont nous aurons k faire
état plus loin : tous les éléments du triangle MAI, AL dépendent uni-
quement des coefficients de l'élément linéaire de S; donc si S' est une
déformée de S sur laquelle le réseau conjugué (//> v) est resté conjugué,
le triangle Al'AI', Al2 est égal au triangle MAI, Al2 de sorte que l'on a

0. Congruence des droites AÎ  AL. — Posons, pour abréger, l'écriture

Un point de la droite AI, AL a des coordonnées

Â  \ dx / T dr i da'\
\ y' _ _ _1 I _ , „ _ \ p,

n au \ A ()v r> Ou J '

i dy f i à y i dy\
= J' "" T\ J[t + l̂ T dv ~ B dit)9'

7 — _ i ^i ( ' ^ __ 1 tz \
'B du + U dv " B ̂ /Jp*
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Ces formules permettent d'étudier la congruence des droites M4M2.
Les cosinus directeurs de 3^ M2 sont :

i dv T d,z

v/S-
i dv
\ Or

v/v"
. dz

' \ dr

3 F
" TB

I

"" B

" TB
r

B

dy

du

-h

dz
du

1

E
H1

Nous devons remarquer que, si la surface S se déforme, de sorte que
le réseau (u, P) reste conjugué, en entraînant avec elle le trièdre lié
au point M, dont les arêtes sont les tangentes aux lignes u et v et la
normale, les points M, M2, ainsi que la droite M, M2 restent invariable-
ment liés à ce trièdre. Nous allons montrer que si, pour la surface S,
la congruence M, AU est congruence de normales, elle le reste quand S
est appliquée sur S'. Il suffit de calculer l'expression

_
H

.( \ ày\ . . / i 0z\
\ B ry« / \ H (7// /

et de montrer qu'elle n'a pas changé en passant de S à S1; or, la
condition nécessaire et suffisante pour que M,Ma engendre une con-
gruence de normales est que I soit une différentielle totale exacte. On
a aisément

/ i âx\ Vdr ( i ÔB\ i (Vx'X ? f i OB VI âx 1

\ B du J [_0u \ B- du J B Ou1 \ [ B2 d\ B J Ou

et comme
doc d-i i OK „Or 02x d¥ i dV,
du Ou"1 2 du K dv du~ du 2 Or

le théorème est établi aussitôt.
Nous rencontrons plus bas une déformation continue où cette cir-

constance se présente.
L'étude détaillée de la congruence M^M2 donnerait beaucoup de
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résultats intéressants que nous nous proposons de développer dans un
autre travail.

IL — Réseaux conjugués doublement coniques.

1. Avec Peterson, nous dirons qu'une ligne tracée sur une surface
est cylindrique ou conique si la développable circonscrite à la surface
le long de cette ligne est un cylindre ou un cône; il résulte du para-
graphe précédent, que si le réseau conjugué aux surfaces applicables S
et S' comprend sur S une famille de lignes coniques (ou cylindriques),
cette famille reste conique (ou cylindrique) en passant de S à S'. Je
me propose de déterminer tous les couples de surfaces applicables
dont le réseau conjugue commun est formé de deux familles coniques.

Le cas de deux familles de lignes cylindriques a été complètement
résolu par Peterson et Bianchi; il s'agit de couples de surfaces de
translation appucables, M. Ganabier a repris la question et étudié
les diverses circonstances nouvelles relatives à l'applicabilité phy-
sique; dans ce cas, les seuls exemples de déformation continue sont
les surfaces minima et les surfaces à profil de translation plans situés
dans deux plans rectangulaires.

Le cas d'une famille formée de lignes coniques et l'autre de lignes
cylindriques est également épuisé : Peterson ( ' ) a indiqué le type à
déformation continue; M. Gambier(2) a déterminé deux types de
couples isolés comme application d'un mécanisme transformable de
deux courbes, dans un Mémoire auquel nous aurons constamment à
nous reporter.

Le cas de deux familles de courbes coniques a été amorcé par
Mlodziejowski (3) qui n'a pu indiquer tous les résultats; je reviendrai
plus loin sur sa méthode, qui est différente de celle employée ici.

2. Dans le cas d'un réseau conjugué doublement conique, les sur-
faces focales que nous avons appelées S,, S2, S't, S!, au paragraphe
précédent, se réduisent à des courbes (a), (h), (A), (B), lieux des
sommets des cônes circonscrits le long des ligne.s du réseau; quels

l 1) Voir DARBOUX, Théorie des Surfaces, t. I, >c édition, p. 181-184.
(-) Journal de Mathématiques, 9e série, t. I, 192^3 p. 19-70.
(*) Mathematische Annalen, t. 63, 1907, p. C)2-8{.
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que soient les points M, et M2 pris respectivement sur (a) et (6), M',
et M', désignant leurs homologues sur (A) et (B), nous avons, en
vertu de la remarque qui termine le paragraphe précédent,

donc, le couple de courbes [(//), (b)] constitue un mécanisme trans-
formable en le couple [(A), (B)| au sens de M. Gambier.

D'autre pari, étant donnée une surface rapportée à un réseau con
jugué doublement conique (a, fi), les coordonnées d'un point de cette
surface sont, comme on sait, susceptibles d'être écrites sous la forme

i as doc — i hx dp

j a 2 fier — / b j, dp

fa,da~ f b.dp

y —

LP cône circonscrit suivant la ligne a = consL a pour sommet
a, (a), «2(a), a t (a) ; de même, le cône de sommet i,(jî), ^j(^), 6j(P).
On peut écrire ces formules :

j

a-i — yb (3 — b,).

Ces coordonnées (x,y, z) sont solutions de l'équation pontuelle de
taplaee, E ( I , I ) (voir D\RBOU\, Théorie des Staf aces, t. II, 2e édition,
p. 55 et suiv.)

^ ^ 7)a ~~ fi — = o.
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Ce résultat prouve que Ton peut supposer a et [i invariants en pas-
sant de S à S'; nous écrivons les coordonnées de S'

(S')

Le calcul du <fc2 = E rfa2 -h 2F dos. d$ + G </{3a donne

(a - ^ ) v F —a (3 S(aJ ~ ^ 0 2 — (an-J3) S^a, — bx) («1 — ^ ) -1- S(Z71 — ^ , ) - .

(a — j3)^Gr=z: a ^ S ^ i —ô,) 2 — ^ S ( Ö , - 6 , ) ( â J — è J + S ^ — £ j> ;

Les conditions nécessaires et suffisantes de l'applicabilité de (S)
et (S') sont, outre (1 ) et (3),

(5) S(fl,-M s =S(À,-B1)*5

(6) S{ax-b,)(âx -b]) = S(\i - B . K Â . - B , ) ,

(7^ S ( â ( ^ 6 , ) * 2 =S(\ l-B1) t.

L'équation (5) a été prévue a priori; les deux couples (a),
et (A), (B) forment un mécanisme transformable, au sens du Mémoire
de M. Gambier {Journal de Liouville} 7

e série, 1.1, 1922, p. 19-76).
On aperçoit immédiatement un second mécanisme [(a), (Z>); (A),

( B ) ] intimement lié au précédent : les tangentes aux points homologues
de (0) et (a) sont parallèles; de même pour ( À ) e£ (À) <?£, de plus,
les arcs infiniment petits de [ci) et {aï) ont le même rapport que ceux
de (A) et (A), le rapport variant d^unpoint à un autre; même énoncé

pour(b), (Â);(B),(B). Vangle \ab, ab) est égal à Vangle (ÂB, Â B )
quels que soient les points a et b sur Ça) et (6). La dérivation en a

THESE VASSEUR.


