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LA CONSERVATION D'UN RESEAU-CONJUGUE

DANS

LA DEFORMATION D’UNE SURFACE

INTRODTUCTTON.

Peterson et Bianchi ont Ies premiers abordé i'étude des surfaces
applicables aréseau conjugué permanent. Bianchi raméne la recherche
de ces surfaces a celle des surfaces auxiliaires (B), dont la courbure
totale K a pour valeur

(— ) (UG + VN ()T

u et ¢ étant les parametres des asymptotiques.

Dans sa these (Moscou, 1917, en russe), M. Finikoff, reprenant ce
probleme, rappelle les résultats antérieurement acquis; sur un ds?
donné a priori, un réseau, choisi arbitrairement, est conjugué sur
0, 1, 2, o' surfaces représentatives. M. Finikoff aborde la question
nouvelle et difficile : sur une surface S, (et non plus un ds*) donnée
a priori, combien existe-t-il de réseaux conjugués pouvant rester con-
jugués sur o' surfaces S déformées de S, (bases principales, par opposi-
tion aux bases simples qui ne sont conjuguées que sur deux surfaces)?
M. Finikoff montre que les gquadrigues possédent exactement trous
bases principales (les réseaux en question sont doublement conjugués
au sens de M. G. Keenigs). (lucune surface ne peut posséder plus de o«*
bases principales et seuls, les deux hélicoides minimums possédent effecti-
vement oc* bases principales; chacun d’eux posséde ' bases principales
Sformées de géodésiques.
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M. Finikoff a bien voulu nous communiquer ces résultats au cours
de nos recherches; une partie en paraitra au Bulletin des Sciences
mathématiques.

Le présent travail a été résumé en cinq notes parues aux Comptes ren-
dus (t. 186, 1928, p. 16945 t. 187, 1928, p. 1109; t. 188, 1929, p. 29,
Go3 et 761); il comprend deux chapitres : le premier est consacré a
Iétude d’un couple de deux surfaces applicables et de la base correspon-
dante; le second est consacré & 1'étude de.la famille la plus générale
de surfaces applicables ayant un réseau conjugué commun.

Le premier chapitre comprend cinq paragraphes :

1° Etude du réseau conjugué commun a deux surfaces applicables.

2° Détermination de tous les couples de surfaces i base doublement
conique; je montre que la méthode pourrait aussi donner les sys-
témes o' de surfaces 2 base doublement conique et'donne effective-
ment deux exemples intéressants ou toutes les surfaces sont unicur-
sales.

3* Jindique rapidement les couples déduits de I’équation de Laplace
ponctuelle, de la forme d’Euler-Poisson E (2,2).

4 Etude du parallélisme de Peterson.

5° Transformations conformes de I'espace a4 6 ou 8 dimensions et
détermination, a partir d'un premier couple applicable, de nouveaux
couples.

Le second chapitre comprend sept paragraphes :

1° Résumé des résultats obtenus sur les bases principales par divers
géometres : Bianchi, Peterson, Voss et MM. Cosserat, Demoulin, Drach,
Egoroff, Finikoff, Gambier, Goursat, Tzitzéica.

2° Méthodesimple et nouvelle pour mettre en équation le probleme
général. Transformations asymptotiques des surfaces (B) qui accom-
pagnent une surface (S) au cours de sa déformation; invariance de
I'équation tangentielle de Laplace relative & la base principale.

3° Détermination des surfaces de Bianchi, applicables sur des sur-
faces de révolution.

4° Etude des bases principales contenant une famille de géods-
siques.

5° Exemple simple de ds* (et non plus de surface) pour lequel on sait
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trouver o' bases principales : c’est celui des développées des surfaces
minima.

6o Etude détaillée des équations de Laplace ponctuelle et tangentielle.

7° Rectification d’une erreur de principe commise par MM. Egoroff
et Masloff. Recherche systématique des réseaux conjugués coniques per-
manents; la réunion de deux méthodes distinctes, mécanismes doubles
d’une part, qui fournissent a la fois les couples et les systémes o',
et d’autre part, utilisation des méthodes propres aux déformations
continues, cette réunion, dis-je, permet d’obtenir tous les réseaux
doublement coniques; bien que M. Masloff les ait obtenus, indépen-
damment de moi et peu de temps avant, seule la réunion des deux
méthodes permet d’affirmer que les résultats sont complets. Elle per-
met aussi d’obtenir aisément les formules qui définissent explici-
tement la déformation. Essai de classification des surfaces en jeu
et application de l2 méthode 2 de nombreux exemples présentant
des particularités intéressantes. Il reste un point a élucider : existe-t-il
des réseaux conjugués permanents tels que le lieu des sommets des
cones circonscrits le long d’une famille de lignes coniques (quelle que
soit la nature de la seconde famille) soit une courbe gauche? Cette
question, dont MM. Egoroff et Masloff n’ont pas soupconné I'existence,
me parait difficile et j'essaierai de la résoudre dans un autre travail.

En terminant, je doisremercier M. Gambier, professeur a la Faculté
des Sciences de Lille, de I'intérét qu’il a porté & mon travail et des
nombreux conseils qu'il m’a donnés.

CHAPITRE 1.

I. — Résultats généraux relatifs au réseau conjugué commun
a4 deux surfaces applicables.

1. Soient S et S’ deux surfaces applicables rapportées a leur réseau
conjugué commun (u, ¢), E, F, G les coefficients de leur élément
linéaire; les coordonnées x, y,z; @', y', 5' des poirnts homologues M et M
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et Uexpression x*—+ y*+ 35—’ —y"* — 5'* sont sept solutions de
I’équation de Laplace
d6 (12700 _

1) —_ 21
( du dy 1 §0u | afde T o

9% 1
{
Cette proposition est due & M. Gabriel Keenigs.
Considérons la seconde nappe focale S, de la congruence des tan-
gentes aux courbes ¢ = const. de S; les coordonnées z;, y,, 3, du
point M, de S, correspondant au point M de S, sont:

v — oxr y 12|
.I—-_"()""‘(‘.t?‘/\’
, 9y oy
(2) flv)—E;'{.)‘ (’
- I R TR
T T 0w ey

soit S| la surface analogue a S, relative aux courbes ¢ = const. de S’;
les formules (2) montrent que 'on a, en grandeur et signe, le sens
positif correspondant aux « croissants,

MM, = MM, =— /L ; ? " t

D’ailleurs, si nous faisons rouler, sans glissement ni pivotement, la
surface S’ sur la surface S, de maniére que le point de contact décrive
sur les deux surfaces une courbe u = u,, les développables circons-
crites a S et 4 S’ le long de cette courbe roulent également 'une sur
Pautre; on retrouve ainsi ’égalité des distances focales MM, = M'M ;
on voit de plus que les courbes u=const. de S, et S, ont méme courbure
aux points homologues et se correspondent par égalité d’arcs, proposi-
tion bien connue, mais que le calcul de I’élément linéaire de S, permet
de préciser. Soient ¢, ¢/, ¢” les cosinus directeurs de la normale & S;

posons
ddu+ 20 dudy + 0" dv*=-— Sdecdur;

en dérivant (2) et tenant compte de I’équation

. ()'-‘.L'__(u‘{dx {11 odx A
%) Jar = 1w 2o T
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et des équations analogues ou @ est remplacé par y puis z, on obtient

LESEY {11) o]
") dx, I+du125~l15 dr  l2) dr & .
! du (1o jrzq | du jra] dv fra)
Lad 1 Lo L2
d 12 freg
x oz, dol 2§ l 1§ dx
(®) “op (122 (12] Ou
I o Dol

les coefficients E,, F,, G, de 'élément linéaire de S, se calculent aisé-
ment en tenant compte des identités

8(7:()‘ Sa%;:o Ser=—=ry,
il vient
0 {12 AN E 1) d {12) frr)
(6) E,— l‘*_l)ll%u'}_ R I‘:__)'{z‘» 1+()"l )S_lI( ¥
f 12 ) 1) {12 )1 {12
| 2 (N 124 | ] 2
o
-+ - (Qs_)G—I— o )
512)- y 12 °
l 2 l1§
[~ 0 (1) {2y ™ KASEY 1 JE
(5) F,— de | 9)3 ﬁl|$ el du | 2‘)( 2 du .
%mr (REN f 12 }? 512}
xR 2y ] sz o)
IARERS fe2) 7]
NP Y AN BT
(8) (JJ— WENE —_ (1‘),) 1.
R 2

On remarque que, seul, E, contient un terme en 5 dépendant de la
seconde forme fondamentale de S; donc I'applicabilité de S et S
établit entre S, et S une correspondance ponctuelle telle que les deux
JSamilles de courbes pour lesquelles les longueurs se conservent, sont con-
JSondues entre elles et avec une famille du réseau conjugué commun.
Observons encore que les coordonnées (z,, v, 5,) et (&, ¥, 5,)

THILSE VASSLUR. 2



des points M, et M| vérifient la méme équation de Laplace.

0 12 J 2] 99,
(9) ?)_17’(51}) o [; 1 :'— ds log;fa :]7
CEREN
EBIREY loo ool 2§ (ue) (09
Lo 00 %8| Ty T ({9 =
2

dont les coefficients ne dépendent que de ceux de I'équation (1) (')}
en tenant compte du fait que le coefficient ¥, est le méme pour S, et S|,
on voit que I'équation (9) admet les sept solutions

. . = ’ . <. .2 IS B SN S
I T LT~ N = A i T el £ ¥y S

ce qui généralise la proposition de M. G. Kwnigs pour deux surfaces

applicables.

2. Supposons établie une correspondance ponctuelle entre deux
surfaces S et §', de facon que :

1° Le réseau (u, ¢) soit conjugué sur S et §';

2° Que les courbes ¢ = const. soient 'unique famille (comptant
alors pour deux) de courbes conservant la méme longueur en passant
de SaS';

3° Que la distance focale MM, soit égale a la distance homologue
M M.

Ces conditions se traduisent par
PR P jroag ey
(1o} E . F=F" ")15‘{25,

I'accent sc rapportant & la surface S'; la derniére équation, rendue
entiére, s'éerit :

Jd f oy
10/ - Jog(G'— G)y=7¢
(10) du F ) ’

L

!
I’équation nouvelle g If}:?”‘} non contenue dans les précédentes,

(1) Nous retrouverons ce résultat plus loin en ¢tudiant le parallélisme.
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donne la méme valeur que (10') pour diu log(G' -~ G), de sorte qu’elle

est conséquence des équations (10); donc I'équation de Laplace rela-
tive @ S' coincide avec I’équation relative & S, et, en vertu de l'éga-
lité F = F', cette équation commune admet la septiéme solution

LI LR SO P VL B 1

On constate que le couple (S, S|) posséde pour les courbes u = const.
exactement les mémes propriétés que le couple (S, S") pour les courbes
¢ = const. de sorte qu’on obtient cette propriété¢ remarquable : que les
couples (S, S') et (S,, S) sont parfaitement réciproques. En effet, la
relation entre S et S, est réciproque ; les équations (6), (7), (8) ont
été écrites pour le passage de S 4 S,; en échangeant u avec ¢, Eavec G,,
FavecF,, Gavec E,, on obtient :

RSN yise 1’
T ()ul IR P
(ii) I D— 51 '2 512‘ (_Jl,
L . o dy ]
BCAREI I TEY LARRY 1 dG,
s | el 1, Y del 1y, 2 o
(12) F = 512*2 —{12‘ (1, T+ 3174 5[2} 5
RS 5L L1, 1§,
[ _(?__S'I'ZJ 512‘( 2 \‘22( B ~(181) 522"]
13) G| 1 o \,_’1‘, G—’)I L, I—}—()()' 1 ll_':)‘s ¥
e e RENE j12y Ty j12 g y 12| '
I A TR AN Y ity 1,
X
PRI L I
p L2 ey
Ll Faf,

ou I'indice 1 se rapporte i la surface S,.

3. Supposons que toutes les hypothéses du paragraphe précédent
soient remplies et de plus que la courbure soit la méme aux points
homologues des courbes u=const. de S, et S\; les développables
engendrées par les tangentes & ces courbes peuvent rouler 'une sur
'autre, et I'égalitée MM, = M'M, assure méme longueur aux courbes
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de contact de ces développables avec les surfaces S et S'; on a done
G = G’ : les surfaces S et S’ sont applicables; 1a réciproque de la pro-
priété donnée au n° 1 se trouve ainsi établie.

4. Angles des plans focaux des congruences des tungentes aux
courbes du réseau. — Les plans focaux d’un rayon MM, sont : Ie plan
tangent en M a la surface S et le plan osculateur a la courbe ¢ = const.
qui passe par ce point; ce dernier est déterminé par les vecteurs

(t)"’.l' )y ()-’:> ) <1).r dy dz\

= 5 5 Rl ]
du?’ dur’ Jdu? du” du’ du )’

en tenant compte de I’équation (3) on calcule les cosinus directeurs vy,
v’y ¥ de la normale & ce plan et 'angle o, des deux plans focaux :

AV s A 95,0y
N Ll 9 \\L(I 3 o<{ du ¢ (3u>.
yio oo e npY .
o (EG — ¥2) -~ B34

VBT (e oY)
du

Tl i

\/;11

(2

”“Wfﬁfﬁ_(.@M/@>

o ¢ { 2 5\”‘(’ ¥ ¢ \’ or ¢ du .

= VP b ey L peae ’
{ R s (l‘J(lw‘l")%—» o2

b

2

(EG — F?) + Eg¢?

e —

), WEG—T
coset, =y 'y ety = : ,, ,
32;WG—W*“W

Ee
() lang o, == _11_\..______,
R oyt

lal

on trouverait de méme pour 'angle des plans focaux des rayons de la
congruence des tangentes aux courbes u = const. :

AN
X0
(15) tang o, == v ;
— b

oo
-

RN
|1 5\J,(
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done si S se déforme en conservant le réseau («, ¢) conjugué, ces
angles «,, a, varient, puisque les expressions précédentes dépendent
de la seconde forme fondamentale de S; il n’y a d’exception que si

11 { 29 T . . ,
) : ou ’ . ; est nul, c’est-a-dire si 'une des familles du réseau est

formée de géodésiques, auquel cas I'angle correspondant demeure droit.
Des expressions (14) et (15), et de Péquation de Gauss, nous
déduisons

M

\ EG
tango, tango, — ,\____‘_“_,
Py
ot K est la courbure totale de Sj cette expression ne dépend que des
coefficients de 1’élément linéaire et par suite esl ineariante pour une
déformation de S avec conservation du réseau (u, ¢) conjugué.

[~
I~

5. Soient 8, la seconde nappe focale de la congruence dos tangentes
aux courbes u = const. de la surface S et M, le second foyer du rayon
tangent en M a la surface S; cette congruence MM, jouit des propriétés
analogues a celles trouvées plus haut pour la congruence MM, ; en
particulier, la distance focale MM, ne dépend que de I’élémentlinéaire
de S; ceci suggére une remarque bien simple, dont nous aurons afaire
état plus loin : tous les éléments du triangle MM, M, dépendent uni-
quement des coefficients de I'élément linéaire de S; donc si & est une
déformée de S surlaquelle le réseau conjugué (u, ) estresté conjugué,
le triangle M'M'| M, est égal au triangle MM, M, de sorte que 'on a

MM, = M, M,

. Congruence des droites M, M,. — Posons, pour abréger, I’écriture

Y _hre g
““'115’ Ty

Un point de la droite M, M, a des coordonnées

N o dx T e dr
N=w— w4+ X o6~ B oa )P

Yy L <; L 09')0
¢ B du \ Jy B du/)
Z—o L0 (105 L 0«)
— 7 B ou (\ e B ou
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Ces formules permettent d’étudiér la congruence des droites M, M,.
Les cosinus directeurs de M, M, sont :

1 dz 1T Ox

Aode B ou

G a kK [
CCRR I =

v Jdy 1
N o B

G aF
TN TR

P

=

1 Js 1 ds
R0 " Bda
o G oF

AR T B

Nous devons remarquer que, si la surface S se déforme, de sorte que
le réseau (u, ¢) reste conjugué, en entrainant avec elle le triedre lié
au point M, dont les arétes sont les tangentes aux lignes u et ¢ et la
normale, les points M, M,, ainsi que la droite M, M, restent invariable-
ment liés & ce triedre. Nous allons montrer que si, pour la surface S,
la congruence M, M, est congruence de normales, elle le reste quand S
est appliquée sur §'. 1l suffit de calculer I'expression

1 Ox : 1 dy rods
T=ced(e— L%V naly - L Ya(-—L1 %
"{<I B ()”>+f1/(1 B ()u> C(< B ()u)’
et de montrer qu’elle n’a pas changé en passant de S a4 S5 or, la
condition nécessaire et suffisante pour que M,M, engendre une con-

gruence de normales est que I soit une différentielle totale exacte. On
a aisément

[T dx\ _[Odr/ 1 JB v Orx / 1 JB \]ox I
‘“*E%»“%'+§%'WHF‘H'WE“EJT“
et comme
Ox dx 10k JOr e JF 1 JE
Y u dut T 2 du’ T du T du T 2 o’
Je théoréme est établi aussitot.
Nous rencontrons plus bas une déformation continue ol cette cir-
constance se présente.
L'é¢tude détaillée de la congruence M,M, donnerait beaucoup de
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résultats intéressants que nous nous proposons de développer dans un
autre travail.

II. — Réseaux conjugués doublement coniques.

1. Avec Peterson, nous dirons qu’une ligne tracée sur une surface
est cylindrique ou conigue si la développable circonscrite & la surface
le long de cette ligne est un cylindre ou un cone; il résulte du para-
graphe précédent, que si le réseau conjugué aux surfaces applicables S
et 8’ comprend sur S une famille de lignes coniques (ou cylindriques),
cette famillé reste conique (ou cylindrique) en passant de Sa S'. Je
me propose de déterminer tous les couples de surfaces applicables
dont le réseau conjugué commun est formé de deux familles coniques.

Le cas de deux familles de lignes cylindriques a été complétement
résolu par Peterson et Bianchi; il s’agit de couples de surfaces de
transiation applicables, M. Gambier a repris la question et étudié
les diverses circonstances nouvelles relatives & I'applicabilité phy-
sique; dans ce cas, les seuls exemples de déformation continue sont
les surfaces minima et les surfaces a profil de translation plans situés
dans deux plans rectangulaires.

Le cas d’une famillc formée de lignes coniques et 'autre de lignes
cvlindriques est également épuisé : Peterson (') a indiqué le type 2a
déformation continue; M. Gambier (?) a déterminé deux types de
couples isolés comme application d’un mécanisme transformable de
deux courbes, dans un Mémoiré auquel nous aurons constamment a
nous reporter.

Le cas de deux familles de courbes coniques a été amorcé par
Mlodziejowski (*) qui n’a pu indiquer tous les résultats; je reviendrai
plus loin sur sa méthode, qui est différente de celle employée ici.

2. Dans le cas d’un réseau conjugué doublement conique, les sur-
faces focales que nous avons appelées S,, S,, S|, S, au paragraphe
précédent, se réduisent a des courbes (a), (), (A), (B), lieux des
sommets des cones circonscrits le long des lignes du réseau; quels

1) Voir Darsoux, Théorie des Surfaces, t. I, »¢ édition, p. 181-184.
2y Journal de Mathématiques. g¢ série, t. I, 1922, p. 19-70.
*) Mathematische Annalen, t. 63, 1907, p. 62-81.

(
(
(
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que soient les points M, et M, pris respcctivement sur (a) et (b), M,
et M, désignant leurs homologues sur (A) et (B), nous avons, en
vertu de la remarque qui termine le paragraphe précédent,
M, M, = M, M, ;

donc, le couple de courbes [(«), (b)] constitue un mécanisme trans-
formable en le couple [ (A), (B)| au sens de M. Gambier.

D’antre part, étant donnée une surface rapportée a4 un réseau con
jugué doublement conique (2, 3), les coordonnées d’un point de cette
surface sont, comme on sait, susceptibles d’étre écrites sous la forme

/({ (/0'~fb (/H
a, v —Af ([(J
[(1 do ——/ b, dB

z—3

Le cone circonscrit suivant Ja ligne 2 = const. a pour sommet
a,(«), a,(a), a,(«); de méme, le cone de sommet b,(3), 6,(3), 6,(B).
On peut écrire ces formules :

ayo— - (b,8— b,)
=T =3
() ) — (ifw_flz_(bz — b:)
. 0!——~ﬁ
aa—a— (b ﬁ_/'.')'
~ == Og_ﬁ b
da,  da, da,
s da, — da, — da,
(1) <

( ([(;, (/11, db, .
b, —db, db, "

Ces coordonnées (x, v, =) sont solutions de I’équation pontuelle de
Laplaee, E(1,1) (voir Dsrvovx, Théorie des Surfaces, t. 11, 2¢ édition,
p. 35 el suiv.)

0249 b T

(2) 00t B e B_wdp
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Ce résultat prouve que 'on peut supposer « et J invariants en pas-
sant de S a S’; nous écrivons les coordonneeb de S’

!
X Ao —A,—(B,p— B)

= -
(S v A —A,— (B, —B,)
a—3
. \c/~&~(3r,—8)
7=
a—p
d—\l ZK_, d\,
., dx, T dN, T day, &
() _

dB, _dB, _dB,
dB, — dB, ~dB, —

Le calcul du ds* = Eda* + 2F dadf + G d3* donne

(o) = B*S(a,—b)*— 7lﬁs(a1~i)1)\ﬁl_51)+S(ﬁl_zi\’;>
(0 (& ~3) F=2a3S(t,— 0, — 2+ 5 Swa,— b)) (@, —0,) + S{@, —58,).
(0—P)G= a?*S(a,—b))*— 20 S(a,—b,) (@ —b,) + S(ﬁl—z,)ﬂ,

Les conditions nécessaires et suffisantes de 'applicabilité de (S)
et (S") sont, outre (1) et (3),

(5) S(a,— by)? =3S(A, -B))?,
(6) S(a,--b)(@, -b,)=S(A, -B)(X,-—B),
(7) S(a,—b,) =S8(\ —B,).

L’équation (5) a été prévue a priori; les deux couples (a), (b)
et (A), (B) forment un mécanisme transformable, au sens du Mémoire
de M. Gambier (Journal de Liouville, 7° série, t.1, 1922, p. 19-76).

On apercoit immédiatement un second mécanisme |(a), (6); (A),
(B)] intimement lié au précédent : les tangentes aux: points homologues
de (a) et (a) sont paralléles; de méme pour (T) et (A) et, de plus,
les arcs infiniment petits de (a) et (a) ont le méme rapport que ceux
de (A) et (A), le rapport variant d’un point & un autre; méme énoncé
pour (b), (6); (B), (B). Langle (ab ab> est égal a l'angle (AB AB)
quels que sovent les points a et b sur (a) et (b). La dérivation en o

THESE VASSLUR, 3
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ou 3 des équations (5), (6), (7) montre que ces équations (1), (3),

(5), (6), (7) ne sont pas indépendantes.

3. Nous devons faire une remarque importante : le mécanisme (a)
(b) est li¢ d’une facon intrinséque la surface (S), maisnon (a}, (4)
en effet on peut écrire aussi :

’
b

I,_ala_al—“(blre_i)l)

=
o3

_ay (b4 pe) — (a + pa,) - —l by (h -+ pp) — <7./)l -+ 'ub,Yl
1ot ot — (1~ p3)

Si donc j’appelle %.(a) + 1.(a) la courbe lieu du point

a4 pa, la,pd,. la,+ pa,,

courbe dont la construction au moyen de (a) et (a) est évidente géo-
métriquement, on voit que I'on peutremplacer (@), (6) par %.(a) + w.(a)
et 1(b)+ 11(b), en méme temps que o et B par % — ua et %+ u.B;
quand S est déformée en (S') Uinvariance de o et §, qu’il est commode
de supposer réalisée (mais qui n’est pas nécessaire), revient a choisir
parmi les couples (4), (B) que l'on peut associer & (8’) un couple
particulier correspondant au couple (a), (6) déja choisi pour (S), de
sorte que « et 3 ne varient pas aux points se correspondant dans
I’applicabihite.
D’autre part, la correspondance entre les deux mécanismes

[(a). (b1 (A) (BY] et [(a). (B); (X). (B)]

est réciproque, de sorte que les surfaces X

H= I 1
a P

WZT,I, — (7_,% — b3>

() Coon= ! . ’
a B




et X'
— 1 = I
X =2 ,
I 1
« B
A2§~A,—<El—;——Bl>
(3 Y, = d ,
1 I
o B
Tl _<B,;— B)
7= - T
z B

sont applicables (X sur ¥') en méme temps que S sur 8, on peut
d’ailleurs écrire :
L Bla,a—a,) "““([)15"“51)

\ .
D ) ,_13((1_,0:~E'_,\)—oz(i1313—[7_,)
(=) )_)l— “4@ )
__5((1@—?)——«(/’) 5—-0)
\ S 9:~—§ 4
( N _8(\ja—\))—a(B,B—B,))
| — O(f.g )
(X9 )\ _ﬁ(’\z“" \z>—a<Bzﬁ&E‘zw
== 0(—(3 ’
/ _ B(Ava—A,)—a(B,B—~B)
\ E a—ﬁ '

De méme, %, i, 2/, v/ étant des constantes quelconques, on obtient,
pour un premier mécanisme double connu, une infinité d’autres en
remplacant

(a), (M), (V). (B)
par

Ma)+p(@y, 20y +p(B). 2N '—i—p.<K). (B + p(B);
(@. (). (M. (B)
par
Vi(ay-+p/ (@) V() +p(B), 7(A)+p(A). V(B)+ p(B);
Ve

o par T+ po
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et
Ko p's
L+ pf

5 parc

Le couple (S, §") se trouve alors remplacé par le couple
S+ 3. 184 p3)
si la surface (§) dépend d’un paramétre de déformation qui la laisse
applicable sur S, le couple 2.8’ u.X’ est aussi déformable & un para-

meétre et reste applicable sur 28 4 uX: la surface 2.8 + pX admet
comme courbes intrinscquement liées a efle précisément le couple

Wy +p(a), o)+ p(D).

Nous verrons que les surfaces 7.8 + u.X sont toutes celles qui corres-
pondent a S par parallélisme, de sorte que les courbes « et 3 restent
coniques. En tout cas, cette possibilité, pour la surface S, de rem-
placer (a) et (6) par i(a)+ w.(a), %(b) + w.b(b) estune des causes
de difficultés dans la recherche des déformations continues.

4. La classification des mécanismes (simples) a été faite par

M. Gambier par I'étude des relutions linéaires a coefficients constants

liant les dérivées
da, da, dA,

P st IR Ny )
do 1763 : o

comme conséquence de la relation

da, db, LdA\, dB,
do. d3 T 7 do dB

déduite par dérivation de
S(a, — b, )P=5(\,— B),

mais alors, en vertu dc la proportionnalité des dérivées, le mécanisme

nouveau
[(@). (8): (X), (B)]

appartient au meéme type que le premier. Il sera d’ailleurs utile
d’exprimer provisoirement

Ay Qyy ooy Uy, Ay
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au moyen d’un paramétre «, indéterminé (qui pourra étre par exemple
a, ou a,...); on aura ensuite

~ da,

T da,

M. Gambier dans son Mémoire a indiqué 8 ty'pes de mécanismes; on
s’apercoit qu’on ne peut garder que les types VII et VIII. -

Prenons d’abord le type VII (*); il correspond (comme on le voit
en s¢ reportant au Mémoire de M. Gambier) aux formules ou 4, m, C
sont des constantes arbitraires

(a) a, Uy, a,==o,

(5 b, b,—=o. by
(8) (A) N\ =l A, 0.

I\B) R —= g)/_' e o, R”

L
(9) Al=_a? (1— 1*) + &+ 2mha,— C,
v 9 ! 2 })I | 1 9

(9" B2=— .,x;(; /ﬁ) +02—aom i —+ G m?,

(a), (b) sont planes, dans deux plans rectangulairves, mais a partcela,
arbitraires; on suppose a,, a, exprimées au moyen d'un paramétre
provisoire «,, el b,, b, au moyen du paramétre analogue (3,. On écrit,
avec trois constantes arbitraires nouvelles C, ¢, m.

(a) iy, Ay, 0,
(%) 5. o, .
(K} ha,, . o
. b
(B) ;1,[ 4m. oo, B,
@t - Ryl —\3 4 amhd, —(=o0,
(10) @, (L I*) 4 @yt — Ny Ny + h(ma, + ma,) — C'=o,
— da, _ da, - dA, __da,
{, — (11— h®) -, — — Ay, 5— hm — —
“ do, )+ Ca, T da, A do, —°

(1) JPindique rapidement pourquoi 1t (par exemple) s'élimine : raisons analogues
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Les deux premiéres équations (10) remplacent (6) et (7); laderniére
(10), a elle seule, remplace les équations (1) et (3). On constate
aisément, par différentiation de (g) et des deux premiéres équations
(10), que les équations (1) et (3) sont vérifiées.

On a de méme :

T 1 79 T b o~ 2
b3 <1 - /;,) + 05 — B3 —am /L' UG —m? =o,

I
T —
h?

b db, I»—-~I>—|—Z (I_/)___‘l; daB, nmodb,
b dB, h > dB, A3, hodB, T o

(11) b, b,

P

) + by, — BB, — —;—L(?ﬁb, +mb,) + C'— min—o,

Donc, tout mécanisme simple | (a), (b), (A), (B)] dutype VII fait con-
naitre par des calculs de dérivation et d’élimination «* mécanismes associés

[ (@), (0), (&), (B)]; bien que (a), (b) soit déformable (i trois para-
meétres) en (A), (B), en général | (a), (b); (@), (5)] est simplement
trans formable en | (A), (B); (A), (B)], car (a), (6) dépendent (en
général) des paramétres de déformation de (@), (6). Pour calculer
effectivement (@), () (1), (B) on peut operer ainsi : si & n’est égal

pour les autres. On aurait

DA
i
&

Aj=al—C. A=

C ¢t G ¢tant constants; en dérivant on a

Ay d\; = «; dus, Ny dAj = a3 duy
donc on a aussi

x\; (IA;;:: asg da,;
mais alors on doit avoir

ay A,

-2 =% et WGC=C.
as A,

. . da . . -
de sorte que % est une constante; mais alors ~I—3esl, aussi constant :ily a contradiction
aas
da3 A e, . . P
parce que ——- doit étre précisément la variable indépendante «.
3

da
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4+ 1 ni— 1, on prend 'inconnue auxiliaire

_ / -
@\ — hi - e a, L\,
\1— N2
(r2) J= a,y/x—h-—{——i a, A\,
\ 11— N2
day ——— da,  d\,
— 2 —_— =
da, dot, do,
*
et I'élévation au carré donnes ’

§ (da,\* Y (_lﬁz_ -’_ﬁ dAL )\
), I<c[9, (= A) + (lzz,) do, )
N em” v Eme
><’<(,«-+~[__/12> <(J+|~/L-’><(AT|——/12) ’

de sorte que «,, «,, A, s‘obtiennent en resolvant les trois équations

linéaires formées par les deux derniéres équations (10) réunies a(12).

On calcule de méme b,, 6, B;. Si i = == 11l y a grande simplification,
o . - X, .

car les deux derniéres équations (10) donnent a, et 3 rationnellement

en fonction de a,, a,, a, et il reste une équation [ la premiére (10)]de
degré 2 en a, : si méme m = o, celte équation se réduit au premier
degre en «,, de sorte que le cas o = == 1, m = o est un cas particulié-
rement simple, et cette remarque justifie 'étude que nous en ferons.

Pour le mecanisme VIII, (a) cst une courbe arbitraire tracée sur
une quadrique Q, (#) une courbe arbitraire sur une quadrique (Q")
homofocale a (Q); (A) est la courbe de (Q') se déduisant de (a) par
Paffinité d'Ivory; (B) se deduit de méme, sur (Q), de (b); si, pour
simplifier exposé, je me borne au cas de (Q) et (Q') a4 centre, on a
avec 4 constantes arbitraires [, m, n, C

’ ai(y— )+ ai(t—m*) +at(t—nt)=C,
(13) ’ A, =la, A,=ma,. A= na,,
b;’<1———1,>+/);§<1_ '—,>+b-;(1~ 3—,):—0.
() 1 m? n?
B,=" 3=, B,— "

_— b
{ T m - "
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La courbe () doit étre sur une quadrique homothétique a (Q); or on
peut, sans restreindre les couples (S, S'), remplacer (@) par une courbe
homothétique : on supposera done (@) sur (Q) et (3) sur (Q') et I'on
voit que («) est sur Q, paralléle & («). On résout :

ar( - 0) 4+ azt—m’) 4+ @2 n?) = C,
(15) a,a (1 — ) 4 @, @1 — m?) 4 W (1 n?) =0,

@ {(1—)da,+ a.(1—m*)da,+ a,(1— n*)da;=o,

ou €’ est une constante arbitraire; systéme analogue pour 6,, b,, b,

N N 7 ats . I I 1
obtenu en remplacant C par — G, ¢/ par — (7 et [, m, n par G2

De lasorte tout mécanisme simple, du type VIII, fournit o' méca-
nismes doubles; & chaque mécanisme double correspond un couple

(S, S).

5. Déformation continue. — Nous ne gardons que le type VII : les
courbes (), (b) sont planes dans deux plans rectangulaires. Les équa-

tions (9), (10), au nombre de 4, permettent de calculer A,, A,, a,, @,
enfonction de a,, a,, g% (en prenant o, = a,) et des constantes m, A,
C, m, G, C': ces constantes devront étre fonctions d’un unique para-
métre ¢, dont a,, a, ne doivent pas dépendre. Imaginons que nous
ayons eliminé rationnellement A,, A, (ce qui est possible; dans le pro-
cédé indiqué plus haut, on pourra, par excmple, rendre rationnelles

les formules donnanta,, a,). On a donc deux équations

. da, _ _. . _
. \ fita aso == a,.d,, G hym, G, G, m)=o.
([b) . ([(6, h

( Ly, aqy ) = o,

dont les premiers membres peuvent étre écrits sous la forme linéaire
(n désigne un certain entier positif supérieur a 1)

(17) Z T,U,= o,
1

ol les T, dépendent de ¢ par I'intermédiaire de C, A, m, G, ¢/, met



— 91 —

T da, — —
les U, de a, seul, par I'intermédiaire de a,, a., T @i A Or une telle
1

équation entraine que les U, soient liées par p, équations linéaires a
coefficients constants, p étant un entier compris entre o et n inclus,
tandis que les T, sont liés par n — p, équations linéaires 2 coefficients
constants, déduites aisément des p relations de I’autre série; chaque
équation (16) fournit, on le constate aisément, au moins deux relations

da, ,. 1,
entre a,, a,, ;-* (indépendantes de ), de sorte que nous avons au
1

moins quatre relations,
da, _ _
(18) <?z<a,, a,, Ta:’ a,. a~,> —o.

qui remplacent définitivement le systéme primitif et que l'on peut

. da, — — (., ¢ da, . .
résoudre en a., T @iy @ (11 faudra que Ta soit effectivement la
1 1

dérivée de a_.) et, dans le cas de possibilité, il est ainsi démontré

que «,, «,, a, sont des fonctions algébriques de a,; de méme C, A,
m, C, C', m se trouvent liées par des équations algébriques, de sorte
que les mécanismes doubles, les surfaces a déformation continue ct
leur déformation sent algébrigues. Pour éviter des calculs assez

. . dA . .
. ’ . 2 2 k) .
pénibles, si 'on remarque que A; et A”'d_a,l s’expriment rationnelle-
da, , . - , .
ment en «,, a, ~> écrivons les deux derniéres équations (10) sous la
|
forme
- ‘ = - - Y ay Lo
ayd,(v— R +a,a, + h(ma,+ ma)) — G — (A?) \ =0
(19) — B2 -7 da, ny \ d\,\ \, o )
ayLt—1nN") =4 o, un — S =
i * da, : Ja, ) \,

A, oo L N o
+ fournit une équation du type (16) qui, en géné-

L’élimination de

ral, conduit & assez de relations linéaires pour pouvoir achever la
question.

6. Japplique ces considerations au cas simple déja signalé h=1,
m = o. [ La méthode du Chapitre Il a Pavantage de ne faire intervenir

Iiti 1 VASSEUR, 4
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que l'unique mécanisme («), (h), (A), (B) lié intrinséquement au
couple (S, §") et de fairve trouver les deux relations nécessaires et suffi-
santes entre G, A, m : le fait que h = 1, m == 0 réussit est une circons-
tance heurcuse. Mais cette méthode ne met pas aussi aisément en évi-
dence ce cas particuliérement simple, qu’il est donc naturel de traiter

ici. | La résolution des équations (9), (10) donne rationnellement ,,
= N\, .
@y, - A savoir :
A,
. . / Ld
(20) — G, 4= Gl 4+~ moa, r()’—u—' — o, ) — CGmn pla 0.
: : *\ “da, da,
(21) e Gy GG e G2 o Ot
n( dayy: nt | ok /(/N'Y w? o
mAiGl — it — ) —u? | = o,
! da, B ? (\1//12 :
(22) Gt | G (0,2 —a )] =0
e AR Y ] 4 * da, =0

N’ayant en vue ici que d’obtenir une solution particulicre,j’introduis
des hypothéses comunodes (qui ne sont peut-étre pas nécessaires);
supposons, dans (20), que m et Cm s'expriment linéairement en G
et €7 (C et (7 sont fonctions Pune de Pantre, mais nous supposons que
cette relation ne se réduise pas a C: C' = const.). On a avec certaines
constantes 7, uy, 2y, uy (7 — i 2£0)

{23) me== 10+ G =1, 0+ p, U

Cela permet done de remplacer (20) par les équations obtenues en
égalant a zero le coefficient de Cou €7 : '

(o) . ; Fda, N da, ‘
o Uy = bty | 1y —— ¢ <l == 0,
! : b ( *dlu, ' "ddu,
N e, e,
(20 Wy iy g —— =t )y 5= == 0
: ey lu,

L'é¢quation (21) préalablement divisée par m ne contient que les
termes C, G/, m et Cm, déja exprimés linéairement en C et (7, et le
CC— ¢, . . A
terme —_ —- ; écrivons aussi, avec deux constantes nouvelles 7, et Up:

m
i G "
(26) - —— = 1,0 4,
122
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puis annulons Ie terme en C et le terme en C’ : (21) se trouve rem-
placée par les deux équations :

a4 ; e, \? ; _a" da,\* (‘,'
27 2 =y ~ /1 SV — 7} == 0,
27 “ ? "\da,) *\da, ' ‘

(28) da, \? N 5 [ da\*? .
2 o4, — | — )} +plail =) — |l =o.
20 Pamm 2= //(1._,) L\ da, !

Nous devons donc simplement résoudre le systeme (24), (25), (27),
(28) qui se trouve préparé de facon a simplifier encore notre discus-

. . da., . -
sion, car (25) et (28) devront donner a, et ot ensuite (24) donne a,
. 1
- T . da .
et (27) «,. L’élimination de Ta entre (25) et (28) donne

(29) A (et — 1) == (s — Py ) (00— 20ty — [hy)-

Ceci posé, on a deux cas :

. ) N ~ AN danmn
Premier cas @ .= 0. — (25) et (29) donnent
o da, )
(o) g0y T == 0, (5 — Al [l == Ly [y =20y
2

ces deux équations se réduisent évidemment a la derniere : la vérifi-
cation annoncée est [aite.

Deuxiéme cas : y.7£0. — En multipliant par u., équation (29)
s'éerit
(31) (et — Py 10— ) =+ oy (et — 1) == oy

ce (ul, dérivé logarithmiquement, fournit

0, da, ‘dn,

3 —_ 4
pad—u,

c’est-a-dire (25) : la vérificution est encore faite.
Le reste du calcul n’est plus qu'une question de patience : on voit
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aisément que pour passer de (a), («) d (b), “b) et profiter des caleuls
déja faits, on doit faire les échanges

(@0 ay, @, 7, A, A Gl . C m,
(;()\ 1 2 1 s 23 2 ? *
by, by, by, b, B, B, —C. m—C. —C, -,
puis
oo A i 1, M
he Py oy R e T o o

7. Prenons la prenuére solution; une translation, le long de Oz, du
systeme (), (), permet de supposer u., = o; une homothétie, ., = 1;
on remplace ensuite la courbe

AT Dy (a) ou (@) 4 («t)

par (@), ce qui est permis du moment que 7., estindépendant du para-
metre de déformation; cela revient i faire 7., = o; une translation et
homothétie de («), (&) permet ensuite de faire 7, =o0, % =1. [ Il est
bon d’écrire d’abord le systéme déduit de (24), (23), (27), (29) par
les échanges (32) et (33); ce n’est qu'a ce moment que I'on fera, de
partetd’autre, \ =y, =1, h, = 0,

On trouve finalement le tableau : « = 3a,, 3 =30, — 2

fy = lj.z = . l

{a) oy, az=—oaa,, 0,
(0) O, o, Di=1—0b,,
(A) e Ni=an, — C, o,
(B) b,. 0, BX=1—2b,-C;
(@) = —: i, o= (1, t,, -0,
— — 1 3,
(/)) b= b 4 =03 a. by== b, b, —in
‘ ) 2 ‘
(:\_) ., = \y(a, +C), 0,
(B) b, + C, o, By= B, (b, C —1).

C est le paramétre de déformation; pour simplifier, je n’écris que
les coordonnées de S., X.; pour C=o0 on trouve (S, X) et [(a),
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(0); (), (5)] on a

3, 3 .. . 1
~a? ~=b}+ G+ —
Py 2 2

3a,—3b, 4+
3
(a4 = CF
S, —3b, 4o

(1t C~2b|)"';

e )

Sa, —3b, 4o

3, ) 3., . 1
S ;ﬂ;(3b,—~2)—3(1,(;b;-——-( — 5)
| '

n
il

.

]l
I

3a,—3b,+

1_(3[1,~2)('),a1——C)5
YT A = 3k, 4o

Ja i+ G- 207
3, — 30+

A

AN

Fig, 1

On voit aussitot que les surfaces S, sont toutes égales a la surface S,
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qui est donc auto-applicable : dans I'égalité de S, el S,, le point (a,,

al - (A i ~
b,) de S, a pour homologue le point <a.+j, b, + (> de S,;

=
e . . . C
S. s’obtient eu faisant glisser S, de  le long de Ou.

(a), (b) sont deyx paraboles focales: (A), (B) est ce méme couple,
ayant glissé de — le long de Ox; les points homologues a et A sont dans

un méme plan, perpendiculaires @ Ox; de méme b et B. La figure 1
(faite en deux projections) indique cette correspondance. En cours de
déformation lu congruence My M, signalée a la fin du paragraphe 1 (ici
la congruence AB) est, et reste, congruence de normales. Les surfaces
obtenues \.S,.+ u.X, (déformées a 1 paramétre de 1.S, + 1u.X.,) sont toutes
unicursales.

En écrivant les relations

. 3 _ ol
=g L=k
- 3 " - -~ A (A4 30
\, =35 (:A\:,—l— (OREN —\2: ——'(———“';—-i - !,
C 4
1\? 1 b,
b, —= ,<l){—+— .—,) — = by=— (14 03),
¢ 3D ) 3
— 3. r—aG ., | I -
B, == N BY - —i——F'—;-+- N (04060 1),

- B,(B4-1—3C)
— e

=
|

%

on voit que («), (4), (X), (B) sont des quartiques unicursales; la
variation de C change effectivément (A), (B) de sorte que la sur-

face X, ne reste pas égale & elle-méme; on pent remarquer que pour
N AN = foale a (7 B dgale d () T 8
= (X) devient égale 2 (5) et (B) égale 4 («); on constate en effet

(u’en écrivant la relation
S, 4+ 30, = .

on peut produire les échanges suivants <les indices pour &y, ..., 2, ...
O Xy, ..., @, ...serapportanta X, X, S,, S > :
4 3 K1

(e by Lol Yoo Foe Low Yaoo So
2 , 2 1 — — )
.3——01, ; =y, £ ~6, Sy b—")’,',‘ -.I"' ._;’ S )/J.

* d
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Cela prouve que la surface X, admet pour plan de symétrie le plan
second bissecteur du diedre Oy, O.x3; en méme temps nous avons
€

découvert une nouvelle application de chaque surface 2.8, + uX, sur

la surface .S, — .Y, (application qui n'est réductible & un déplace-

e . oy L . . o« pos
ment ou symétrie que si G = )>, a savoir celle qui tait correspondre
' J

au point
a,=—h. b= A
le point

3
a,== —h, b= 5 — I,
)

ool v

Les surfaces 2.8 — uXsontdonc applicables surlessurfaces AS + 1. X;
dans cette application les courbes () et (3) s’échangent. Les courbes
2(A) + (A) et n(B) + 1(B) sont aussi des quartiques unicursales.

8. Prenons la seconde solution. — Des considérations analogues
permettent de supposer
w1, 7 —=o, 7 =1. =1 1,== o0,
on pose
[
-2

‘ol w est une constante, et I'on a

r, == <hie,

R (¢, —1)*

(hy—r1)?
(15 -

I 2 _
| by A= — 1,

chiom shio

ce (ui prouve que le couple (a), (6) se compose d’une ellipse et d'une
hyperbole focales. Cette détermination faite, on peut reporter le centre
commun des coniques (a), (b) a lorigine et ['on a le tableau suivant
queje n’ceris, pour simplifier, que pour (A), (B); (A), (B); je substitue
au paramétre de déformation C [qui pour C=o donne (&), (b);
(@), (b), et le couple S, 8| le paramétre D = T — C: jappelle cet =
les parametres curvilignes sur («) et (b) :

J
(\) A=  chocost, \y= (D ezt \ =0,
1
(m B,= —shwmcht. B =o. B,==(chz D)%
- - chio - \, cho -
\ \,-= — ——tang?/, \, = b \ —o,
( ) ! 9 N : Didose’
[ 1 sh?o B sho
B B=- — — — thz, B,=— o. B = ;
(5 =L e 10 ’ D:chz?
chw Ssho
o o ..__A_. ‘3::: _——
con { ch'z
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Le couple (a), (b) se compose de deux coniques focales (cercle et son
azxe, ou couple parabolique exceptés); (a) et (B) sont deux paraboles
Jocales de grandeur arbitraire, dont les plans coincident respectivement
avec ceux des coniques (a) et (b); le parallélisme des tangentes suffit
d établir la correspondance ponctuelle (@), (a) et (&), (3). Le couple (A), (B)
se déduit du couple (a), (b) par une homothétie de rapport D et le
couple (A), (E) de(a),(b) parune homothétie de rapport DL Les courbes

(A + w(A) et 1(B) + p.(B) sont unicursales et de degré 6, pour ).« u.
quelconque. Les surfaces \S,—+ WX, sont unicursales; la surface S, est

constamment homothétique & la surface S, et de méme la surface X, @ X.

III. - - Couples relatifs a l'équation E(2, 2).

[ équation ponctuelle relative aux surfaces de translation est
020

=o ou E(o,0); celle relative aux surfaces a réseau conjugué

du Jo
doublement conique est E(1, 1) ou

) 020 1 9 rodf
t dude  u—v du + w—y o

I'équation la plus simple, apres celles-la, est E(2, 2) et les essais
précédents engagent a essayer de trouver des surfaces applicables
relatives & E(2, 2) : cette fois nous trouverons uniquement des couples
et la méthode nous prouve qu’au moins dans I’espace & 3 dimensions,
les équations E(3, 8) avec 3>3 ne donnent plus de couples. Ecri-
vons E(2, 2),

) 2 09 2 99

2 — = = 4 = L —p
(2) Ju dy w— ¢ Ju u-—1¢ Jy

D’aprés les équations liant E, F, G aux ‘coefficients de I'équation
ponctuelle de Laplace, on voit qu’ici on peut poser

ST, 2 e

Sh._ d—ii,'(u—&)'

- 9I .

(3) G=- O S(u - e
. U .

b= Ju e - VT
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les coordonnées x,, x., x, de la surface étant

., w4 v, Ui— 9, c
e — - i =1, 2 3 .
(4) T (u—e)? (e —9) ( »3)
On trouve sans peine
(5) pm 22 et B e (o) | P e o)
' - (e — )3, (u— ) ! U—v

—&—f(zu'; ® du ~—'f(E(IZ)3 dy.

M. Gambier a indiqué (Annales scientifiques de I’ Université de Jussy,
t. XVI, 1929, p. 301-338) comment déterminer les nouvelles fone-
tions U; V; telles que la surface correspondante (X,, X,, X;) soit
applicable sur la premiére (x,, x,, ,). Une solution correspond au
tableau (/i = const. £ &= 1)

(6) | Uiy Uy O U, = heu,, L, 0,
Lo a0 ey Ni=v¢,th, o, Vg
‘ w} (W —1) + U —ul = f(u),
’s . . 3 ) w4+ 25u -
W ht —1) + U —ul=—f"(u)+ ~_j_.f_~_.ﬁ,
(7) 4 - - 10” 10
5 - - 2 U
( WA —1) + U — U= 5 o+ L ‘;
l o 10
9 (1 V2 2
1 /Tg""‘l =V — g —““f(‘})v
\ of 1 - , 3 a4 oBe -y
8 1 o2 S — 1 V2 o2 iy T LT L
( ) IRWA Vi 3 IO‘/ ( ) 0 ’
o2 (l.; ~I) A T 20— f”(p),
h? K d 3 10

ou f est un polynome arbitraire de degré 6; «, 3, y sont des constants
arbitraires.

La méthode employée ici aurait pu étre employée pour E (o, o),
E(1, 1) et aurait donné les résultats qui seront indiqués au Chapitre I1
pour E(1, 1).

TIESE VASSEUR, )
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IV. - Parallélisme de Peterson.

I, Une surface S(x, y, 5) est rapportée & un réseau conjugué et
fournit une équation de Laplace ponctuelle
7] 9 1,

(l\ m _— :\ ;}; T ]') {)(; T O,

Les quadratures de différentielles totales

dr'="P dx du + Q) Qf e,
\ du < de
' ' / R ) )1' .
(2) , Ay =P du - ()‘~ e,
I s’ »-—P'(;:-(/qu();—‘ oy

o

fournissent une surface S, paralléle & S sur lu base (u, ¢), pour
employer le langage de Peterson (les plans tangents homologues et
les tangentes aux courhes homologues « ou ¢ sont paralléles), i condi-
tion que P et Q vévilient le systeme

ap o0
. () —Pji=o. :
e \(Q ! 0 du

(3) — BP - Q)=0,

et 'équation de Laplace relative a S’ est

- 220 QO 99’ P oy
(4) B . S e )
du Jy v Ju Q dy

Comme 'équation (1) etle systeme (3) ne dépendent que de 'élément
linéairve de S, s'il existe une nouvelle surface S, (2, y,, 5,), déformée
de S suivant la hase («, ), toujours en adoptant le langage de Peterson,
on aura encore une surface S|, parallele & S, suivant la base (u, v),
déformée de 8 suivant la base (u, v) en ¢erivant, avee les mémes fonce-
tions P et Q,

do, =P (()1' du + ()»?—vf/‘

) s
o/ O ())l AN
(2") ’/-"_PW d ) I ey,
oz
(/‘,_l’/ du ) - /' v
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Cette transformation bien connue exige U'intégration du systéme (3),
(ui peut se ramener a I'une ou 'autre équation

pat CON NP op o cop
By G '”‘(T\{TJ“‘ "> o T Ngr =0 W=EPeggs
. 02() 1 dB a0) 20 . 1 Jd0)
( oo e X 3 — fJp— I 4
(6) du e (I’) e ’ > du + B o - ! Q=+ B du

ou, opérant comme Darboux (Théorie des Surfaces, t. lI, 2 édition,
p. 260), posant R =P — Q, a I’équation

o0,

. *R JR B IR " aN OB
(7) P S TR TR i
qui est Uadjointe de (1) et par suite s’intégre en méme temps qu’elle;

~une fois (7) intégrée, on a

u N

(8) = / <()H + BH) du — ARy, O=—P —R.

Or, il existe heanconp d’équations de Laplace que I'on sait intégrer
explicitement : pour chacune d’elles, le probléme du parallélisme est
résolu par quadratures; les équations E(f, %), ou 3 et &' sont des
entiers, sont dans ce cas et parmi elles K(o, o), E(1, 1), E(2, 2) sont
d’autant plus intéressantes qu’elles donnent des couples (ou sys-
temes o') applicables, qui, par parallélisme, donnent aussi des
couples (ou systémes ') applicables.

2. Si la surface 'S possede un réseau (u, ) conjugué ou les
lignes u== const. sont coniques (mais non cylindrigques), on a

1 JB

B = o, A== —
’ B de

(B = o donne une famille cylindrique).

Supposant S rapportée a un réseau conjugué, cherchons i quelle
condition les lignes u = const. sur S’ sont coniques (qu’elles soient
ou non coniques sur $) (inutile de parler du cas de lignes cylin-
driques, car si elles le sont sar une surface, elles le sont sur les sur-
faces paralléles, résultat évident géométrigunement). On doit donc



écrire
) ( P
(9) A B =y log ‘B 6),

. )1 7 Q
ce qui, en remplacant Ii):')V par AKT\’_ — 1> donne

1 B 1 0Q
(ro) Baow TV Q— Jp
. 12Q tdB \NoQ 00
(6) dude <T§ de '\> an " B o "

On obtient manifestement deux classes de solutions [ et I1.

. 1 0B . NET
Solution I. — A= ;—= de sorte que S est & lignes, u = const.,

coniques ; il est nécessaire et suffisant de prendre Q = U on U est
fonction arbitraire de « (et alors la surface S’ correspondante est aussi
du type I, tandis que si Q est une solution différente de ce type, la
surface S’ sera du type II).

Solution 1l. — A — %3—1(3 54 0; lacondition de compatibilité des équa-
tions (10) et (6) est : '
: 0 r OB\
(1) B+ o log <_R o A.> =0,

et il ne reste, pour déterminer Q, que I’équation (10), qui donne Q par
une quadrature (S est du type II, mais S est du type I). Il est
intéressant de comparer ces résultats avec ceux du paragraphe I,
formule (9).

En particulier, prenons E(, §), ¢’est-a-dire

A= p B = ——'6 5!

P()‘lll’ 2 =1,
les lignes « = const. sont coniques; supposons 3'=£1 : la condi-
tion II devient alors 3 = — 1; de la sorte nous pouvons affirmer que
les surfaces déduites de E(2, 2) ne peuvent, par parallélisme, donner
une famille conique. ‘

{1 est donc intéressant de revenir aux surfaces déduites de E(1, 1) :
réseau conjugué (u, ¢) doublement conique, et de chercher les surfaces
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paralléles a réseau doublement conigue encore ; nous avons trouve une
solution précédemment, nous allons voir que c'est la seule. En effet,

on doit avoir icl
‘\):U. P=\
et (3) donne
(O \Y 1

U—\N a3 | P

¢’est-a-dire
ll.’:-l‘—}—puu. A — —L'-}.M‘.

et u. étant constants, on a alors

1"y — - Py = 18
r = ——> £ :_‘I*.LL‘—‘PIJ. —_—
" -— n—
On retrouve donc bien la solution indiquée.
V. — Application des transformations conformes de l'espace enclidien

4 n dimensions.

I. Par les operations du groupe conforme de I'espace eunciidien a
n dimensions, & toute variété minima, ¢’est-a-dire telle que ds* = o,
correspond une variété analogue. Deux surfaces applicables

Sr. s S, . 5)
donnent-done dans Pespace @ 6 dimensions, en posant
I=ixy, hN==1y,. =1z,

une rariété minima a 2 dimensions X(x, y, 5, £, 1, {) ; le 'groupe con-
forme (a 28 parametres), del’espace 26 dimensions donne=?*® variétés
analogues qui fournissent oo'® couples de surfaces applicables
distincts du premier (on a retranché 6 pour le déplacement de S,

6 pour celui de S,, 1 pour une homothétie portant sur SetS,), S et S,
étant rapportées a leur réseau conjugué commun «, (), on sait que

() Lo 5 Lo Lt e e R gt g

sont sept solutions d’'une méme équation de Laplace :
06 09 )

e e N B =,
du dv du e

(2)
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Une transformation du groupe conforme en jeu donne a la place
de (1) un ensemble

(3) R R s

bl

qui sont sept solutions ('une équation nouvelle de Laplace, qui a les
mémes invartants que (2)1 il en résulte que de tout couple applicable
sur une base simplement ou doublement conique, ce procédé donne
="' couples de méme espece. '

- 2. Pour les mécanismes, on obtient des résultats analogues, car
Péquation

n 7

(I.’{) E (-~ [)i;)-"—E ( .\[m" “[)“: O
1

se transforme, en posant

(.)) \ N“"H;:Ili\"; v /lgrL;—'-:i"\r[1

! Doy == I’\“;,. B 1 PN
20n
(6) Z (t;— ;) == 0.
1

Done de deux mécanismes (a), (b)), (A), (B) trans ou déformables
I'un en Pautre dans Iespace i trois dimensions, on déduit comme plus
haut ='* nouveaux mécanismes simplement trans formables, méme si le
mécanisme de départ est déformable.

3. Dans le Mémoire déja cité, Mlodziejowski remarque qu’en écri-
vant

Uy~ Wy — 'y Wy — 'y
AT s Vo= $= —=
s — vy Uy — 95 wy— ¢,
) )« UV U ]
?..\:——I———" \: —l———--—’lg /4— —l—————'-’
57 85 - ' Uys— 95

ou les «; et U; dépendent d’un parameétre «, et les ¢; et V, d’un para-
métre ¢, on a des surfaces rapportées & un réseau conjugué formé de
lignes cylindriques ou coniques; les plans tangents a la premiére sur-
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face le long de la courbe u = const. passent par le point

(du, du_ du du.,>

di’ du’ da’ du
en coordonnées homogenes, de sorte que la ligne est conique ou cylin-
drique, suivant que u, est variable ou constant. Les conditions d’ap-

plicahilité peuvent s’¢erire, dans tous les cas, en introduisant les fonc-
tions nouvelles U, de v et V, de ¢ :

Dot P U N =, ) (U= V),
1 1

my 3
o e\ dU\? duy U
8 ! - —1 — b
(%) Zl <du) 2 (([u ) du du’
1 1

3

3
N\ (ﬁ\" . dV N\ dr, r]\,.
i <//p) E (du T dv de
1

|

En posant

R O 2L, =, + U,
(0) .
’ l o, =y, -V. 2V, =, V.

les équations (8) prennent la forme tres remarquable

) du v - dli \-
) 2 () ~2(%)
1
I\ N d
- AoV AT
%Z (%) =2 (%)
i kl

On est doncamené a determiner tous les mécanismes dé ou transfor-
mables de 'espace a qunatre dimensions, puis 2 ne conserver parmi
cux que ceux ou l'arc de la courbe (a) est égal a celui de la
courbe (A), I'are de (0) étant aussi égal a celui de (B). La forme des
¢quations (8) montre que 'on peut remplacer «, et ¢, simultanément
par U, et V, (ou si 'on préfére changer de signe «, et ¢ ) de sorte que




tout couple de cette espéce en fournit un autre (il peut arriver ainsi
qu’on ait un couple a réseay cylindrique-conique d’une part, et
conique-conique de P'autre; il peut arriver que I'un des couples se
réduise & une développable). Or.les résultats de Mlodziejowski n’ont
pas été poussés par lui jusqu'au bout, malgré leur intérét, non seule-
ment pour les couples, mais surtout pour la déformation continue; ce
géomeétre a bien obtenu la déformation continue sur résean conigue-
cylindrique, mais n’a pu obtenir aucun exemple de déformation con-
tinue a réseau doublement conique.

4. En tout cas, remarquons que, dans l’espace a 8 dimensions,
les courbes (u,, w,, u,, w, U, 1U;, 71Uy, 7U,) et (¢, va, ¢y, ¢4,
(Vi, 2V, 1V, 7V,) sont minima, et telles que tout cone (a 7 dimen-
sions) isotrope ayant son sommet sur 'une, contient I'autre : les opé-
rations du groupe conforme de I'espace a 8 dimensions, groupe a
45 paramétres, conservent ces proprié(és : en retranchant, comme plus
haut, 6 paramétres pour les déplacements de chacune des surfaces
dans I'espace ordinaire & 3 dimensions et 1 pour ’homothétie, d'un
couple de surfaces applicables de l'espéce en jeu, on déduit oo**
couples analogues, distincts du couple de départ; et du méme coup,
de tout mécanisme double, on fait dériver =c*2 mécanismes doubles
nouveaux. ‘

5. La substitution de U; a «; et V, a ¢,, par exemple, revient i rem-
placer (u,, s, uy, w,, (U, tU,, tUy, ¢U,) par (uw,, uyy uy, —u,, (U,
tU,, tU,, ¢U,) (et de méme pour les ¢ et V), ce qui est bien une opé-
ration du groupe conforme de I'espace a 8 dimensions (d’ailleurs avec
le méme mécanisme de ’espace 4 4 dimensions, un simple échange
du nom des indices revient & une opération analogue que Mlodzie-
jowski ne signale pas). 1l est intéressant de voir comment cette trans-
formation de Mlodziejowski transforme notre mécanisme double :
solent

Lia). oy @) (B)]. (v, (B): (M), (B)]

les mécanismes doubles correspondant aux surfaces (7) et

() (B); (@), (B)], Lia), (@); (@), (@)]
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leurs transformés relatifs aux surfaces obtenues en mettant U, —V,
en dénominateur, au lieu de «; — ¢,. Nous avons

(11) w=a, (u,+U,)—%a, @:t(,(%— u,.
da,
LLa dérivation fournit
a = du, v du., S du,
" du,+ dU,] 2 du,+ dU, = du, + du,’
(12) '
19
( N AU, N
T du,+ dU,] * du,+ dU,’ T du, + dU,
On en déduit
dU, - du,

(13 A3 — N =\ AP e —=
(1s) IR ! 2 YT dU, + du,

lin changeant «, en — u, on a

{ o du, . 7
== 57— oy = —prm———— L]
\ 7T dU, — du, > dU, — du,

(Iz’[.)' oy

; . ) . dU, + du
' ol ol — A — A — A= = X

dU, — du,’
et par suite,

(15) = i ’
' Tal ol ol — A — Al — @l

de sorte que le mécanisme [(a), (b); (A), (B)] se transforme en
[(@), (3); (&), (B)] par une inversion dans l'espace & six dimen-
sions; la transformation du mécanisme [(a), (6), (A), (B)] est plus
compliquée : mais ceci n’a rien d’étonnant, car nous avons vu que ce
mécanisme n’est pas lié intrinséquement au couple de surfaces appli-
cables. '

6. Jai indiqué comment le parallélisme de Peterson fait corres-
pondre au couple (8, 8") le couple (X, X'), les roles des mécanismes
[(a), (b); (A), (B)]et |(a), (b); (A), (B)] se trouvent échangeés
montrons quelle est la transformation du groupe conforme a huit
dimensions qui fait passer de (S, $') 4 (T, I'). On remplace respecti-
vement

(16) wye oty ug U, U, U

THESE VASSEUR, 6
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u, - u, - u,
43 == —_——
'TTu,+ U T u,+ U, P, + U
(17) 4 3 2 ; 4
! - C, . T, — U,
C,=- ’ Cymm ————) (=2,
w,+ 1, u,+ U, w,+ U,

et analogues pour ¢, ¢, ¢, V,, Vi, Vy; il reste & trouveru,, U,,
¢., V,.On a d’abord

— I —_ = 1
18 [ U—= —— T V,— — .
(18) 4 N,‘+U,,’ Yy o+ Vv,

Eecrivons maintenant
% &
(19) Z(ﬂ,~51)2—2(ﬁl~—‘-,>2:(!.
L 1

Si, pour abréger, on deésigne par Su?, par.exemple, I’expression
. o 9 ) ) : P
u; + u, -+ uy, on voit que cette équation (19) s’écrit

S(ui —U) o a8, v, — U, V) . S(e1--\V3)
(u,~+ U, (,+=U (o, + V) (¢4,

e el T =)=

w,+U, v+ V,

(19")

En tenant compte de

(20) S(u?—U) +S(e1—V2) —aS(u, 0, — U, V)
t-[u,+U,—(¢,+ V)] e,— U, - (v,— V)] =o0.

on voit que la combinaison schématiqne

(20)
(e, =+ U (e + V)

(19"y —

, . 1
débarrassée du facteur — donne

w0+ U, o4V,

T . el wi @i U3 U3 - U U
‘ 1w, -+ U,

B e e i e o S e

P 0,4V,
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Posons ’
< o= ui+ui+ui+ui—Ui—U2—U2—-U3,
1 1—0o = 1 I1+g
v, —= - — [)';: - ——
N ‘T, + G, e u,+ U
42 ! ) 7o D]
( T e i e e VI VI VRV,
=T - To—T
[ A e——— \.,:‘;— - :
3 2+ N, R S W
(23) Ads? == dui -+ dul 4+ du? - du? — dUC3— A2 —71/[:; —dl.}
(24) A5 ddii? v dit + dwd + di — U2 — dU2— dU2 - U3,

On obtient, en remplacant dans ds® les lettres u,, w,, ... par leurs
raleurs,

ds¥—=

ols?
(w,~+ U,,);’,

ce qui prouve bien que notre transformation appartient au groupe
conforme de I'espace & 8 dimensions.

11 était intéressant de rattacher a des principes généraux la trans-
formation indiquée par Mlodziejowski et la notre. J'ajouterai que la
méthode de Mlodziejowski devait fatalement échouer pourla déforma-
tion continue avec réseau doublement conique, parce que la quan-
titc «, égale a4 «,+ U, fait intcrvenir a la fois le mécanisme
(e, way gy w, ) (04, 04, 5, ©,) et son transformé.

CHAPITRE 1I.

I. -— Résumé des résultats relatifs aux bases principales
obtenus antérieurement.

M. Cosserat (.lnnales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 1873)
a montré le premier que la condition nécessaire et suffisante pour
qu'un réseau conjugué d’une surface soit permanent, ¢’est-a-dirc reste
conjugué au cours ('une déformation continue, est que son image
sphérique satisfasse au systcme
A RE R NE YU
dul vy T dela T

12

(1)
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plus tard, Bianchi a donné de ce résultat une interprétation élégante
et féconde : L'image sphérique d’une surface (S)‘rapportée a un réseau
conjugué permanent est ausst l'image sphérique d'une surface (B) (")
rapportée @ ses asymptotiques, la courbure totale de (B) ayant pour
expression

(2) R=(—1): [U(u)+ V()]s

réciproquement, d toute surface (B) de cette espéce correspondent oo sur-
faces (S) obtenues par I'intégration d’une équation deMoutard. Bianchi
a rencontréde nouveau les surfaces (B) au cours de ses recherches sur
les congruences W : ce sont les surfaces focales des congruences W
pour lesquelles, aux points correspondants des deux nappes focales, la
courbure totale est la méme.

(B)

(S)

La correspondance entre le réseau des asymptotiques d'une surface
(B) et le réseau conjugué d’une surface (S) correspondante est simple :
aux points homologues M et M’ de ces deux surfaces les tangentes aux
courbes u = const. de (B), ¢ = const. de (S) sont paralléles; de méme
pour les tangentes ¢ = const. de (B) et u = const. de (S).

Les équations (1) montrent immédiatement que les surfaces (8) et
(B) se répartissent en trois classes :

Classe (A)

(1) Je désignerai désormais ces deux espéce~ de surfaces par les lettres (S) ou (B).
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le réseau conjugué est formé de deux familles de géodésiques et récipro-
quement tout réseau conjugué formé de deux familles géodésiques est
permanent; il s’agit de surfaces bien connues sous le nom de sarfaces
de Voss et Guichard; M. Gambier a étudié leur déformation dans un
Mémoire inséré aux Acta mathematica en s’occupant tout particulie-
rement de la réalité ou de celles qui sont applicables sur des surfaces
de révolution. - = -

Les surfaces (B) sont ici les surfaces & courbure totale constante
(U = const., V = const.)

™
HhS

) Y
Classe (B) b, ;;;;7 0.

les lignes « = const. du réseau conjugué sont géodésiques, les lignes
¢ = const. ne le sont pas; les surfaces (B) ont une famille ’asympto-
tiques formée de courbes & torsion constante (¢ = const.). Je montre
plus loin que si deux surfaces applicables ont un réseau conjugué com-
mun comprenant une famille de géodésiques, il existe une déformation
continue conservant ce réseau conjugué; autrement dit, si un tel réseau
est base d’une déformation, il est base principale, et non base simple.

!

Classe (C) 2 1[2 : = 0. :

!

121%‘0
Vo

aucune des deux familles du réseau conjugué n’est formée de géodé-
stiques; ni U ni V ne se réduit & une constante.
Les formules de Lelieuvre raménent la recherche des surfaces de
Bianchi a celle des équations de Moutard
2?4

7 \1s
dudv M9

qui admettent un systéme (au moins) de trois solutions liées par la
relation quadratique
03+ 03+ 71P=U+\,

olt U désigne une fonction de « seul et V une fonction de ¢, ces solu-
tions sont dites, suivant la terminologie adoptée par Guichard, solu-
tions quadratiques.

M. Gambier a donne au Mémorial des Sciences mathématiques



— K2

=

(fasc. XXXI) les équations que doivent vérifier les coefficients d’un
ds* donné pour que les courbes coordonnées forment un réseau con-
jugué suroc' surfaces représentatives : en nous bornant a la classe (C),
on a le systéme nécessaire et suffisant :

N BTN RN

10 l]\(l(,- ,’. ‘ ‘}m, , ",

: do ETIN B E l B Y

(3) l() [I\(L( Ty ) 5 ‘] =1y
{22}

L, e
15{‘)\ =1 (v e)

[ les variables « el ¢ ont été choisies de maniére que la courbure totale
de la surface (B) correspondante soit K= (—1):(u + ¢)*|.

J’ai signalé dans I'Introduction les principaux résultats obtenus par
M. Finikoff. "

Les exemples de surface (S) connus sont relativement peu nom-
breux : on a d’abord le cas relativement banal ou labase principale est
formée des méridiens et paralleles des surfaces de révolution, d’ou, en
transformant par parallélisme de Peterson, les surfaces moulure. Les
surfaces données par M. Goursat (American Journal of Mathematics,
t. 45, 1892, p. 1) pour lesquelles le réseau conjugué contient une
famille de courbes planes situées dans des plans paralléles, les courbes
de l'autre famille sont planes également : Raffy a montré (Comptes
rendus, t. 132, 1901, p. 729) que ces surfaces sont les seules surfaces (S)
dont le réseau conjugué comprend une famiie de courbes planes, leur
détermination dépend de trois fonctions arbitraires d’une variable et,
a ‘ce titre, elles constituent le type le plus étendu de surfaces (S)
connues ('). Les surfaces minima sont surfaces de Voss; le réseau
conjugué permanent est formé des lignes de longueur nulle, son image
sphérique est formée de deux systémes de génératrices rectilignes de
la sphére. M. Drach (Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse,

¢ série, t. 10, 1908, p. 125) a déterminé les surfaces (S) dont 'image
sphérique du réseau conjugué en jeu contient une famille de lignes de

(1) Ce type comprend donc, comme cas particuliers. les surfaces de révolution, les
surfaces moulure déjd citées, les quadriques, les surfaces de translation de Bianchi a
profils de translation plane dans deux plauns rectangulaires.
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longueur nulle, ‘les surfaces (B) con'espondantea sont réglées et
oenemtnces 1sotr0pes
Les surfaces tétraédrales

2
3 —

art 4 Byt +yat=

admettent o' réseaux conjugués permanents; pour chacun de ces
-réseaux on obtient o' surfaces tétraédrales ayant une asymptotique
commune restant rigide; cette belle propriété a été mise en évidence
par M. Tzitzéica (Arnnales de [’Académie Roumaine : Section des
Sciences, t. 38, 1916, p. 241-258) et étudiée en détail par M. Gambier
(Journal de Mathématiques, t. 5, 1926, p. 227-291) et par M. Jonuas
(Mathematische Annalen, t. 92, 1924, p. 214-257).

M. Gambier a determme parmi les oo surfaces hélicoidales ou révo-
lutives représentatives d’un ds* de révolution les familles ' possédant
un réseau conjugué permanent (Bulletin des Sciences mathématiques,
2" série, t. 1, 1926) en dehors du cas bien connu ou les surfaces de
révolution se déforment en surfaces de révolution avec conservation
des méridiens et des paralléles, on trouve trois types de solutions :

1 ds* = u? (du* 4 dv*),

on a les hélicoides applicables sur la développée du caténoide; le ds* en
jeu posséde ? géodésiques qu’on peut répartir en réseaux définis par
I'équation

Mdu— (ut—12)de*=o0 . (h=const.);
chacun d’eux est conjugué sur o' surfaces représentatives; I’hélicoide
minimum imaginaire d’équation

o[z + (y+is)*)(y +is)=3(y—1iz)
appartient a chacune de ces fanulles (*).
2° ds*=ch?u (du®+ dv*),

(1) GaMBIER, Comptes rendus, t. 188, 1919, p. 758, et Bulletin des Sciences mathé-
matiques (loc. cit.), cette surface a déja été citée par M. Blaschke et antérieurement
par M. Weingarten, & propos de la méthode si curieuse que cet auteur a imaginée pour
Pétude de la déformation, mais le role de cette surface comme surface de Voss-Gui-
chard avait complétement échappé, les géométres ayant eu scrupule & conserver une
surface imaginaire et n'ayant pas remarqué les nombreuses applications qu'elle a,
méme dans le domaine réel; systémes cycliques, systémes orthogonaux.
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on a les hélicoides applicables sur le caténoide ; comme précédemment
on peut répartir les géodésiques en «' réseaux,
rrdut - (eh?a 12 dei= o,
tels qu'a chacun d’eux corresponde une famille o' de surfaces sur
lesquelles ce résean est conjugué; chacune de ces familles contient -
U hélicoide minimum réel.

3° On trouve ensuite «* types de s?; chacun d’eux donne «c* sur-
faces hélicoidales ou révolutives de ’ensemble desquelles on ne peut
extraire qu’'ure famille, admettant un réseau conjugué permanent.

Ce troisiéme type s’obtient & partir du premier et du second par le
parallélisme de Peterson.

Dans ces trois cas, le réseau conjugué est formé de deux familles de
géodésiques; ce sont des surfaces de Voss; les deux hélicoides minima
sont donc x' fois surfaces de Voss. M. Finikoff a montré que ce sont
les seules surfaces (ui possédent cette propriété.-

Citons enfin les surfaces de translation dontles profils de translation
sont dans des plans rectangulaires, ce sont les seules surfaces admet-
tant un réseau conjugué permanent doublement cylindrique (en dehors
des surfaces minima).

II. — Mise en équation du probléme général.

I. Soient 0, 0., 0, trois solutions.de ’équation

0%9
Y \154
(1) dude /

vérifiant I'équation fonctionnelle
(2) 03403+ 053=U(u) + V(¢);
considérons trois cas :

Premier cas : ni U ni V ne se réduit a une constante. -— (lest ce
que Bianchi appelle la classe (C), on peut, sans restriction, supposer

U(u)=u, V(v)y=r¢,



de sorte que (2) s’écrit
(3) D2 G2 O e u 40,
dérivons en u ou v,

7 49, 1

. «p d0,
e =2 Shgp =35

En dérivant la premiere équation (4) par rapport & ¢ ou de la
séconde par rapport a u, et tenant compte de (1), on a

. « 99, 99,

() ()u v

— M« =+ ¢).

Considérons la surface S’ décrite par le point de coordonnées
(0., 05, 05); son élément linéaire est

ds" == F' du®+ 2¥ du dy 2 G dyp2,
99, v @9, 09, 96, \*
" S(()h) ’ ! s()u a0’ ("'_S(W ?
en tenant compte de (1) et (4) on a

X OB G
(6) Do T o =M,

ce qui permet avec une fonction auxiliaire X d’écrire successivement

L oX - ox
(7) W= 5 i
. 02X i 0:X
(8) M*()u()c’ e (u+‘)dttds’
Y S | X X,
(9) ds* = aJtlu — (w4 v)- P ———du dy -+ v do*;

X doit vérifier I'équation du quatrieme ordre obtenue en exprimant

) . L1 . . , .
que la fonction p = ~(u + ¢) vérifie I'équation
(10) Ayo+1=A,0—RK(2p—Ap).

que Bianchi (') appelle seconde équation de I’ applicabilité, équati'on ou

(") Biaxcni, Lesioni, t. 4, p. 220, — Dawrsoux, Théorie des Surfaces, t. 3, p. 26o.
THESE VASSEUR, : 7
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les parametres différentiels et la courbure totale K sont relatifs a I'élé-
ment linéaire (9); & toute intégrale X de cette équation correspond
une surface dont les coordonnées 6, 0,, 6, dépendent de I'intégration
d’une équation de Riccati; on vérifie facilement que ces coordonnées
satisfont a I’équation

(11) J*9 X X

dude — dudv

Il suffit pour cela de vérifier que les projections octogonales du
ecteur 00, 926, 0°9, r trois directi lleles 3
vee Jade’ dwow’ dudy) Sur trois directions non paralléles a un

méme plan sont égales & celles du vecteur (0,, 9,, 6,) maultipliées
par d—(-——,,'"()‘,; cette propriété résulte des identités

S6,0,== u 4 o. SG,Z—?{':&, 4, 3)9‘ g,
929, 02X
S0 3o ()t Js -—~(u+v)()"0v
S()9 026, 1_()_-’_)(_
" du du d 2 du de’
SO P61 X
“de dude” 2 Jdude

Donc, les équations de Moutard qui admettent un systéme de trois inté-
grales quadratiques dépendent de quatre foncnonf arbitraires trréducti-
bles d’une variable (*).

A toute surface (S) ainsi obtenue, les formules de Lelieuvre font
correspondre une surface (B); les surfaces (S)a réseau conjugué per-
manent correspondantes s’obtiennent en prenant I’enveloppe du plan

Gu+ by + 6,3 +0,=o,

ol 0, est une quatrieme intégrale de I’équation déja rencontrée (1)
ou(r1)

026 0:X
(11) =

dudv — Jdudy

linéairement indépendante de 0,, 6., 0,.

(*) M.Demoulin a donné P'équivalent pour la recherche des systémes de deux solations
quadratiques (Bulletin de I’ Académie de Belgique, classe des sciences, 5¢ série, t. 6.
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Fléments linéaires. des surfaces (B) ¢t (S) et de leur représentation
sphérique. — Si nous nous reportons a la méthode suivie par Darboux
pour former I'équation dont dépend la distance = y'2p d’un point
d’une surface & un point fixe, en rapportant (S')a un systeme de coor-
données polaires

§,=rcoslcosgy, G,==r cosfsing, f,=rsinf,
on obtient

B du?+ o2F du dv +~ G' dv? — dr*
I.i

= sin%0 do*+ d?,

le second membre est I’élément linéaire de la sphére décrite par
I'extrémité du vecteur, unité dont le support joint I'origine au point
(0,, 0,, 8,); autrement dit, c’est I'image sphérique des surfaces (B)
et (S); en remplacant E', I, G’ et » par leurs valeurs il vient (*)

N 1 ] du*
du Giv+v) e+

. X + I L do —+ IX 1 ; o
~ " Juor MUE SO e o HNu+e)l
en posant

" I
o_‘\ —_ 7—‘L(lt -4~ V),
4

on retrouve le résultat donné en 1gor par M. Demoulin (Comptes
rendus, t. 133, p. 265)

9% 92
(16) cla'zzﬂ—du‘l—z—_o;?—du de + % dav?;
w—+v du dv U

remarquons (ue 'équation du quatrieéme ordre, vérifice par X ou o,
peut s’obtenir directement en écrivant que (14) ou (16) est I'élément
linéaire d’une surface de courbure totale + 1.

(') On arrive au méme résultat en remarquant yuc ra spruse vou Jé lien du point

0, . 0, 0,

¢ = — ) ; -
Vo Vi ¢ Vi v

et différentiant directement.



— 48 —
L’élément linéaire de (B) se déduit immédiatement de (16) ().

- P I— s ()(19 2 B s _’_)_)(1’)_ ) ()(‘? 52
(17) AX2 == (u s)[()”clu toa(e s)()u()‘,(lu«l; | ()‘)zl‘ |

Soient, maintenant, M(z, y, =) et M(z, y, =) deux points homo-
logues de deux surfaces (S) et (B); nous avons des identités de la
forme

(_)'f_ ad.r
(18) du })(i,
or _ o097
o0 — Y ou’

les fonctions R et S devant satisfaire an systéeme

g§:ﬁ§22}_sgu(’
du o | 1
(19) IR (il gy
de — Tlay T ay

qui exprime que les équations (18) sont complétement intégrables et
ou les symboles de Christoffel sont calculés avec les coefficients de
I'élément linéaire (17) (*). L’¢lément linéaire de (S) s’obtient immé-
diatement

d*o
dud

(20) ds>=—(u-+r¢) [Rl g% dw?+ 2RS(u -+ ¢) 5 dude +~$? g% dv-’} .

Les coefficients de la seconde forme fondamentale
—~Sdedr=20du®+ 296 du dy + 0" dp*

se calculent aisément et sont :

N do do d*o
0 — R S S ¢ ¢)2R.

s du d¢  dudy (w+v¢)

(21) 0'=o0

o do dy d*o
Lo — Lo L (g o+ p)ES.

( \/()u de  Ju ()v(l +9)

(1) Brancui, Lesioni, t. 1, p. 2i0. — DanBoux, Théorie des Surfaces, t. 4, p. 30

(?) En comparant avec ce qui précede, Vintégration du systéme (19) est équivalente
a celle de I’équation de Moutard (II).
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En résumé : pour obtenir les surfaces (S) admettant un réseau con-
jugué permanent dont aucune famulle n’est formée de géodésiquesil faut
intégrer successivement une équation au quatriéme ordre puis un systéme
linéaire (19) du premier ordre (équivalent a une équation de Moutard),
ce qui montre que ces surjfaces dépendent de six fonctions arbitraires
trréductibles d’une variable.

Tout systeme de solutions X, R, S détermine intrinséquement une
surface (S); si 'on désire déterminer explicitement les coordonnées
ponctuelles ou tangentielles, 1l est nécessaire d’intégrer une équation
de Riccati. Remarquons encore que nos variables u et ¢ sontles mémes
que celles utilisées par M. Gambier pour établir le systeme (3) signalé
au paragraphe précédent, il s’ensuit que le changement de fonctions
défini par les équations

. 0

E = (u+ 9)1{233,

- :ns 2O
= (u—+v) du o’

G={(n+v)S? gcp

42

ramene le systéeme (3) & celui que nous venons d’établir.

2. On doit maintenant indiquer comment ayant obtenu une sur-
face (S) on obtient (au moins intrinséquement) les o' surfaces (S)
déformées de (S) suivant fa base principale (u, ¢). Calculons pour cela
la seconde forme — Sdedx de (S) et de (S), on a pour (S) et (S) les

secondes formes
Odur—+ o" dv* et 0 du—+ 0" do.

on peut écrire avec une inconnue auxiliaire A ou v

=75, 8'=3 '

e Y

N 22== 1 -

il

v

et les équations de Gauss-Codazzi fournissent aussitot (en nous hor-
nant a la classe ()

dv v v v

ouw w4 TRt

(o —4-0) (v 1) ==V, (06 4 ¢)yv ==— U,
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V et U ¢tant des fonctions de ¢ seul ou « seul, on voit la relation
identique
w4 ¢—=—\ 4+ U,

d’ou, avec une constante arbitraire k, qui est le parametre de déforma-
tion,

N= A U=u-+ /.
e Y S v h-v
T U T

Ces résultats avaient ¢t¢ signal¢s par M. Tzitzéica, les surfaces S se
trouvent ainsi déterminées intrinséquement.
1l est intéressant de donner I'¢lément d=* de I'image sphérique

da*==c du*+ 2 [ du dv + g,

on sait, résultat classique, que I’on a

) Go? r — Fog" 156”2
C i mm—— ) e = Y 0= =5
EG — F: : KEG — I o EG — E
. 026"
8 P e =
EG — F:

¢ = el /:/ &= ;_, ;
Jy
— 1
(22) dg*——= 2 - ; 1—1()——:(—? dir— o ﬂ()(()(—% cdu dy - ;: t‘(: di?
99! du? G g 90 A
du’ w + o' Cdu’ de’ TR A

La seconde expression a pour but de reproduire la forme (16)
de ds®, on voit aisément que I'on peut prendre

o'’ ey o .

, hu , he

(23) = v’ =
. '/.l(f Ay

S R

(") Llinterprétation de ce fait, qui est vrai encore pour wne base simple, est évidente,
mais semble n'étre pas suffisamment mise en relief dans l'en<eignement de certe
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o ) = o ku' k'
AR TINA =W

Donc, de toute solution ¢ de I'équation d’ordre 4 obtenue précé-
demment, on déduit la solution nouvelle

hu Ao )
? /\—lt,/{—f—"/ ’
correspondant & la déformation continue; la fonction o¢(u, ¢) se
retrouve si la constante & devient infinie. On a ensuite

et par suite

(24

A(u, ¢ )= o(u, v)-+ ;L(u “+ ¢ ).
M

X'y 9"y =o'(u', #') + -,IwL(u,’—i— )
A

= Q(u, ¢v)+ L(IL+0)~—-—L(k+u)-—;L(/.——v)-+— LA
4

PN

ou finalement
(25) N'(e’ o)y =\ (w. (')—‘ </l+”> ;]J(Zio-}-—‘))
1 \
i
7
1

_ ! ho ! A i ( A
T\ =u =) T 7\ =) T4 A -0 ?

si donc X(u, ) est une solution de ’équation du qualriéme ordre

en X,
hu Lo I A ! A
A (/'”_ 71) SR S L

est une nouvelle solution
Ceci prouve que si I'on a obtenu trois intégrales 0,, 6,, 6, d’une
équation
b

dude MO

liées par la relation

02 4624 62=1U 4V,
U étant fonction de w et V de v, la surface S correspondante peut se
deformer en une surface S, ou le réseau (u, ) est encore conjugué;

théoiie : deux portions homologues de surfaces applicables ont des représentations
sphériques équivalentes; les 1mages sphéniques de la hase (simple ou principale)
conservent leur angle.



représentons par 9,,, 0., 0, les solutions correspondant & S, on a

KU Y
e T Sl s

U= JY

ou k est le parametre de déformation, 4’ et £ deux constantes arbi-

traires, qui peuvent étre regardées comme fonctions arbitraires de /;
p . - * AL

en effct, la constante 4” peut étre supprimée; ensuite passer de ———

A+1
KV o AU AN : N
T—C 275U 17— ©ost possible par une homothétie sur la sur-

face B, : il est clair, en effet, qu'a une surface S, correspondent «'
surfaces B, déterminées h une homothétie prés; les fonctions U, et 'V,

qui correspondent 4 une méme substitution homographique sur U

. . o AU AN .
et — Vne don?nent pas un résultat plus général que ;—— > ;——» mais
dans les applications il importe de tenir compte de ces résultats.

Ce qui précede permet d’expliquer, en particulier, pourquoi en
remplacant U et V par U+ / et V — A et les expressions

k+T’
AN MU+ h AN — A » g .
vy bar g (+ U++ ;L et 7 (_ \ _‘_'/)L on n’obtientrien de nouveau; en effet,

on peut écrire
AU AN — e A
FFU T T=vV i+0 "i=v
(G +h) AN —hy  — 4 h*
kv C N h T Ak U i h

on voit que remplacer la premiére expression par la seconde revient a
faire sur le paramétre de déformation le changement de variable
ky=Fk + h et sur B, une homothétie; ceci explique pourquoi nous
nous bornons a la formule (24) avec une seule constante £ et non

[ au -+ b av—b
o - A v +d

3. Transformations asymptotiques spéciales des sur faces (B) qui accom-
pagnent une surface (S) au cours de sa déformation. — Je rappelle
rapidement la théorie des transformations asymptotiques imaginée
par Bianchi (').

\
1) Biancui, Lezioni, t. [}, p. j0-8g; Rendiconit dv Palermo, 1908, Annali di
p) I ;)’ k) )
Wat., 8 serie, t. \, 1890, p. J.
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Soient 6, 0,, 0, trois solutions, linéairement indépendantes, d’une
équation de Moutard

Y,
du dv

(M) =Mu, ¢)4.

les formules de Lelieuvre leur font correspondre une surface (j3) rap-
portée a ses asymptotiques; la transformation de Moutard effectuée a
Paide d’une quatrieme solution R transforme 6,, 9, 6, en trois inté-
grales 0, 6, 0 de I’¢quation

oo R

7 - (/
(M) dudy R du d(xj '

auxquelles correspond une nouvelle surface (3') rapportée 2 ses
asymptotiques; () et (§") sont les deux nappes de la surface focale
d’une congruence, appelée par Bianchi congruence W, telle que les
foyers d’un méme rayon soient les points de mémes (1, ), ¢’est cette
correspondance qu’il a nommeée transformation asymptotique, je n’in-
siste pas sur toutes ces propriétés bien connues.

Supposons maintenant que 4,, 6,, 6, soient trois solutions quadra-
tiques; en général il n’en est pas de méme de 6, 6, 0); Bianchi a
montré (Leziont, t. II, p. 79) qu’ll existe ==* intégrales R, que nous
nommerons transformatrices, telles que ’on ait

03 4 34 93 = 02 02+ 02 = Ull) + V (0,

les surfaces (3) et (3') sont alors des surfaces (B) pour lesquelles, aux
points hemologues, la courbure totale est la méme.

Vindique comment se calculent ces solutions R :

Ecrivons 1'élément linéaire de la représentation sphérique de (B)
sous la forme

do*=e du*+ 2\/eg cosan du dv + g dv*

et posons

U —

2
(26) lang;__ Voh

THLSE VABSBUR, 8
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a toute solution L du systéme completement intégrable

) ) eyiay 7.
L= ¥ sin2m 4\ ¢ col —sin{d 4 m).,
du Jdu g 2 T
(27)
ol dm gy - g .
=- - — 2 stz — § g tang —sin(d —m),
\lp de el o 2

équivalent 2 une équation de Riccati, correspond la solution R

T
cot? ; L . -
(28) log H_—_' . ___0_ . “+\ e (‘ut; (:o».(',[; ) | du

o
tang” — ,
RS \ o3
+ | — U -+ gtang = cos(d —mw) | .
Y 5 T

-+ \

Rappelons encore une élégante proposition due a Bianchi: Soient
R, et R, deux solutions transformatrices correspondant a deyx inté-
grales {, et §, du systéme (27), (B)) et (B') les surfaces transformées
de (B), (M) et (M) les équations de Moutard transformées de (M); si
Pon transforme (B)) et (M) a I'aide de la transformée de R, par R,
ou (B,) et (M,)a l'aide de la transformée de B, par R,, on obtient la
mémeé surface () et la méme équation (JL); de plus (B), (B)), (B)),
() ont m“me ecourbure totale aux points homologues, c¢’est cette pro-
position que Bianchi nomme Théorcme spécial de permutabilité pour
les surfaces (B); (B)) et (B)) étant obtenues, (®) s’obtient par de
simples quadratures.

Je donne maintenant (uelques résultats nouveaux concernant la
déformation des surfaces (8) et la transformation des surfaces (B) cor-
respondantes.

Considérons deux snrfaces (S) et (B) correspondant a trois infé-
grales quadratiques 0,, 0,, 0, de I’équation

7] >\,
- =0,
e de du dy

(29)

telles que
034+ 02 4+ Gt =u + v,

soient (S;) une déformée de (S) sur le réseau conjugué (u, ¢) comme
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base, (B,) la surface auxiliaire de Bianchi correspondante; ces sur-
faces sont relatives a trois intégrales quadratiques 6,;, 6,,,0,,

hu At

[)‘/+9>/+)‘/—/+“ —+ /\————-—V

d’une équation de Mouatard qui, nous allons le voir, n’est autre que
équation ( 29).
Le changement de variables (23) fait écrire

T+ 9=

de sorte que 0,,(e’, ¢), 05, (2, ¢'), 65, (¢, ') sont solutions de I'équa-
tion
249, AN

(30 =
) o’ dv' T du! de’

ou X’ désigne la solution de I'équation (10) définie par I'équation (25)
et a laquelle, d’apfés ce que nous avons vu plus haut, ne correspond
i

qu'une seule surface (B,) dont la courbure totale est — @y

I'identité
AN N da dv

dutde T du dv i’ dv’

montre que si ’on revient aux variables primitives 0,,(x, ¢), 0.,(x,
0,.(u, ¢) sont trois intégrales de I’équation (29).

Donc quand (S) se dé forme, avec conservation du réseau conjugué (u, v),
Déquation tangentielle de Laplace, ramenée a la forme de Moutard, ne
change pas (*).

litudions maintenant les transformées asymptotiques spéciales des
surfaces (B,), examinons Jes équations (26), (27), (28).

Pour la surface (B), on a

),

jrag'_yoy! r
L j U+

-

!
tang Z ——\//
-:; _

w—h L.
(o= const. arbitraire);
¢+ h

(1) Des lectures, faites depuis la rédaction de ce travail, m’ant appiis que
M. Masloff a obtenu le mc¢me résultat par une méthode dillérente ( Recueil de la
Société mathématique de Moscou, t. 33).
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pour la surface (B,), en posant

hmn .
— L
A=+ m
on a
BRI Voo h—u
bad, U+ N T A =vu+e
jra | Sy S I
laf,™ U+ N [Xuwuxe
G -m \//\~—(\/H—-/
tang — — .
2 S k= u [

en portant ces valeurs de ; :2 :/ ) : 122:1 et tangg dans les équations ( 28)
et (27) et en remarquant que l'angle © ne dépend pas du paramétre
de déformation, on voit que les solutions transformatrices R sont les
mémes pour (B) et (B,)

Considérons une surface (S") correspondant a la transformée (B’)
de (B) par une solution R déterminée, et 0, 0,, 0 les transformées
de6,, 0,, 0,

e e L e

si (8) se déforme en (8S)), (B') se transforme en (B)) et 0, 0,, 0
en®,,0,,0,

3

he he
P 93 3=+ 0 - 0= —— A
1kt Yak 3 o 05— 9 T T

ou en faisant le changement de variables défini par les équations (23):

/

Gin= 93, O3 == 0%+ 0% "*'6«/.—“ -5

0, 90,,,0;, sont trois intégrales de 'équation de Moutard
[}
—
39 R, . A’ v
(30) du’ o' T {{ g vk [h (/f —u s")]

trans formée de U'équation (30) par R, cette équation admet aussi les
trois intégrales quadratiques 0, 0;,, 0;, transformées 0,,, 0,,, 0, de
sorte que l'on a

;Iu
|
<>
o
S
O
e
t
o
N
]
D
S
1
O
pd]
|
-~
<
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el ¥

il résulte des considérations faites au n°1 du paragraphe actuel que
I’on peut passer du groupe (0, 6,,, 8,,) au groupe (8, 6,,, 6,) par
une transformation orthogonale, équivalente a un déplacement de (B),

on peut donc supposer
G4=""1 V=0 b,="0%;

on voit donc que B) est transformée asymptotique de B,, la solution
trans formatrice R étant indépendante du parameétre k.

4. Deuxiéme cas : 'une des fonctions U.ou V se réduit a¢ une cons-
tante. — Supposons pour fixer les idées que ce soit V; nous pouvons
sans restriction supposer U =u, V = o, les équations (3), (4), (9),
(6) sont remplacées par

02 4 G2 4 62 =y,

’ 240 b
< ()6, 1 34 ()5, —0 \,uu, a7, _———§\1U.

S = YO, 5= N -— —
"du 9 Yo ’ du v

Nous en déduisons, pour les coefficients de I’élément linéaire de S,

o’ oG’
de M Ju

== 0,

Ny

" est donc une fonction de ¢ seul, nous pouvons sans restreindre
supposer G'=1, d’ou
M

(32) ds*=E' du*—au %1‘—) duwdy +- de*.

-

Comme plus haut nous obtenons I'équation & laquelle doit satis-
v . N ’ . [ , e ’ . . s
faire E’ en écrivant que ¢ = - u vérifie I'équation (10) ol les para-

métres différentiels et la courbure totale K sont relatifs dI’élément (32);
on obtient ainsi une équation du zroisiéme ordre, au lieu du quatrieme
comme dans le premier cas; on obtient do* et dX* comme plus haut

' nkd ni . )
5 1 ) ok i ?
dot={ = — — ) du*— 2 — dudv + —
uw h oy u

et

o

/
. . 1 . . ,
dX = (lu’u —_— 7> du*4 2 o w? du dy - wde?,
[/ ;



€n posant

15! 1 ,
&= — — — &E=u’e,
u fu?
il vient
. Je oy
(33) de? = e du? - su - dudy + —»
Jde i
, oo g o8 ,
34 d3—§& (/u—+‘r,u(~r)du dy 4w elp?
I

pour achever a determination des surfaces S correspondantes il faut
maintenant intégrer le systéme (19) ou les symboles de Christoffel
sont calculés a partir de (23).

Done, la détermination des surfaces (B) dont une famtlle de lignes
asymptotiques est formée de courbes a torsion constante dépend de trots
Jonctions arbitraires irréductibles d’une variable ; les surfaces (S) dont
une famille du réseau conjugué permanent est formé de géodésiques
dépendent de cing fonctions irréductibles d’une variable.

2. Trowsiéme cas : les fonctions U et V se réduisent toutes deux a
une constante. — Je ne cite que pour mémoire ce cas bien connuj les
surfaces (B) sont & courbure lotale constante et les surfaces (S) sont
les surfaces de Voss.

a s S
Sans restreindre nous pouvons supposer U=V = -, ona

9% G4 G2 =1

sy D
S Ju =34, g “du v T M.
I
a T on ™

B’ est une fonction de « seul et G' une fonction de v seul, nous pou-
vons sans restriction supposer B'=G' =1 et en posant M = cos2w,
on a

(33) ds"* = d&* = dut - 2 cossw du dy - dv?,

(36) A= w4+ 2 cos2w du dv + dv?;

en écrivant que Uélément linéaire (24) convient & une surface de



courbure totale + 1 on a le résultat classique

dr .
m, T= NI 0) COS0).
1. Surfaces B applicables sur des surfaces de révolution.

1. Surfaces de la clusse (C). — Aucune famille de lignes asympto-
tiques n’est formée de courbes i torsion constante; si une telle
surface est applicable sur une surface de révolution les courbes
u + = const. recouvrent les parallcles et, par conséquent, les coeffi-
cients de 'élémentlinéaire ne dépendent que de 'argument == wu —+ 3
la fonction o du paragraphe précédent est fonction de @ seul et 'on a

»

do 0y dy 'y dFg

du " de T dx’ du (5(' — di

on est ainsi amené i poser
do
dr’

HH=ux

de sorte que I’élément linéaire (17) s’écrit
(17") AZ2 = (du2+ do?) + 2 (B — WY du dy.

La fonction H est déterminée par I'équation dillérentielle du troi-
sitme ordre obtenue en égalant & — IL la courbure totale de I’élément
linéaire (17"

(1) 27 (21— 2 117)
e U (2 HY - e HE = 2 H2Yy - HH?2 o 12 (o H — e 112y = 0.

L’ordre s’abaisse d’une unité en faisant le changement de variable

vy —
At
en prenant pour fonction inconnue la fonction z(H), I'équation (1)
devient
(2) [3( -+ 2y~ L'+ 3"+ 'y
XtaHt- 1y () [--U—at-+ U+ 12)]
e ol — 1o,
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on apercoit la solution ¢t = ﬁi—inacceptable, car elle donne pour les

coefticients de (17") des valeurs toutes égales entre elles; ceci posé,
faisons le nouveau changement de variable

I’équation (2) devient
(3 Hg" —82) + (g -- 0= o

la surface est rapportée i ses asymptotiques; les coefficients de sa
seconde forme fondamentale sont donc

/1y . N !
N 6':\/””‘“[ EL I,

ils ne dépendent pas de x, et, par suite, les surfaces obtenues sont
hélicoidales ou révolutives; pour décider entre ces deux éventualités,
formons I’équation des lignes de courbure

du—dei==o,

qui montre que les courbes @ = u —+ ¢ = const. sont lignes de cour-
bure : on a done des surfaces de révolution.
Une solution particuliére évidente de I’équation (3) est

H+ C\2
CI/:I~ C:< -+ >,

2

ou C est une constante arbitraire; revenons aux variables primitives

1 de 2
z2dl T M+ C+a2)y—nGC+n)

en intégrant et en posant p = yc +1,

(14 pP—axP(1—p)*
- Zl— X

H

2. Surfaces de la classe (B). — Les asymptotiques u = const. sont
des courbes & torsion constante; dans I’application sur une surface de
révolution, elles recouvrent les paralléles; elles ont donc leur cour-
bure constante, ce sont des hélices; d’autre part, les coefficients de
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I’élément linéaire (23) du paragraphe précédent ne doivent dépendre

que de u, donc, 5~ = o0; on a des surfaces minima, les coefficients de

v
la seconde forme fondamentale

s
d=o, 6':\/;: 0" =0

ne dépendent aussi que de «, les surfaces cherchées sont hélicoidales;
ce sont les deux hélicoides minima. On peut vérifier ce résultat en
formant I’équation différentielle en & obtenue en écrivant que la cour-

bure totale de la surface est — ;{—z,

o ) dé
16— & —u —= 0,
du
dont les solutions s’obtiennent aisément :
d&é du o i
0 el /T—:“_i C1::——.—/—’
E(HE —) u Lo —

on peut, sans restreindre, supposer =1/, et le changement de
variable u =ch?u, donne I’élément connu de I'hélicoide minimum
réel

dX=ch?u, (du}+ dv*).

2 &= 5,

e

le changement de variable v = u} donne immédiatement I'élément
linéaire de I’hélicoide minimum imaginaire
AR = u}(du? + dv?).

Les surfaces (S) correspondantes sont : pour I'hélicoide réel, les sur-
faces moulures ordinaires; pour 'hélicoide imaginaire, les surfaces
moulures signalées par M. Gambier dans son Mémoire Sur quelques cas
méconnus de la déformation des surfaces (Bulletin de la Société mathé-
matique de France, 1929, p. 224-239).

IV. — Surface de la seconde classe de Bianchi.

1° Considérons deux surfaces applicables (8) et (S,) rapportées i
leur réseau conjugué commun u, ¢ pour lequel les courbes ¢ = const.

THESE VASSEUR, 9



sont des géodésiques tandis (ue les courbes u = const. ne posséderit
pas cette propriété, 'élément hinéaire de (8) étant

(L) ds?=F cdue? 4~ 2T ol ol - Goedo®,

On a la condition classique sous 'une ou I'autre forme

‘ ONE_ 9 F g
(2) ;)T—az(;'ﬁ> ey T

Ny i

Les coefficients ¢, 2', 2", ¢,, ¢, 5| des secondes formes fondamen-
tales de (S) et (8,) satisfont aux équations

o=, 9, =0o

et aux équations de Gauss et Codazzi

N 60"= HzI

) 1d8 {12
W, dde |1 V]

. 1 Jo" 2210y
\0) 0" du Lo ey
(4N 316';:H-’t\

o Vadd, {1y
S8 3, 0¢ Ly

. 1 90 puag0,
o) 9y Qu 4?1’\6','%"4\,

T V2 C. Q=I11h.

\ 12 \ {
| 1 boo

2|
r\'—'\'

les équations (5) et (5), (4) et (4') montrent que 'on a
() 3=03,U. 3"=d 1.

ott U est une fonction de u seul; en portant dans (2) et (5') ces valeurs
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de ¢ et 2”, puis retranchant membre 4 membre,

A

(z I()gl, = B(1 - l;')')aj Y

Jdu "
() 2\ e 7
T logt! = Bt—UL2%)o, : 9,
ou
(8) U'IlJ(l———-l-'):'_':[’;élfr‘}';,

nous supposons U £ =1, ce qui revient & supposer que (S) et (S,) ne
sont ni égales ni symétriques, cas banal que nous écartons; de la
comparaison de (7) et (8), 1l résulte

(9) UU -0 — Uy =88 4d",
ce qui montre que les expressions B¢ : 2" et B<, : ¢ sont des fonctions
de la seule variable «, cect conduit & poser

(1o} "t e =Aal,

7

"

cette équation, jointe a 'équation de Gauss
Q.

f]

=5

s

(o]

donne
(11) o= B, o=Q:BU ("),
les racines carrées donnant ¢ et 2” doivent étre prises de maniére que

'on ait ¢2”= Q3 en portant ces valeurs dans les équations (5) et (6),
on obtient

Jd
) 21X = - ot B).
(l ) 2 \ ()“ l()‘_\( )
13) y U 420G = J log (2B) U’ : U,
du {

(12) donne une condition nécessaire pour l’elément linéaire, et
(13) montre que
- J
2C— -+ loe(2B)
du

est aussi une fonction de u seul; on a done la neuvelle condition

(1) Les hignes u — const. n'étant pas geodésiqttes B - v.
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nécessaire
oC 0*

14 9 = — ————loe (QB)=o.
() e du oo =

Les conditions nécessaires (2), (12) et (14) sont suffisanies; en eftet,
si elles sont satisfaites, (13) devient une équation différentielle ordi-
naire en U qui s’intégre par une quadrature et livre U avec une cons-
tante arbitraire .; les équations (11) donnent ¢ et o’ qui, en vertu de
(12) et (13), vérifient les équations de Codazzi et dépendent de 7.; on
obtient donc ' surfaces applicables sur le réseau conjugué (u,v)
comme base et pour lequel, en vertu de (2), les courbes v = const.
sont des géodésiques.

Observons que, pour établir le systéme d’équation (2), (12). (14), il a
suffi de supposer I’existence de deux surfaces applicables (S) et (8,)
de 'espice en jeu, il en résulte que : st l’on a un couple (S, S,) de sur-
Jaces applicables dont le réseau conjugué comprend une famille de
lignes géodésiques, il existe une déformation continue, faisant passer
de (8) a (8,) avec consercation de ce réseau conjugué au cours de lu
dé formation.

Yoyons maintenant comment les coefficients dépendent du para-
meétre de déformation; nous supposons donc (2), (12) et (1}) satis-
faites; soit 1L une solution particuliére de (13) : les équations (11) lui
font correspondre une surface (8), 'équation (13) peut s’écrire

;ﬁ/ 9, au’ 9

U w W
ot U est la fonction inconnue; pour intégrer il suffit de faire le chan-
gement de fonction

— U
U = _L.'—, U =
l ] /l

U,
vy

En négligeant le facteur de proportionnalité introduit par le chan-
gement de fonction que nous venons de faire, on obtient de suite

Ui=Uz47
d’ou
"o U247 R Q U,
\’—_BSZ———'—- — LI '.
? [ S N B

on voit que (S) correspond a 7. = o.
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Etude du systéme (2), (12), (14). — Nous écrirons

(()\ /A NE/AN
K= > ) | D -

b
du du dy

nous n’avons plus que deux inconnues X et G que déterminent les
équations (12) et (14) (qui s’écrivent

*\ )N
(I')I) () -_-_' ;)U—(}; W %
) (); B d_X[GN <(3L&)2]’
du |- Je
dG ()}; 720N
(13) r)’j{ log (2 B) — iL':“ U _ du > 0v uok ,

1, G <()\>
¥ (2
dv

on peut remplacer (13") par une intégrale premiére évidente

BR s (Y,
U, U, dv

olt V désigne une fonction de ¢; desormais nous écrirons U au lieu
de U,, aucune confusion n’étant possible avec la fonction U du début
ce ce paragraphe. La forme des équations précédentes se simplifie
encore quelque peu sil’on remplace lafonction inconnue G parlafonc-
tion 7% définie par I'équation

o\
=17
=25 )
nous aboutissons ainsi au systéme définitif ne comportant que les
deux inconnues X et Z et deux équations

. ION J L8 o ON
)()1/ e BB g o — "

BQ ; N2
(1 ll”\“'(/‘w”(dr>_°’

(h (2

a toute solution (X, Z) de ce systéme correspond une famille de sur-
faces applicables de la seconde classe; I'élément linéaire de ces sur-
faces est

(1) ds* = dX? +- '/(—:);\ >2 dy?,
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les coefficients de la seconde forme fondamentale sont, comme nous
I'avons vu,

B UL
QUry7’

22
3; =

ou X est le parameétre de déformation; si l'on veut donner explieite-
ment les équations de la surface, il faut intégrer une équation de
Riccati.

2. Représentation sphérigue. — Les coefficients de I'élément linéaire
de la représentation sphérique
(r7) Ag*=edu®*+ o f dud¢ « gde?

se calculent par les formules classiques

= —|(|: a2, [ = F—‘ZQ. g= sz 5"
on obtient
o\
18) e L PR (NN _ Ut gu o U
( = vy oe ) =TT v oo Ty
Is

on sait que les lignes coordonnées étant conjuguées sur (8) lez cosi-
nus directeurs ¢, ¢’, ¢’ de la normale satisfont & une équation de
Laplace

06 P/
(19)

e e - 4+ 550 =0,
du dy ()/1+' ()('+/ o

dont les coefficients ne dépendent que de ¢, f, g, et de leurs dérivées
premiires et sont déterminées par les équations

1 de o 1 dg
- - dge =3 [=o, o
2 dy e

(20) J=7- S on +oaf+4-3g=o.

desquelles on tire

le résean (u, ¢) étant conjugué, on a

de Oz
S — — 0.
(21) oe du °
(22) Se o =n;

de
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d’autre part, les courbes ¢ = const, sont des géodésiques : les vecteurs
Fr o Jy oJ: Jdr o Iz P
(W’ ou*’ ;)uf>, <(51;, ou’ ()u>, (rn ey e
sont coplanaires, de sarte que de (21) et (22) il résulte

L P O
3 S = — 0
(23] du® s

dérivons (21) en tenant compte de (23), 1l vient

dr ¢

S Y ou dudy =

e 0% P 9 _
en remplacant les dérives - par leurs valeurs tirées

D 05 duds ® du s
de (19) on obtient

S oc dr
du du
or
de O
S u du a
done
R LY
=T 0T
et
de e
fo TJf 1 du L
,3:— e - _ - — = -y
Fad > J > g 1247
de sorte que 'équation (1q) s’écrit
o\
(23) 040 CL' 95 W' du o
' dude Gk hde BY X M
Je

c'est une équation & invariants égaux; donc l'image sphérique du
réseau conjugué envisagé sur (S) est I'image sphérique des asympto-
tigues d’unc certaine surface (B); la tor {on des asymptotiques qui
passent par un point de cette surface est

I N
=147,
T -+
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on a retrouvé la surface auxiliaire de Bianchi dont les lignes asympto-
tiques u = const. sont a torsion constante.

3. Etude d’une solution particuliére. — Je me propose de rechercher
les solutions pour lesquelles les coefficients E, F, G ne dépendent
que de z = u -+ ¢, de sorte que, pour toute surface (S) représentative,
st I’on fait correspondre le point (« + A, v — A) au point (u, ¢), ou h
est une constante quelconque, la correspondance établie est une auto-
application de la surface. Posons E=¢2, £ ne dépendant que de u + ¢,
Péquation (2) devient

At d ¥
dr ~ du %
et donne
F=r+ 2Ck, (C =const.):

comme plus haut posons
G="7(;+20),
Z étant une fonction de x, ’élément linéaire s’écrit
(26) As*=22dur+ 220 + 20 du de ~ L2+ 2C)? dy2.
Voyons maintenant ce que devient le systeme (I), (1), nous remplacons

I'une de ces équations par la combinaison obtenue en éliminant Q
entre elles, on obtient ainsi

I 2l (2+CGy 2l _EB VY
() Sk—1) T i4aC B — V¥’
an (Z— 1) (Z+20) V

RO =

le premier membre de (1") est une fonction de la variable x =u +¢

seule pendant que le second membre est une fonction de v seule, on

en conclut que ces deux membres sont égaux a une méme constante a
A\

~ = a,

v
de méme (II') montre que l’on a

v ,
Tu = flu—+¢): -
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posons
1

oo =\
les dérivées du produit MV par rapport & « et par rapport & ¢ doivent
étre égales, donc
VRY
M

=

on a deux cas 4 considérer suivant que « est ou n’est pas nul.

Premier cas : a=o0, UU’ et V sont constants, nous posons

e
2

LU'=22, V=175, T =m,

4

et le systeme (I'), (1I') se réduit & un systéeme d’équations différen-
tielles ordinaires ou & et Z sont les fonctions inconnues :
AT NV
T(Z—1)  i4ae 7B
(Z—1) (2420
BQ

= 0O,

== Jn.

Péquation des asymptotiques des surfaces S, est

1 1!
(28) I%}r)—r/u-'-{ Idioi=0;
d’apres (27) on a

Ui=ou -+ o,

o, étant une nouvelle constante, de sorte que I’équation des asympto-
tiques s’écrit
(29)

20
et - B vt =0,
oLt = oy =+ 1.

Considérons deux surfaces S, et S, correspondant a deux valeurs %,
et A, du parametre 7., nous savons qu’elles sont applicables par les
points de mémes coordonnées (u, +); d’autre part, nous avons vu que
faire correspondre sur (S,) les points (u, ¢) et (u - h, v — k), c’est
réaliser une auto-application de cette surface et, par suite, mettre en
correspondance les points («+ A, ¢ — &) de (S,) et (u, ¢) de (S,),
c’est encore réaliser 'application de ces surfaces ; or, si nous choi-

THLSL VASSEUR. 10



sissons /4 tel que

I’équation (29) montre que les asymptotiques se conservent dans cette
derniére application de (S,) sur (S,), donc ces surfaces sont égales :
la déformation obtenue, dans le cas actuel, est une auto-application
avec réseau conjugué permanent dont une famille de courbes est formée
de géodésiques.

Deuxiéme cas : a5 o. — Nous pouvons, sans restreindre, supposer
@ =1, on obtient

N [} [24
UU/_(, «, Ll:_ -l .
2 DY

L’équation des asymptotiques est :

2e¢ “du?

m + Bdei—=o0:

en raisonnant comme dans le premier cas on voit que lauto-appli-
cation u — u + h, ¢ >« — h de S,(4,) réalise I'égalité de cette surface
et de S,(.) si A est choisie de maniére & satisfaire a I’équation

o+ a9l = (a+ 2}h,) e ",

nous avons donc, encore, une auto-application avec réseau conjugué
permanent.

V. — Réseau conjugué permanent dans l'auto-application de la développée
d’'une surface minima applicable sur une surface de révolution.

On sait que les développées des surfaces minima sont toutes appli-
cables sur une méme surface de révolution et de ce fait admettent des
auto-applications ; je vais donner un exemple de réseau conjugué per-
manent relatif 4 ces auto-applications obtenu en supposant que la
surface minima est applicable sur une surface de révolution. Consi-
dérons une surface minima (X) définie par les formules de Weilerstrass :

s=1 fu—w)F@du+t (63w da,

e _ [ oy o
v=- /(I—i—u‘):i‘(u)d(t—; /(I—-}—lt;)lf’,(l(,)du[,

3= /(1:7(11](/(( -t fu,ft"(u,)(/u,,
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Péquation des lignes de courbure est
F(uydu*—F,(u,)dui;=0;

prenons, par exemple, la famille

() —l'“(__(lu—\:ﬂ(u,)(/u,.
le rayon de courbure principal ct I'élément lincaire de la nappe de
développée correspondants sont :

R=— l)(l—r—uu,)l\ F(uy\ T, ().
ds” = dR>— '31{[ \':T(ll)du, —\ :TI(;(j(/u ]".

Ces resultats rappelés, prenons une seconde surface minima (S")
obtenue en remplacant dans les formules (1) 5(15) par Do) et T, (u,)
par ®,(¢); la correspondance u(c,c,), «,(¢,¢,), qui réalise I'appli-
catlon des nappes de développées correspondantes (S) et (8") de (X)
et (X'), est définie par les équations

(N g (‘_5'"(”‘1)2\:"7—\“)\/5‘—1(”»):{“"_"91)“‘\/5(7’)\/@1("&‘
2 VF () du —\ T () du, =y ®(¢)de -- D@, (0,) dr,.

Tout réseau de (S) défini par une équation de la forme
(3) 7 du?+ 3 dui,

ot « et 3 sont deux fonctions quelconques de « et u,, est conjugué;
pour qu’il conserve cette proprieté dans Papplication de (S) sur (S),
il faut et il suffit qu’en exprimant u etu, en fonction de ¢ et ¢, la trans-
formée de ’équation (5) soit privée de terme rectangle.

Ceci pose, je prends un exemple simple ou (“) et (X') b()llt une
méme surface applicable sur une surface de révolution :

T u)y=u’, T(u)=u”.

@(0)= o/ D (0= ¢,
ol p est un nombre quelconque, entier, fractionnaire ou incommensu-
rable, les équations (4) deviennent

P,
e == ¢, w o —uy =
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ou A désigne une constante arbitraire; en la faisant varier, on obtient
w' auto-applications. Des équations (6), on déduit

P, P, r

v ! I T
W —ui et 2

7]
L 2o 2

1
+3 y - 3 TN
- == — ¥ s ¥ I SR o O

2+
u
les signes == se correspondent dans les deux membres, de sorte que
les courbes

/_'..5.1 I’

1
(7) w -’i[u;-‘:’

— const.

se transforment quand on passe de Sa §', en

rl r..
(8) pro o ey

1
3

= ¢onst.

Différentiées, les équations (7) entrainent

P
~ " .
(9) Wt dut 4wt dui=o,

P
—1 L2
(ro) vt det 4 0t del=o,

ces équations étant privées de terme rectangle mettent en évidence
que le réseau formé par les courbes (7) est conjugué permanent dans
I’auto-application envisagée; nous avons ainsi découvert pour le ds?
des développées des surfaces minima o' bases principales, et chacune
de ces bases correspond i une auto-application de la surface corres-
pondante; on remarquera que si p est commensarable, on a des sur-
faces algébriques et une auto-apptication algébrique.

VI. — Sur les équations de Laplace ponctuelles et tangentielles.

Considérons la surface développable (D) définie par les équations

rx=a+a'v,
(1) y=0b-+b'v.

S - c'v.

ou a, b, ¢, coordonnées du point qui décrit aréte de rebroussement,
sont trois fonctions de u et @/, &, ¢, leurs dérivées; supposons que
Paréte de rebroussement est une courbe, non un pornt, autrement dit, la
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développable (D) n'est ni cdne, ni cylindre; nous supposons égale-
ment qu’elle n’est pas un plan.

Ceci posé, les courbes coordonnées peuvent étre considérées comme
formant un réseau conjugué; les coordonnées (1) vérifient I’équation
de Laplace

" #9106 199
) dudv vdd Tvade O
dont les invariants sont :

h—=—71: 2, h—=—2 2

aucun d’eux n’est nul, et cependant la transformation de Laplace

d9
(2) 0,:9——0%

andi

conduit & une courbe : I'aréte de rebroussement, ’équation (e) n’est pas
le dernier élément de la suite de Laplace correspondante, la transfor-
mation (2) conduit a I’équation
0, v db,

=0

Ju dy ¢ dy

(e))

,- . , . - a0
dont 'tnvariant h est nul; cette équation, privée de terme en '&;f’ est

effectivement vérifiée par les coordonnées a(u), b(w), c¢(x) d'un point
de ’aréte de rebroussement.

Je vais montrer que ce fait est général lorsqu’on part d’une dévelop-
pable quelconque rapportée a ses génératrices et une famille de tra-
jectoires arbitraires.

Considérons 'équation
26, 1 99,

= —— =0,

(£) “Qudv o Oy

ou p est une fonction quelconque de u et ¢ et dont P'invariant 4 est
manifestement nul; la substitution

26,

(3) 0:61_'-9—8—(7

fait remonter de I’équation (E,) & 'équation (E) la précédant dans la
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saite de Laplace.correspondante

I 029 0%
! duadv  dude
% Jdo 1
() Jdu ' ou ° |70
] dp do
ol de Ju

Soient a(u), b(u), c(u) trois fonctions quelconques de « : ce sont trdis
solutions particuliéres de (E,), la transformation (3) leur fait corres-
pondre les trois solutions de (E)

r=a -+ 'p, V=b -+ bp, s=c—+c'p,

équations de la développable la plus générale rapportée a ses géne-
ratrices u = const. et & un systtme de trajectoires quelconques
v == const.

Comme nous I’avons annoncé, I'invariant A de (E) n’est pas nul, la
transformation de Laplace correspondante conduit : au point de vue
géométrique, a I'aréte de rebroussement; au point de vue analytique, a
une équation pour laquelle invariant 7 est nul. De sorte que (E,)
limate la suite de lLaplace.

1l importe donc de remarquer une différence entre les opérations
analytiques et les opérations géométriques de la transformation de
Laplace : £n général cette transformation revient géométriquement a
considérer sur une surface un réseau conjugue (u, v), puis ¢ prendre la
seconde surface focale de la congruence des tangentes aux courbes
u=const.; soit X, lu surface obtenue; sur X, on prend de nouveau lu
congruence des tangentes aux courbes u= const., d’oi X,, . .., et uinst
de suite; on est arrété quand on arrive @ une nappe focale réduite i une
courbe ou @ un point.

Si la surface X, n’est pas développable et si X,., se réduit a une
courbe, cela veut dire que sur X, les lignes ¢ = const. sont coniques;
¥, limite la suite des surfaces fournies par les transformations de
Laplace successives :

Géométriquement, on a la suite des nappes focales

E, 21‘ 221 DAY Zp. zp._l .



Analytiquement, on a la suite d’équations

B, OE. B, ..., K,

Sila surface X, est développable (ni cone, ni cylindre), T, , se réduit
encore & une courbe :’aréte de rebroussement, les courbes « = const.
sont les génératrices; de sorte que la famille des tangentes 4 ces courbes
est o' et non « ('); il y a ici une différence essentielle avec le cas
précédent qui n’a jamais été remarquée. Quand-les lignes ¢ = const.
de I, sont coniques, le point qui décrit le lieu des sommets des cones
est fonction de v, tandis que lorsque X, est développable, le point qui
décrit 'aréte de rebroussement est fonction de u et, dans ce dernier
cas, la suite de Laplace compte une équation de plus :

Géométriquement,

3003, 3. ..., 3. 3.

Analytiquement,

E. B, E. ... E,. E..

Enfin, si X, est un cone ou un cylindre on constate que I’équation E,
est la derniére (et non plus avant-derniére). En effet, écrivons les
équations générales de X,

b

x=ap, y=bp. s=cp

ou a, b, ¢ sont des fonctions de «, et ¢ une fonction de «, et ¢, I'équation
de Laplace correspondante est ’

220 e dp

dude Jdude e
] do o
i da =
J9 dp
o o

on voit de suite que ¢ est une quatriéme solution; par conséquent les
fonctions de u seul

T —a. Yoy 2
p p g

_=

vérifient une "équation de Laplace ayant les mémes invariants que

(*) En réalité chaque génératrice compte pour «! tangentes.
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Iéquation (4); comme elle doit étre vérifiée par des fonctions de u
seul, elle est nécessairement de la forme

3) A d5
{ Jude T de T o

équation dont 'invariant / est nul; il en est donc de méme pour
Péquation (4); les cas ou X, est un cylindre se raménent immeédiate-
ment au précédent par une homographie.

Pour étudier simultanément les surfaces X, aux points de vue ponc-
tuel et tangentiel, il est commode d’associer & chacune d’elles la sur-
face ¥, dualistiquement correspondante; 1'équation ponctuelle de X,
est I’équation tangentielle de X; et réciproquement; les résultats qui
précédent montrent que les suites de surfaces X, et I; sont simulta-
nément limitées ou illimitées dans le méme sens et conduisent au
tableau suivant, ou les colonnes de droite iudiquent le nombre d’opé-
rations de Laplace nécessaires pour intégrer les équations E et E qui

correspondent aux surfaces initiales:
E.

=

2, ni développable ni courbe; X,,, courbe gauche . .... p

1y S X, ni courbe ni développable; X,,, développable (ni
\ N . . 3 * \
? cone ni cylindre); X,., courbe gauche (aréte de
rebroussement).. .. .. .. o il il e p+ 2
X, ni développable ni courbe; X, courbe plane (droite
EXCEPLER) ..ttt i i e e P
E,, ni courhe ni développable; 2},.,4_, cone ou cylindre . .. P
X, contient une famille de courbes planes; X, déve-
loppable (ni céne ni cylindre); X,,, courbe gauche
(i) (aréte de rebroussement).............. e P+ 2
:‘.‘.p contient une famille de lignes coniques; ',‘.’.},*.‘ courbe
gauche....... ...... e V2
X, ni courbe ni développable: X, cone ou cylindre. .. p—+1
Y, ni développable ni courbe; 2., courbe plane (droite
exceptée)....... e p
\

3, contient une famille de courbes planes: autre famille
est formée de lignes coniques; X, droite..... ..... P

2, contient une famille de lignes coniques, l'autre est

formée de courbes planes: X, ., droite. ............. P



R,

Les cas (I) et (III), (11) et (IV) sont corrélatifs, (V) est corrélatif de
lui-méme. _

On voit bien ainsi que si 'équation ponctuelle (ou tangentielle)
relative & un réseau conjugué a une suite de Laplace limitée dans un
sens, il en est de méme pour 'équation tangentielle (ou ponctuelle),
les deux suites se terminent dans le méme sens aprés un nombre
d’opérations qui diffsre de deux unités au plus quand on passe de
I'équation ponctuelle & équation tangentielle.

Si une surface admet une déformation continue avec réseau con-
jugué permanent, I’équation tangentielle de Laplace a ses invariants
égaux; donc, si elle est intégrable par la méthode de Laplace, la suite
se termine dans les deux sens et I'intégrale générale s’obtient sans
signe de quadrature, les considérations faites plus haut montrent
qu’il en est de méme pour ’équation ponctuelle.

En général, si une équation de Laplace s’intégre sans signe de (ua-
drature, son intégrale générale est de la forme

G =BU+B,U+... +B U+ yV+y V. . 4y VI

oufB,3,...,8,v Y, ..., v;sont des fonctions déterminées, U et V
des fonctions arbitraires de u et ¢ respectivement; si 6 ne peut étre
mise sous une forme analogue ot il y aurait moins de dérivées de U
et V, elle est dite de rang ¢ 4 1 par rapport & « et j + 1 par rapport & ¢
(Dareoux, Théorie des Surfaces, t. II, p. 35); sil’équation envisagée
est & invariants égaux, on ai=;; nous appellerons ce nombre rang
de l'équation ; par exemple, sin est un entier, I’équation

16 nin +1)
duow " (u~—¢)

est de rang n + 1.

VII. — Recherche des réseaux conjugués coniques permanents.

i. La recherche des réseaux conjugués permanents, comprenant
une famille de lignes coniques, a été abordée par M. Egoroff en 1907
(Comptes rendus, 145, p. 1256), qui a commis une erreur de principe
initiale : soit une surface I rapportée & un réseau conjugué (u, ),

THESE VASSEUR, 11
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dont les lignes u = const. sont coniques; sur la surface corrélative X,
les courbes u = const. du réseau conjugué (u,¢) sont planes; la
seconde nappe focale de la congruence des tangentes a ces courbes est

la développable s, enveloppée par leurs plans; Egoroff dit : 11 s’ensuit

que Uapplication a T, de la transformation de Laplace conduit a Uaréte
de rebroussement de la développable, la congruence des tangentes se
réduit au systeme de génératrices, et, par conséquent, I’équation ponc-
tuelle relative au systéme conjugué sur la surface est caractérisée par
cette propriété qu'en lui appliquant une fois la transformation de
Laplace, on est conduit a une équation dont I'un des invariants est nul.

L’étude faite au paragraphe précédent montre que cette conclusion

n’est valable que si la développable X, est un cone ou un cylindre,
c’est-d-dire sile lieu des sommets des cones circonscrits a la surface 2
le long des courbes u = const. est une courbe plane (a), de sorte
que M. Egoroff a omis d’examiner le cas o ce lieu serait une courbe
gauche.

2. En résumé, si un réseau conjugué permanent contient une
famille de courbes coniques ou cylindriques, I’équation tangentielle
de Laplace est de rang un, deux ou trois; nous allons étudier successi-
vement ces trois cas :

1° L’équation tangentielle est de 7ang un, elle raméne a ’équation
unique
00
dude
Le tableau de la page 168 montre que si les lignes u = const. sont
coniques ou cylindriques, la courbe (@) correspondante est une droite
(a distance finie ou infinie), le réseau est entiérement formé de
courbes planes, on sait qne toutes les surfaces en jeu ont été déter-
minées par M. Goursat (').
Le méme tableau montre que pour tout réseau conjugué permanent
contenant une famille de courbes planes, I’équation tangentielle est de
rang un, les surfaces de M. Goursat sont donc les seules possédant

(1) American Journal (loc. cit.).
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cette propriété, le résultat de Raffi (') est ainsi retrouvé trés sim-
plement.

2° L’équation tangentielle est de rang deux, elle se ramene encore
a une équation unique

1) 024 — 2

e di  (w—vp) .
qui admet pour intégrale générale
L—\

u—y¢

=2

— U+ V),

ot U et V sont deux fonctions arbitraires de « et « respectivement.

Les systémes de trois intégrales quadratiques de 1'équation (1) ont
été déterminés par M. Egoroff (*), M. Drach (*) et M. Gambier (*);
il suffit de prendre les intégrales obtenues en remplacant (U, V) par
{u,,0), (u,,0) et (0, —¢,),

u
4 — ! ' —
9 = o', P . ) -

- u—- 2 u — ¢

ou u, et u, sont deux fonctions de u, et v, une fonction de ¢ telles que
(3) Ui+ ui=gq,. vi=—gq .

ou ¢, désigne un polynome quelconque du quatriéme ordre (*); dans
ces conditions, le plan

(4) [ou,— ' (u—r0)je+{ous— u,(t—e)]y+ |20+ (0 —9)]s

“=2(t,—¢,)—(u',+ve)(uv—v)=o0

enveloppe une surface rapportée & un réseau conjugué permanent, il
reste & examiner comment il faut choisir «, et ¢, pour que les courbes
u=const. soient coniques; a cet effet, M. Egoroff a cherch¢ les arétes de
rebroussement des développables circonscrites le long de ces courbes.

(1) Comptes rendus (loc. cit.).

(2) Comptes rendus, 132 1901, p. 1345.

(%) Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, t. N\, 1908, p, 1>5-1b4.

(*) Annales de I’Unuersité de Jassy (loc. cit.).

(3) S1lon remarque qu’une méme substitution homographique faite sur u et ¢ ne
change pas l'équation (1), on voit qu’on peut prendre P'un des zéros de g, infini, c’est-
a-dire supposer ce polynome du troisiéme ordre.
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Vindique ici une méthode analogue mais plus rapide : il suffit
d’exprimer que le long de chaque ligne « = const. le plan tangent
passe par un point a,(u), a,(u), a;(¢), a,(u) (en coordonnées
homogenes) ne dépendant que de «, I'équation

(5) [ou,—u (v—0)]a,+[20y— s (u—9)]ay+[205+ ¢y (u—v)]a,
“+[o(u,—¢,)— (&, + ¢, (u—v)]a,=o0

doit étre une identité, dérivons-la deux fois par rapport a ¢, on obtient

ol @+ v a, = o.

Nous éliminons a priori la solution a,= a, = o qui, d’apres le para-
graphe précédent, ne peut correspondre a une équation de rang deux;
d’ailleurs, sans tenir compte de cette discussion précédente, en écri-
vant que (5) est identiquement vérifiée, on aurait

U dy+ Uy dy== 0, a4 ta,=o

et, par suite, soit

4y, —=dadz==0,
soit
ay U,

- = ==c¢onst,,
«, u,

le premier cas est évidemment impossible, le second également car
6, et 0, deviennent linéairement dépendants, (4) envelopperait une
développable, cas banal écarté.

Les solutions (¢; =0, ¢/ =0) ou (v; =0, a,= o) sont également
inacceptables; en effet, elles donnent pour ¢, un polynome de degré
deux; or si on remarque qu'on ne change pas lintégrale (2) en
ajoutant 2 U un polynome arbitraire du second degré en u et 3 V
le méme polynome en ¢, on voit qu'on peut remplacer le couple
(U=0, V=—¢;) ol v, est un polynome p,(¢) de degré deux, par le
couple [U=p,(u),V=o0], mais alors le plan mené par O paralléle-
ment au plan tangent a pour équation

[2u,—u\ (v — )]+ [2u,— 1y (e —¢)]y

+[2p,(u) —py(u)(u—v¢)]s=o0.

quand ¢ varie, u restant constant, il pivote autour de la droite d’équa-
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tions
Uy L4ty +p,(u)z=—o,

W,z + U,y + py(u)s=o,

les lignes u = const. sont donc cylindriques et non coniques (le
cas v, = o permet méme de prendre ¢, = o, la surface est dévelop-
pable, nous éliminons donc ce cas).

On est donc amené & prendre — ¢, : ¢ et a, . @, égaux a une méme
constante finie; un changement de plans de coordonnées permet de
supposer ¢, =0, «,=o0, ou, en vertu de la remarque précédente,
¢,=oeta,=1;on estdonc amené a prendre

2u, ,

9,’: ———u —[V — U,,
cette condition est suffisante; en effet, si elle est vérifiée, en faisant
a; = o dans (5) puis en annulant le coefficient de ¢ et le terme qui en
est indépendant on obtient

(6) Uy @)+ Uy @+ , = o,

(7) W, a + ty ay+ t,—o.

qui montrent que la courbe lieu du point (a,, a,, a,) est 'enveloppe
de la droite (6) du plan @, = o.

Les surfaces obtenues dépendent, une fois le polynome ¢, choisi,
de deux fonctions arbitraires d’une variable u, et u,; les cones
circonscrits et leurs lignes de contact avec les surfaces sont algé-
briques, car I'équation (5) contient ¢ algébriquement; quant aux sur-
faces elles ne sont algébriques que si u, et u, le sont.

3° L’équation tangentielle est de rang trois, c’est une transformée
de Moutard de I’équation (1), ces équations ne se raménent pas a un
type comme les équations de rang un ou deux; dans ce qui suit nous
déterminons les réseaux conjugués coniques correspondant i une

’ - y
éouation de rang' irois.

Lyu 2 WY

3. Soient
(8) i T

u—yy

C— (i) (=102, 3,4)
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quatre intégrales de I’équation (1), les «; sont des fonctions de « seul
et des +; des fonctions de ¢

(9) f:)""‘) afu) - lj(‘) ~[1’(ll) 1‘7{5;“’.)"‘

ll—('

une cinquieme solution a P’aide de laquelle on effectue la transtorma-
tion de Moutard, si §; est la transformée de 0, nous avons

(10) 510):[1[,
avec

— (5,2 _ 0PN i — (5,27 _ 2% e
(11) lll_f (il o ® ()“)(lu 0 o ) P dy;

cherchons a déterminer 0,,0, 0, 6,, © de maniére que le plan
O, 48,y +0p5+0,=o0

enveloppe une surface sur laquelle les lignes u = const: sont coniques,
les sommets des cones circonscrits étant répartis sur une courbe

gauche; soient a, (1), a,(u), a,(u), a, (u) les coordonnées homogenes,
d’un point de cette courbe, on doit avoir identiquement :

a,0,+ .0, 4+ a0+ a,0,= o
ou en tenant compte de (10)
(12) a, U, + a,Hy+ a, Hy =4, 11, = o,
Dérivons par rapport a ¢ en tenant compte de (1r) :

ol|a 09,+ %, a ()0"4—(1 99, ()m[/l D4 a,0y + a,%,+ a,9,]=o
Pl T e T gy gy | T e L e ali @b ] =o,

en intégrant et en désignant par a, une fonction de « on obtient

9, 4 1,04 a9+ a9, a0 =0

remplacons 6, 0,, 6;, f,, ® par leurs expressions (8) et (9), chassons
le dénominateur « — ¢ et dérivons deux fois par rapport a ¢, il vient

W 9y -y a v+ @ B = o,

relation qui entraine £ <5 relations linéaires homogeénes & coefficients



constants entreles a; et 5 — £ entre les fonctions de v ; mais «,, a,, a,,
a, étant les coordonnées d’un point qui décrit une courbe gauche,
nous ne devons prendre que k=1 ; ona

L o:i;’j”’ ((=1. 2, 3, A)s

ot ; désignent quatre constantes ; nous avons déja observé que si ’on
augmente «; d’'un polynome du second degré quelcongue en u et ¢;, du
méme polynome en v, 0; ne change pas, ceci permet de supposer:

(13) =P
nous allons montrer que ces conditions sont suffisantes.

4° D’une maniére générale, si m et n sont deux intégrales de (1),
I’expression
I}l L 1
" don " om dut . on n om de
o LN e — (Y
du du ds dy

est une différentielle totale exacte, nous écrirons.

) [ /on om / dan Jom I
(m, n)_/ m o —n Fm d — m;)—‘; —n Jv ae,

ces expressions sont définies & une constante prés; en désignant par
p et ¢ deux constantes et par m,, n,, m,, n, quatre intégrales de (r),
on a les relations simples

(m, n) -+ (n, m)=-const.,
(pme, gn)=pqg(m, n) -+ const.

(my=4-ny, my-tony) == (m,, my) 1= (g, 1) (g, M) -+ (72, 1, ) =+ const.,

de sorte qu’'en posant

on a :

W= (5, o) =(0;+ lyb, 9+ )= (0n 9) + (94 ) + 2:(V. @)
i 9

= (0 10, 9) A+ (9 — 1o, U,
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on est ainsi amené a poser

N 29U;
U= u;— Mo, = Lol
13 P“Z w © 2]

d’out v
Hi= (g @) -+ (pae §);

les quatre expressions (i, 9) et (w;, ) se calculent aisément, on
obtient : :

aW;— o’ U, B — BaL
Hi—o —Xt = ™ 4. [(9:”‘11;— a' U du 4+ 2 L—ﬁ Wi B,
U —.0 S / U —¢ -
en portant ces expressions dans (12) il vient ;

(14) (23 —3'0) fi(w) + B fa(w) + v fi(w) + fi(u) =0

fi=— > @,
1 .

. [l .
fo= Z (2, — uay),

1

K
/'1,:—2 ni[(zx"‘lﬁ-—— o'Wy e,

&

fi= Z ((,-[z(a‘u}——— a'U;) + [(a”‘lL}— o UL ({u],

1

cette relation est de la forme déja rencontrée a plusieurs reprises,
nous la traitons toujours par la méme méthode : les quantités 23 — 3¢,
B, ¢, 1 sont quatre fonctions de ¢ dont deux, ¢ et 1, sont linéairement
indépendantes ; donc parmi ces quatre quantités il y en a, soit deux,
soit trois, soit quatre linéairement indépendantes; si le nombre est
deux ou trois il y a au moins une relation linéaire, homogéne & coeffi-
cients constants entre 23— 3'v, ', ¢, 1 et cela entraine que {3 soit un
polynome de degré deux que nous pouvons supposer identiquement
nul, le plan

011:4—_92)/—&—‘0‘3:—}—5,?:0

dépend linéairement de ¢, les courbes «= const sont des droites;
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elles doivent étre asymptotiques d’une part et conjuguées des courbes ¢
de sorte que la surface est développable : ce cas est & écarter.

Si les quatre quantités 23 — 3'¢, ', ¢, 1 sont linéairement indépen-
dantes, leurs coefficients dans I'équation (14) doivent étre nuls, ce qui
donne les trois équations :

&

2 a;U;=o,

1
13

(15) (¥ atli=o,
1
0

2 aif(ot”‘u,i-—- a’U;) du—=o,
1

qui déterminent la courbe (a,, a,, a,, «,) lieu du sommet des cones
circonscrits. L’interprétation est aisée : on choisit cinq intégrales §,, 6,,
8;, 0., w de (1) correspondant aux couples (U,, 0), (U,, 0), (U, 0),
(UW.y 0), (o, B) ou U,, L, Uy, U, « sont cing fonctions arbitraires
de u et 3 une fonction arbitraire de ¢; on transforme 6,, 0,, 6;, 0,
par w et 'on a le plan tangent a la surface

9;;1;4—523/ +0,zs+0,=o.

La courbe (a,, a,, a,, a.) est située sur la développable enveloppe
du plan
WUy + Wy + Uz + Uy=0;

pour l'obtenir il suffit de prendre I'intersection de la généra-
trice (u) avec le plan

TJ/ (a"a; — o' WUY) du —!—)‘j[ ("W, — o'qly) du

.

+ :.j (a" Wy — &' UY) du + f(oc”‘lL',,—- o’ W,) du —o.

Pour qu’il existe une déformation continue de la surface avec réseau

THIESE VASSEUR, 12



86 -
conjugué permanent, il faudrait avoir

0;’+ ?J:’—f— 2= A(wy4 Bev)
ou
U2+ HE - 1= w?| \(u) + Be) )

H,, 1,, H, étant les quantités calculées plus haut, la discussion de
cette équation parait pénible, bien que, théoriquement, elle se fasse
par les méthodes classiques de différentiations et ¢liminations.

5" Revenons a I'équation de rang deux; dans ce qui précéde nous
n’avons fait aucune hypothése sur les courbes ¢ = const.; de la dis-
cusston faite au paragraphe VI du présent chapitre, il résulte que, st
lon considére les tangentes & ces courbes, la seconde nappe focale est
une courbe plane (b) (a distance finie ou infinie) ou une surface X, ;
dans ce dernier cas, les courbes v = const. de L, sont planes.

Nous allons maintenant montrer comment la méthode employée ici
permet d’extraire, parmi les surfaces trouvées plus haut, celles dont
le réseau permanent est formé de deux familles de lignes coniques ou
cylindriques; nous pouvons nous borner aux deux premiers cas (équa-
tion tangentielle de rang un ou deux); en effet si le réseau («, ¢) con-
tient une famille de lignes cylindriques, la courbe (a) ou (&) corres-
poundante est plane (dans le plan-de I'infini); si les deux familles (u, )
sont coniques, il résulte du Chapitre I que (@) et () sont toutes deux
planes; dés lors, en se reportant i notre tableau (p. 168), on voit que
I'équation tangentielle de Laplace ne peut étre de rang trois; c’est ce
qui explique que les résultats de M. Masloff (') sont complets malgré
I'erreur commise par M. Jigoroff sur le rang de I'équation tangenticlle,
mais la discussion faite ici est seule & le justifier.

1 L'équation de Laplace tangentielle est de rang un. Si les courhes
w=const. et ¢ = const. sont toutes coniques ou cylindriques, il
résulte du paragraphe VI du chapitre actuel que («) et (b) sont deux
droites, d’aprés ce que nous avons vu au Chapitre I ces droites ne
peuvent étre toutes deux & distance finie, I'une au moins est dans le
plan de I'infini, on obtient ainsi deux types de surfaces bien connus :

(1) Comptes rendus (loc. cil.).



les surfaces de translation & profils de translation situées dans des
plans rectangulaires (*) et les surfaces de Peterson (*).

2° L’équation de Laplace tangentielle est de rang deux. Aucune
famille ne peut étre cylindrique, il est aisé de voir comment il faut
choisir les fonctions w, et u, pour que les courbes u = const. et
¢ = const. soient toutes coniques. Ecrivons que, pour ¢ = const., le
plan (4) contient le point | b,(¢), by(¢), b4(v)] et dérivons deux fois par
rapport & u I'équation obtenue, il vient

Wb+ b, + ul=o.
b, et h, sont donc liés par une relation linéaire de sorte que le lieu
des sommets des cones circonscrits le long des courbes ¢ = const. est
une courbe (b) située dans un plan perpendiculaire au plan de la
courbe (a) relative aux courbes u = const.; on retrouve ainsi un
résultat obtenu au Chapitre I; on peut, sans inconvénient, supposer

que I'on a
by,=o. wy=u"=o.

de sorte que u, et u, sont deux polynomes du second degré p.(u)
et wy(u), résultat qu’on peut prévoir si I'on observe qu’il n’y a entre
les variables u et ¢ qu'une dissymétrie apparente.

En résumé une surface i réseau permanent doublement conique est
Penveloppe du plan

(16) O+ 0y + 052+ 0,=o0,
wy—¢ .
(17) Ot:)‘ l—,L ".L __(((; e ;;) (L:l, 2, 5’ 1)‘
(18) wy=p,(u) =\ — po (1) Uy == 0. w,—=m,(u),
18 B
=0, $,= 0. e e/ AURE ©,== 0.

2y P., g, désignent des polvnomes de degré égal (ou inférieur) a
P £ poty g g

(1) Biancur, Geornale de Mathematiche, t. 16, 1878, p. »67. — BB Gamsu r, Nou-
velles Annales, ¢ ~érie, t. 20, 190,
(*) Vour Dansoux, T'héosie des Surfaces, t. 1. p. 176-181.
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I'indice, liés par I'identité
(19) [’3.:]14+([,,‘

on sait que si 0; ne change pas si 'on augmente «; d’un polynome arbi-
traire (en «) de degré 2 et ¢; du méme polynome (en ¢) de sorte que
le tableau (18) peut étre remplacé par le suivant :

U, =0, Uy==\ — () U= 0, ,=—= o,
(20)

oy =-—p(9); Fa== 0, "3:"\/:“‘/4(")» 0, =— T (¥).

en changeant ensuite tous les u; et ; de signe dans (20)[ce qui est
indifférent pour le plan (16), car tous les 0; sont changés de signe],
on voit qu’on a bien manifesté la symétrie entre les variables u et ¢ ;
(uy, ws, u,) sont les coordonnées tangentielles de la courbe («). On a
donc

AP, Ty — T, Pa :
(21) = PeTts Tl Ay==\ —p

. , Pa Ty~ PaTy
Pl 2DuPs

M o)
PoPu— 2P0

et formules analogues pour b,, b, en remplacant u par ¢ et p, par ¢, ;
PaP — 2Py 2PuTy — Top, sont de degré 4 au plus, p,=, — p,=, de
degré deux. Pour étre complet, il fautindiquer les éléments analogues,
P, P., Q,, I, relatifs a la surface déformée ; les méthodes générales
exposées au paragraphe II du présent chapitre auraient I'inconvénient
d’exiger beaucoup de calculs. C'est ici que la nréthode des mécanismes
(simplesoudoubles)vient ausecours delaméthode générale. Bien quele
mécanisme [ (), (0); (X), (B)] quidouble[(«), (5); (A), (B)]ne soit
pasindispensable, il est commode & employer ¢t a d’ailleurs 'avantage
d’offrir, outre les »' surfaces S,, S, applicables entre elles (/ désigne
le paramétre de déformation), encore les surfaces 7S, + pX,,
AS,+ 1 X, qui, pour A et u fixes et / variant sont applicables entre
elles et paralléles (Peterson) aux surfaces S,, S, On définit I, en
méme temps que S, en remplacant =, par un polynome nouveau =,
arbitraire (indépendant de p, et =,); remplacer Ty par k7, revient
a une homothétie de X relativement & I'origine ; remplacer =, par

=, — kp, revient a faire glisser X le long de Ox; remplacer =, par
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= — k=, revient & remplacer X par £ — £S; on profite donc de ces
remarques pour choisir =, aussi simple (ue possible).
Si ’on met en évidence les coefficients de ¢, et p,, on a

g (wy=dyut+ hd, w’ + 6d, v+ G dyu + d,
(22) pu) = equ+2e,u—+e,,
P=Di— G
(23) 91+03402=1 + NV = v+ P4 F—Gdy(u — ) —8d (1 — )

et 'on peut prendre

' 2 () 0 o m,(u)
U:p,;(u)—-["‘ ~—~bdyw?—8d,u= IT—:’(H—),

Apa(u)
72 () y n,(¢)
= 4y 8y = —.
AquCey T AT

(°4)

V=—

On vérifie aisément, en vertu de (22), que m, et n, sont des polynomes

de degré 4 (au plus) ; la fraction '—;— n’est réductible que si p, a une

. . . n, . . L.
racine multiple, et de méme 7 dans ce qui suit, rous ne la réduirons
7

pas, ¢’est-a-dire que si le calcul direct de U, par exemple, adonné une

fraction i—f ou © est un diviseur de p, (p, ayant des racines multiples),

4

’ . m . .
nous la rétablirons sous laforme ;i en multipliant les deux termes par

un facteur convenable ; aveccette précaution, tout ce quisuits’applique

quels que soient les cas particuliers. Au cours de la deformation UetV
, v

- :_l;U et - f_"[ v ou [ est le paramétre de

déformation (I = o donne la surface initiale S,) et ou/ est une cons-

tante arbitraire, d’ailleurs indifferente au point de vue final, que

I’on choisit done de facon & simplifier le cas échéant les formules.

On a don¢ (A, u constantes)

se trouvent remplacés par

(23) P,=1(p,~+Im,). Q= p(q,—n,)

avec la condition que le polynome 7. (p, + Im,) + 1u.(q, — In,) soitcarré
parfait; cette condition détermine le rapport u. : 7, rationnellement en
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fonction de / car I'identité

N 4,2 2B T
Aut+ 4B+ 6Cwr+ 4D+ E= <\’A uw+ ﬁw—svh) e==1

entraine (en supposant A 5£0)

32 =D\, 6ABC 4B -0 2D =o;

ici A, B, C, D, E sont de la forme 7a + wa', Ab + wb', ..., de sorte
que, pour calculer 4 : 1., nous avons deux équations (compatibles) de
degré 3, (ui ont une racine commune, obtenue rationnellement en
fonction de /(les exemples indiqués plus bas suffisent pour en donner
la preuve; il n’y a que certains cas particuliers ou les équations
peuvent avoir plusieurs racines communes, mais néanmoins il n’y a
quune valeur de 2 : w qui convienne et qui reste rationnelle); cette
racine A : u tend vers 1 quand / tend vers zéro et cette considération
suffit (sauf cas trés particuliers) pour choisir la racine; on peut
prendre X arbitrairement, u. en résulte, ainsi que P,, Q,, P,,
On a d’autre part (avec les notations du Chapitre I, § II)

N=aitr— A 4 a2+ omha — G
ot

(26) (P, P,—=2P, P, )= (1 —A) Op, 7, — Top, ) — po( s Ta— P, )
S amh(ap, T, — wp ) (pup’, — 2pupP’)
— C(pep' =2

or A, ne peut contenir que le radical y— P, donc le second membre
de (26) doit étre divisible par P, (ou du moins par les facteurs impairs
de P.,), d’ou quatre équations (dans le cas général); le quotient obtenu
est carré parfait, d’ou deux équations; cela fait un total de six équa-
tions (compatibles) donnant ¢, A, m en fonction de /; dans le cas ou P,
a une racine multiple, le nombre d’équations s’abaisse mais suffit
encore (en ayant peut-étre recours aux conditions analogues pour B?)
a calculer ¢, /i, m. Ce calcul est d'ailleurs indépendant de celui qui
donne 2 :u; si donc on opére comme & l'instant, inversement le
calcul de A, A, B,, B, donnera P, P,, P,; il suffit de remarquer que
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les relations
U, A, + Uy \,+ L, =o,

U, A+ U"-,.»\.;+L",‘:o

entrainent
U, A, + U Ay =o;

les valeurs proportionnelles — A/, et A’ ainsi trouvées pour U, et U,
suffisent & obtenir les polynomes U, et U; (de degré 2 et 4Y): on a

ensulfe
U,== (U, A +1,1\,);

mais alors les valeurs exactes de P, et Q, se trouvent connues, on a 7
et .. On peut ensuite recommencer pour =,, 1I,, (A), (B) ce qui a été
fait pour =,, IL,, (A), (B), ¢’est-a-dire obtenir C, m et C’; dans certains
cas il peut y avoir avantage a calculer A,, A,, B,, B, par les intégrales

,f:%(ﬂ“ [g%: d\,, L[% dB,. ‘//\ Zi—i(lBa.
En tout cas la méthode est assez souple pour pouvoir, grace a la sur-
abondance des équations, calculer tous les éléments des surfaces défor-
mées. Il est assez curieux qu'une question de pure algébre se trouve
ainsi résolue par des considérations de géométrie.

[l reste & essayer de classer les surfaces obtenues : d’abord il y a a
ranger ensemble toutes les surfaces paralléles (Peterson) & la surface
initiale S eta résean doublement conique : ce sont lessurfaces «S + X
(un seul paramétre de forme o : 3), cela revient & éliminer 'influence
du choix de m, ou IL,, de sorte qu’il n’y a plus & tenir compte que de p,
et p,, ce qui donne 3 + 5 =28 parametres homogénes; mais il y a a
retrancher trois unités pour la substitution homographique

_aun—+b o ar+b
s d P~ d

u

qui respecte la forme de I’équation initiale

0*9 + G
dude  (u—r)?

—=aQ
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et remplace «; et ¢; par u;, «; avec

_ ad—be
U, — Uy ———————
: eu + dy?’

. ad — be
NS - d)e
Ces formules montrent que p., p,, ¢, se transforment (2 un facteur
numérique prés) en
av + b
cu+d

((;ﬁ—i—r[)‘*p,,(

(¢~ )2 py <(1u —+ [)) ,

1+ d

Il reste donc simplement, a une homothétie prés, «o* surfaces; on peut
répartir ces surfaces en séries aS,+ X, ou / est un paramétre de
déformation, la surface S, dépendant de trois paramétres de forme.

La meilleure classification est basée sur la forme réduite que I'on
peut donner a p,; on peut se borner 4 p,=1, u, u*+ 1 suivant que p,
a une racine double, deux racines distinctes réelles, deux racines dis-
tinctes imaginaires; ensuite il y a 4 envisager les racines de p, avec
lear multiplicité et leur réalité et de plus a tenir compte des valeurs
remarguables des rapports anharmoniques des racines de p., p,, ¢,
puis a voir si p, peut avoir des racines communes avec p, (p, ne peut
étre égal a 2 p] sinon O, et 0, seraient proportionnels). On a donc
divers cas tels que

g D q»
L (w2 —+1) 1 — (w2 +1)
1 ING 11— Au?

1 7.(1('-'—1) L — k{1t —1)

1 144 r—u

Ces cas sont caractérisés par ce fait que p, a-une racine double,
racine aussi d’ordre 2 ou 3 de p,; comme on prend u, = — p,(u),
¢y = —\/—¢.(¢), le premier et le second cas ne donnent que des sur-
faces imaginaires et le troisiéme, pour obtenir des surfaces réelles,
exige que l'on ait A(1 — 1) > o.

Si la racine double de p. est racine simple de p,, on a de méme
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les cas :
s P 9

1 (u2—1) (au -+ b) t— (e?+1) (au + 0)
I (w*—1) (au + b) 1— (2 —1)(au—+ D)
L aw*{u—r) - au?(uw —1)

1 w? 1t

puis en supposant toujours p, muni d'une seule racine double, on
supposera que cette racine n’appartient pas a p,, .... On voit le
grand nombre de cas distincts que I'on peut obtenir.

Dés que p, et g, ont chacun une racine double les surfaces obtenues
sont unicursales; cela se produit en particulier pour

Ps 7 7,

Pe=1 py=t(wr—1) Jo=14k—du?
Pa=1 p=u fi=1—u

py=u Pe= 11> —1) gr=u(1— 1)+
o= u py=u . q=u>— u

Ces cas ont été obtenus en supposant que p, et ¢, ont une racine
double commune qui est en méme temps racine simple ou double de p, ;
dans le cas ou p, a deux racines distinctes, on a, de plus, supposé
que ces racines et les couples de racines simples de p, (ou ¢,) appar-
tiennent -4 une méme involution [sinon on aurait eu p, = « + 4,
P = Mu* —1), ¢, =r1 —u*)+ (u+ k)*. Dans le cas ou p, et g,
ont chacun une racine double, la racine double de p, n’étant pas égale
a la racine double de ¢,, par une substitution homographique, on
suppose ces racines égales a o et wo; il suffit de choisir

p.=aw? +2hu+c,
puis écrire

P =@ u + habu —d |, ¢y = du® + fbeu + ¢,
a, b, ¢ étant arbitraires
.

Le cas p, =u* -1, p, =2u*, q, =(u* — 1)* est trés intéressant,
mais ne donne que aes surfaces imaginaires.
Il est bon maintenant d’indiquer quelques exemples numériques
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pour vérifier que les circonstances sont bien conformes aux pré-
visions.

J'ai choisi les exemples avec certaines particularités intéressantes.

Premier exemple :

Pi=2 —ut, = vt —1, D=1,
u, =1, =\ ut— . P — | 1 %, w, = u?, n,=u.
2 ut— 2 —1I \1— ot
@=— 5 a, \ T b, = pra) by—= PR
!
_ ut+ 2 — ut— > - 4 ot + 1— pt
h=— 3 (12:——-& perrant by—=— T 1)1:\ ST
- 8u? it
V== - . )
wh— 2 1 — ¢t
P,=7(2—u*—8lu?).
Q= p(v*— 1+ 4{0?),
Pyo=(1—2lu?) 11+ {2
} =1, p=(1 +88): (1 + 4),
2 1+ 40 wh— 2 + 8lu?
A —— 2 /Al A o= Y 2ol
T 1 4+ 812 T uty T+ 812
A . ]2
h = . -y C= ——
1 8¢ 14 872
B — 1 1+ 812 ol
L1 (2 = /[:— —'——.‘—_,_‘—;—:‘,’—_—_—._'9
14 VT 48) (04 843
T— pr— 4 — 2!
B):\" ——/‘_:,‘.ﬁ b m = —_ e S
P\ L 42 V(040 (1 88%)
T — ut+2 1+ 40 T — (2l 4 1)\ 0t — 2 + Slu?
o 200 1827 T 203y 1+ 82
==
B — Lot 1+ 8(% Bﬂ(’z/cz—i—l)\l——v"——ilv’
= Voigge o se\ T4
C'=o, m=o,

U, =2+ 40\ 1+ 882, U,=u\1 488,
_da, _ 6—ut p—@.‘.-—?l__p‘.
~da, 8u ’ T db, T 4y

Les calculs ont été faits en suivant pas & pas la méthode indiquée;
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le polynome P, + Q, est bicarré, la condition pour qu’il soit carré

parfait est
Al(p—2r)? +(p—2))(p—2A)=o.

La racine w — 2% =o est & rejeter, car elle ne tend pas vers un
quand / tend vers zéro; on a donc pris 'autre racine. On remarquera
que st p, a une racine double, cette propriété disparait au cours de la
dé formation; les racines de p,, q, et p, ict appartiennent, par couples,
a une méme incolution et cette particularité subsiste au cours de la défor-
mation pour P, Q, et P,.

Deuxieme exemple :

Po= U, pLo=t"—1, q,=1+ > — ut,
= u, ==\ 1 — ut, Py P — g
w,—1. u,=u*,
—oal —\ 1 — ut g — o3 \Vvr—p?—1
a, = - — r > ])I: T ’ /},5_—— y

P+t 1+ Pt ph T

. 1 - G — ut 32

T V=g

T—u pr— i —

P,=7{wt— 1+ (et — j2—1)],
Q= p v+ 12— wb— 3.
Ici on a encore pour P, + Q, un polynome bicarré
Wi+ —p | @ p+ 530 —50 | 4+ p— 1+ D,
. . . N -
et la condition pour qu’il soit carré parfait est, en n’oubliant pas qu’tl
JSaut s’assurer: d’abord st le terme en u* est nul ou non,

VA — p+30P+4lp— 0+ DA lp— 21+ )]=0

et la racine & prendre pour cette équation de degré 3 est la racine
rationnelle tendant vers un si [ tend vers zéro, p.: h=1+ [; on prend
h=1, .=1-+let'on trouve aisément

Po=uy 1+ al+ o, P,=u*— 1+ ((ut— w?+ 1),
Q=1+ O [1 4 w— wt+ 5lu?],
/lz
C= ! = ! m=o.

e (1) 1+
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Cet exemple offre la particularité que les racines de p, dwisent har-
moniquement un premier, puts un second couple de racines de p, (et par
sutte ausst de q,); et alors les racines de P, sont fixes et continuent a
acoir les mémes propriétés pour P, et Q, au cours de la dé formation.

Troisiéme exemple :

Pa=—1, pL—=—u?, q,=71 + ¢
oy ot - )
Hy==1, Uy==\, ", fPyom— \— 1 — 97 ==, U, ===,
" — 9 9 — 3 g\ — 1 —
@G —=— 5> — —~ bl: -5y b:;: ——\,‘,—7
3 3\ u 32 32
A ’ 3 o - 3
u= — — j\ u - (e - TN —1—¥
ay== ) A== —— =) b= - ) by— =2 )
! } 2 3 t 3¢ 3 3¢
@, o db,  (h—20%)
= ————2U. R= = 3 3
da, db, A+
ut 8y — p*
U=u= —>» Ve ———.
w’ L+

. ut , . .
On a mis U sous la forme _, ou le dénominateur reproduit p,; on a
P,=— (1 + lu)?,
Qu=p[1+ ¢+ {(v*—8¢)].
On a sans peine, en prenant . =1,

P,=1— 4lu —82uz, A=1--640, p=1,

h—= \”11 — 64505 m—= —_;[_f)~., C=— 41,
\ L= 0648

— N T —2 T T

\\= ——\1— 648, Ny=——= (1 +2lu) 1+ L.
3 3\ u

lci p, a une racine double qui est racine simple de p, et, de plus,
p. aune racine triple; P, a une racine triple fixe, mais P, a des racines
distinctes.

Quatriéme exemple :

Supposons que p, ait une racine double qui soit en méme temps
racine triple de p, et ¢,, on pourra écrire

Pa=1 Piv=--2u, Gy==1-t 20,
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choisissons
=1, 112:\/;1:. Pg=\—1— 29, w0, = u, w, =
Nous retrouvons, aux notations pres, 'exemple trouvé directement
au Chapitre I, §II, n° 7.

OnaiciU=1:24,V=—1:(1+ 2¢), etau cours de la déformation,
on peut prendre

P,=-2u—1, Q,—1—+ap-+1{ + Py=1u,
U,=1. U,=\ 20+ {, V=V —1—1{--ar, Uy=u + L,
T,= l‘l;—i—luw—lz.

Cet exemple ou le couple (a), (b) se compose de deux paraboles
focales qui restent égales 2 elles-mémes au cours de la déformation
est trés curieux, car on remarque que les coordonnées tangentielles
de la parabole (a), & savoir 1, y/2u, u, pourraient étre multipli¢es par
Au+ w sans que les conditions de degré exigées soient modifiées
[ mais le couple (@), (&) doit étre modifié |; si 'on suppose % = o, on
retombe sur le type étudié; nous pourrons donc supposer, par homo-
thétie, 7. =1, et cela nous conduit au cinquiéme exemple.

Cinquiéme exemple :
Pr=u+ A, po=—2u(u+ Ah)2 ¢o=(1+2u) («+ L),

p. et q, admettent les racines de p,, 'une comme racine double (— k),
lautre (o) comme racine simple. En prenant w, = u(u + k), nous
trouvouns pour (a), (b) ua couple de paraboles focales; or, on voit
aussitot que la transformation

A, == ha, =ai(r—A*) 4+ at+ 2hma, — C
transforme une conique quelconque (a,, a.) d’axe Ox en une nouvelle
conique; si en méme temps on prend la conique focale (4., 6;), la

transformation

b . 1 . b ,
]'-+/11. Bi=103 <l~—-*>—l—b{——2m—i+(] - m?
L ‘ h

B, = =
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fournit pour (B) la conique focale de (A) et cect quels que soient les

parameétres C, h, m qui définissent la trans formation.

Il s'agit maintenant de trouver (a), (0), (A), (B); les polynomes du
second degré linéairement indépendants, au nombre de trois, peuvent
étre pris égaux a u(u + k), u + k, 1; le premier a déja été employé; le

second égal & p, doit étre rejeté. Nous prendronc done =, = 1.
Nous avons donc

pa= 1+ h, Po=-— 2t 4+ A)*, =L 20) (v 4+ A)%
=+ A, =1,
a,=—u, al:\;,?.
= :-(i[ﬁ———l + 4 )’ a,= \—21)
(0 + h)? T+ A2
by=1+4 ¢, by=\'—1— a1,
p—= T UFhrd0) m::i?izﬁ,
(42 (v A
U\ :11‘3—&—(6/.—! 2)u AP 2 (64 4 2)0 +(L+A\2'
20 L4 2¢

On aura done

Poiu+ A= su+ w4+ (bh +2)u + /."];.
Qi (o4 A= p i+ 204+ 124+ (64 +2)r + (0 + A1

Cette fois une difficulté se présente : le polynome

(Pe—+0Qu) (e +A)?

=l (=) 4+ (o DYLUBA +2) =2 o+ pf (1= A4 | —Rlk2

est carré parfait pour deux valeurs de u..: % dont I'une est fixe et égale
a un, 'autre variable avec / et tendant vers un quand / tend vers zéro,
de sorte que nous ne savons « priort quelle racine prendre; mais nous
avons remarqué que nous pouvons continuer sans calculer 4 : uj A,

et B, ne doivent contenir d’autre irrationalité que

\ U A [ (0K o) u+ A%
ou o o o .
B e e ks A Y AR RIS Uy Sy
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et puisque J'on a
2=t — R+ a1+ mhyu — G,
B}-;:(1+v)f-’<1— 7:—0) — 2 9—'7?—['(1—|-V)+C»~ m?,

on aura
1= R mh —+1  — G (mh1)2—CR?

(T @kl T I T I+ by

En prenant comme inconnues H = A*—1, M =mh +1, on a

C—=/H, M :“u| 3h 41+ ;]
et par suite

—113[3/‘ Sy ]'+/.-zu(u+ N

H 1
1 {(+ kP

La solution I = o est inacceptable, car elle donnerait

h=1, m=-—1i, C=o, A= o, By,=o,

et la surface déformée de S se réduirait & 'axe des @; on prend donc

H=n—1= ——:—[— I)L/l+l—(fA+I)/+I
Ghk+nl+1 Gh+Dl+1’
=2l . ET
L—(4/;+1)1+.’ h= Gk+=Dl+1
\/ 4/J+1_ N Y e K L S Y
Ghk+0l+1° T VA 0l+-.

L'identité U, A" + U, A, = o permet d’écrire

U,—p, [1+l(u+d/.—|—1)|(u-t‘/‘)
I \4/\l+|
Uy=\—= P, = (t+ ~)Vou—+ 1|‘}7~T|_Tfs“/;}";:j 2V k],

l1/—|—/((3/\—}—l)u—-4—/. J (u+/.)

' VOGA )+

[nutile de poursuivre davantage les calculs : ces valeurs de P, et P,
montrent que la racine 1. : A & choisir est celle qui n’est pas égale a 1;
au cours de la déformation le couple (A), (B) se compose de deux



— 100 —

. . « ey, . . I
coniques focales & centre dont les excentricités sont respectivement -

et , de sorte que, sauf pour 2 =0, c’est-a-dire sauf pour S, on a des
coniques & centre; P, et Q, ont une racine double commune fixe
(nécessairement racine de P,), on remarque que les racines variables
de P, (ouQ,) ont une demi-somme égale a la racine variable de P,.
Nous verrons un peu plus loin 'utilité de cette remarque.

On doit remarquer que pour k=o, p, a une racine triple qui lui est
commune avec p,, cette peopriété se conserve au cows de la dé formation.

Autre remarque : L'exemple 5 comprend I'exemple 4 comme cas
particulier; mais on a détruit '’homogénéité en écrivant u + k au lieu
de Au —+ p; il faut supposer que k devienne infini et il est bon de
substituer a / une variable C définie par I'égalité

Y
b_@'ﬁ‘+l)l+l’

et 'on suppose que £ devienne infini, mais que C reste fini; C est le
paramétre de déformation.

Sixieme exemple. — Clest celui qui a été donné au Chapitre I, §II,
n° 8, (A), (B) sont deux coniques focales a centre, et (A ), (B) deux
paraboles focales. On a pris (® constante arbitraire)

‘xi.: w c]l"-'(,)! .\2: (])" = ch?w )%,
B, = ¢ sh?w, By=(¢?sh?o — Dg)%y
K: _ u? ch?o = L , — _’\i,
o u? - wD?
B, = LA T Shg(',’;l, B,=— lii;
> D2 By ’ D2

D est le paramétre de déformation; D == 1 donne la surface initiale.
Les équations tangentielles des coniques & centre (A), (B) prouvent
que 'on doit prendre U,, U,, U, proportionnels & «, \/D‘~’—u‘-’ch2m,
—D?; or 'expression A, u + A, V/I)"— u*ch*w est égale & — (u + D?)

. 1 e N .9 2. . . . S I I
tandis que A, u + A, VD?— u«? ch?w est égale 2 uch?w <; — IT) + 52

de sorte que pour obtenir des polynomes de degré 2, U, et U, il faut
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prendre
U, =u?, U,=uy/D*— u?ch®w, U,z=— ubD?
= 1 1 1
U, =wchto| - — ) + -
’ 2 D2 a2’
u,=u?, wy—=u\1—u*ch’ow, u,—— u,
P,= w2, P, = u* ch2ewy — D2u2, Q,—=D2p2— ¢t shw,

autrement dit P, et Q, ont une racine double commune, fixe au cours de
la déformation, nécessairement racine de P, et qui de plus est double
pour P,.

Je reviens d’abord sur ’étude de cet exemple si intéressant : com-
parons sur les surfaces S, et S, les nappes engendrées par les points

u— u,, v =0, sur Sy,

1= Du,. v=Dg¢, sur Sp,

les valeurs de U,, U,, U, sont alors D?u2, D*u, 1 — u’ch®*w, —u,D?
que 'on peut réduire & u?, u,y1 — u’ch®w, — Du, de sorte que la
nappe considérée de S, est '’homothétique de celle de S,, le centre étant

I'origine et le rapport d’homothétie §? égal & + D; mais dans I'appli-

cabilité le point (u,, v,) de S, a pour homologue le point (u,, ¢,) de S,
et non plus (Du,, D¢,). Considérons de méme X, et X,; remarquons
que, par<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>