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Introduction.

La raison pour laquelle le cercle de convergence joue un
rôle si grand dans la théorie des fonctions déterminées par
des séries de Taylor S av rv est que ce cercle, en plus de la
propriété (qui lui sert de définition) de délimiter la région
où la série considérée converge de celle où elle diverge, possède
encore la propriété d'être le plus grand cercle 1 x \ <Ç ît ,
à l'intérieur duquel la fonction est holomorphe, tandis qu'elle
a au moins un point singulier sur le cercle lui-même. Mais
quand on passe des séries de Taylor aux séries de Diriehlet,
on voit que la droite de convergence qui délimite encore les
régions de convergence et de divergence ne possède plus né-
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cessaireraent lfautre propriété du cercle de convergence. Il
peut arriver en effet qu' une fonction définie par une série de
Diriclilet

ne possède aucune singularité sur la droite de convergence de
la aérie qui la définit et même n' en possède aucune à une
certaine distance de cette droite. Deux questions viennent donc
tout naturellement à l'esprit:

1) quelles sont les suites df exposants \AV\, pour lesquelles
toute fonction f (s) déterminée par une série du type (1) 'pos-
sède nécessairement au moins une singularité sur la droite
de convergence de la série ?

2) esl-il possible de déterminer pour les autres suites
d' exposants une droite sur laquelle la fonction possède néces-
sairement au moins une singularité, tout en restant holomorphe
dans le demi-plan limité par cette droite] quelle peut être la
position de celle droite par rapport à la droite de convergence?

Malheureusement, l'état actuel de la Science ne permet pas
de répondre à ces questions. La possibilité de répondre par
l'affermative à la deuxième question représenterait un très
grand intérêt pour la théorie de ia fonction £(.s) efc permettrait
de faire un grand pas en avant du point de vue de la dé-
monstration de l'hypothèse de Rieinarm. Toutefois, si au lieu
d'imposer l'existence d'une seule singularité sur les droites
considérées, nous imposerons l'existence d'une infinité de points
singuliers, il sera possible sinon de répondre complètement à nos
questions, du moins de s'aventurer assez loin dans la voie de
leur résolution.

Plusieurs auteurs se sont occupés de problèmes en rapport
avec les questions qui nous intéressent; je n'indiquerai ici que
les résultats qui se rattachent directement à ceux qui forment
l'objet de ce travail; quant aux autres, on en trouvera une
exposition assez complète dans le fascicule du Mémorial des
Sciences Mathématiques consacré aux séries de Dirichlet (1).

MM. Landau et Carlson ont démontré que si la suite
des [Xv\ est telle que

(*) G. VAURON. Théorie générale des séries de Dirichiet {Mém. Se,
Math. fasc. XVII, p. 21, Paris, 1926).
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(2) lim = 0
n —^oo ^ n

(3) lim (AM , — An) = g > 0
n—^.oo

la droite de convergence de la série (1) représente sûrement
une coupure pour la fonction f (s) (l). Ce résultat a été géné-
ralisé par M. Pólya dans deux directions différentes. En premier
lieu, M. Pólya a démontré que, si l'on remplace la condition (2)
par

(4) îïïn -£— = à < + 00

et si Pou conserve la condition (3), on peut attacher à la suite
|Anj un nombre fini D, qu' il appelle de?i$ilé maximum (2), tel
que chaque segment de la droite de convergence de longueur
supérieure à 2JTD contient au moins un point singulier de
f (s) (3). D'autre part, M. Pólya a démontré que, si l'on con-
serve la condition (2) en laissant tomber la condition (3), on
peut affirmer que, ou bien la fonction f (s) est une fonction
entière, ou bien son domaine d'existence est un demi-plan
$t (s) ^> lt1 dont la droite limite est une coupure pour f (s) et
à l'intérieur duquel f (s) ne possède aucune singularité (4).

Le théorème de MM. Carlson et Landau et le premier
théorème de M. Pólya montrent que les suites {Àn\ qui vérifient
les conditions (3) et (4) satisfont à notre première question..
Le deuxième théorème de M. Pólya montre que pour les
suites [An\ qui vérifient (2) la réponse à la première partie de
notre deuxième question est affirmative. Le but de ce travail
est de donner un théorème qui comprend en même temps les
deux théorèmes précités de M. Pólya et qui permet de répondre
à nos deux questions, lorsque l'on se borne à la considération
de suites \Xn\ qui possèdent une densité maximum finie. Pour

(*) F. CARLSON et F. LANDAU. Neuer Beweis und Verallgemeine-
rungen des Pabryschen Lückensat/.es (Göu. Nachr., 1921, p. 183).

(2) Pour la définition précise de la densité maximum voir plus loi».
(3) G. PÔLYA Ueber die Existenz uncndlich vicier singulârer Punkte

auf der Konvergen/geraden gewisser Dirichletscher Reihen (Berl. 8itz.9
1923, p. 45).

(4) G. PÓLYA. Eine Veraligoineineruug des Fabryschen Liickensafczes
(Oött. Nachr., 1927, p. 187).
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toutes ces suites la réponse à la première partie de la deuxième
question est; affirmative; il existe une droite 3t (s) = h telle
que la fonction f (s) est holomorphe dans le demi-plan §1 (s) ̂ > h,
mais possède sûrement une infinité de singularités sur la droite
gi (s) = h elle-même. Je donne à cette droite le nom de droite
(V holoniorphie de la fonction ƒ (s).

Pour ce qui regarde l'autre partie de la deuxième question,
nous indiquerons une borne supérieure pour la distance entre
la droite de convergence et la droite d'holomorphie, et par
cela même nous répondrons à la première question, car dire
que la droite de convergence contient des singularités de f (s)
équivaut à dire que les droites de convergence et d'holomor-
phie de cette fonction se confondent. La propriété d'être le
siège d'une infinité de points singuliers est évidemment une
propriété de la droite d'holomorphie et non de la droite de
convergence, et si MM. Carlson et Landau et M. Pólya (dans son
premier théorème) ont parlé seulement de la droite de conver-
gence, c' est que dans les cas considérés par eux les deux
droites se confondent, de sorte que l'introduction de la notion
de droite d'holomorphie était superflue.

Je passe maintenant à une brève exposition des résultats
contenus dans la suite.

Les trois premiers paragraphes du premier chapitre con-
tiennent une étude de quelques propriétés des suites de nombres
réels An qui possèdent une dertsilé maximiun finie. La notion
de densité maximum dont je fais grand usage a été introduite
par M. Pólya, dans un mémoire (l) où il a étudié de près les
propriétés des suites \Xn\. Toutefois M. Pólya, comme d'ailleurs
presque tous les auteurs qui se sont occupés des théorèmes sur
la distribution des singularités des séries de Dirichlet que
l'on peut obtenir au moyen de l'étude des propriétés de la
fonction

s'est limité à la considération des suites d'exposants Âv qui
vérifient la condition (3). Je me suis attachée voir s'il n'était

{*) G. PÔLYA. Untersuchungen liber Lücken und Singularitaten
von Potenzreihen (Math. Zeitschrift, T. 29, 1929, p. 550).
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pas possible de généraliser la notion de densité maximum de
manière à ne pas exclure les suites \Xn} qui ne vérifient pas
cette condition.

D'autre part, lorsque l'on étudie les propriétés de la
fonction C (#), on doit généralement exclure le voisinage des
points Xv. Lorsque la condition (3) est vérifiée, on peut exclure
les intervalles (Xv — TJ, Xv -|~ i)), mais lorsque cette condition
n'est pas satisfaite, l'exclusion des intervalles précédents, les-
quels dans ce cas peuvent empiéter les uns sur les autres quelque
petit que soit »/, ne paraît plus être suffisante pour rétablis-
sement des propositions nécessaires pour la théorie des séries
de Dirichlet. J 'ai donc dû définir certains ensembles d'inter-
valles attachés aux suites \Ân\ et qui contiennent le voisinage
des points Xv. C'est à la définition de ces ensembles qu' est
consacré le § 2, tandis que les §§ 1 et 3 sont consacrés aux
propriétés des suites [Xn\ qui admettent une densité maximum
finie. J 'y démontre que la plupart des résultats démontrés par
M. Pólya dans le cas spécial considéré par lui restent vrais
dans le cas général.

Les trois derniers paragraphes du premier chapitre con-
tiennent une étude des propriétés de la fonction C (#). Cette
fonction a été étudiée par plusieurs auteurs, notamment par
MM. Carlson, Landau, Ostrowski, Pólya, Szasz, Wennberg et
autres. M. Carlson a démontré que lorsque la suite \XV\ a la
densité D la fonction C (z) se comporte essentiellement comme
si ii n D z sur tous les rayons issus de l'origine à l'exception
peut-être de l'axe réel (1). M. Pólya a en outre démontré que
dans le même cas on a

lim J^I^i i _ 0
r

lorsque r croît indéfiniment par valeurs réelles en restant à
l'extérieur des intervalles Xv - »/ ̂  z ±= Xv -f- V (2)- Je démontre
an § 4 que ce théorème reste vrai même si la condition (3)
n'est pas vérifiée, pourvu que l'on remplace les intervalles
(Av — »;, Xv - j - ?/) par l'ensemble d'intervalles défini au § 2.
Dans les §§ 5 et 6 je démontre encore quelques propositions

(â) F. OARLSON. Uebor Potenzreihen mit endlich vielen verschie-
denen Koeffizienteii (Math. Ann.% T. 79, 1919, p. 239).

(2) Voir Math. Zeitschrift, l. c. p. 571.
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relatives à la fonction G (*), propositions dont je fais usage au
deuxième chapitre, qui est consacré aux séries de Dirichlet.

Les deux premiers paragraphes du deuxième chapitre con-
tiennent la démonstration de deux théorèmes que l'on peut
considérer comme l'analogue des théorèmes que MM. Lindelof,
Carlson et Soula ont démontrés pour les séries de Taylor (x).
Aux §§ 9 et 10 je démontre qu'à l'aide des théorèmes pré-
cédents on peut établir des théorèmes assez généraux sur la
distribution des points singuliers de telles séries de Dirichlet.
Je suis conduit ainsi à introduire la notion de droite d'holo-
morphie et je démontre en particulier les résultats déjà annoncés
relatifs à cette droite.

Voici les principaux de ces résultats:
Si la suite [Xv\ possède une densité maximum finie D,

chaque segment de la droite d'holomorphie de la fonction

(5) / -(«)= T a. *-*•*•

dont la longueur dépasse 2JTD contient au moins un point
singulier de f (s).

La distance entre la droite de convergence et la droite
d'holomorphie de (5) ne peut pas être supérieure à un nombre
| à | qui est complètement déterminé par la suite \XV\) j©

donne l'expression analytique de ce nombre et je démontre
que Von peut toujours choisir les coefficients av de telle sorte
que cette distance soit exactement égale à | à | (2i.

(*) E. LINDELOF. Calcul des résidus, Paris, 1905, chap. V; F. CARLSON.
Sur une classe de séries de Taylor, Upsaï, 1914; M. SOULA. Sur les
points singuliers d'une fonction définie par une série de Taylor
(Ann. Ec. Norm., T. 44, 1927, p. 97); voir aussi le Mémoire de M.
CARLSON cité plus haut.

^2) MM. Carlson et Landau ont donné une borne supérieure de la
distance entre les droites d'holomorphie et de convergence pour le
cas D —0 (t. c.f théorème II); M. Neder a montré que pour certaines
suites \AV j on peut choisir les av de telle sorte que cette borne soife
atteinte (Math. Ann,t T. 85, 1922, p. 111). Mais on peut construire
des suites \AV j de densité DrzrO pour lesquelles la borne indiquée par
MM. Carlson et Landau ne peut pas être atteinte, quel que soit le
choix des av . J'indiquerai dan& un autre travail des exemples de
telles suites.
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Les théorèmes des §§ 7 et 8 sont très fertiles en consé-
quences. Je n'ai signalé ici que les principales conséquences
concernant la distribution des singularités des séries de Di-
richlefc. On pourrait d'ailleurs en indiquer beaucoup plus; je
renvoie le lecteur qui s'y intéresserait aux travaux indiqués
dans la note (l) de la page précédente; à l'aide de ces livres
il se rendra aisément maître de la méthode qui permet de
retrouver ces conséquences, car les différences de méthode
rendues nécessaires par la substitution des séries de Diriehîet
aux séries de Taylor résultent d'unemanière suffisante de la
comparaison de la démonstration de mes théorèmes des §§ 7
et 8 avec celle des théorèmes de MM. Lindelof, Carlson efc
Soula.

D'autre part, le théorème du § 8 permet aussi de démontrer
des théorèmes sur la relation qui existe entre la croissance
d'une fonction holomorphe dans un demi-plan et sa croissance
en une suite de points isolés (l). Je n'ai pas parlé du tout
ici des conséquences de ce genre, car j'estime qu'elles méritent
un Mémoire séparé; j 'espère avoir l'occasion de le publier
dans peu de temps dans un autre receuil.

Chapitre I.

§ 1. — Soit

(î) A|, A2, An, .....

une suite de nombres réels positifs rangés par ordre de crois-
sance. Nous dirons, suivant une terminologie introduite par
M. Pólya (*), que cette suite est mesurable et de densité D si

le rapport tend vers D lorsque u croît indéfiniment.
A»

Supposons maintenant que la suite (1) n'est pas mesurable,
mais que V on a

(2) îhn -?— =- à

(1) Voir mes Notes aux Comptes Rendus, T. 186, 1928t p. 1407,
et T. 187, 19M, p. 1018, ainsi que mon Mémoire « Généralisation et
conséquences d'un théorème de Le Iloy-Litidelof» {Bull. Se, Math.,
T. 52, 1928, p. 420).

(2) Math. Zeitschrift, l. c. p. 559.
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M. Pólya a démontré que, si la condition supplémentaire

(3) M (An+i — An) = P > 0
n— .̂oo

est vérifiée, il existe des suites mesurables qui contiennent la
suite (1) comme suite partielle; la borne inférieure des den-
sités de ces suites est appelée par lui densité maximum de
la suite (1). Il y a sûrement une suite mesurable qui contient
la suite (1) comme suite partielle et dont la densité est pré-
cisément égale à la densité maximum de (1). Cette densité
maximum D satisfait à la condition

~~ P
et Ton a

(r) - N
(4) D —limDtf); D fê) - ÏÏÏ

où N (r) désigne le nombre des points X\a compris dans P in-
tervalle O < Ak < : r (1).

Or, il peut arriver qu'il existe des suites mesurables con-
tenant la suite (1) comme suite partielle, même si la C07idi-
tion (1) n'est pas vérifiée. Dans ce cas nous dirons encore que
la suite (1, possède une densité maximum finie, que nous défi-
nirons encore comme borne inférieure des densités des suites
mesurables qui contiennent la- suite (1) comme suite partielle.
Nous allons voir plus loin (§ 3) que les formules (4) restent
encore valables dans ce cas; en attendant nous allons montrer
qu' il y a toujours une suite mesurable contenant la suite (1)
comme suite partielle et dont la densité est précisément égale
à la densité maximum de la suite (1).

Pour démontrer cette proposition désignons par el9 e2,
une suite de nombres positifs décroissants tendant vers zéro.
Nons pouvons construire un ensemble de suites mesurables

£k,l, £k,2, ....,0c,n, .... {h = 1, 2, ....)

contenant toutes la suite (1) comme suite partielle et telles
que la densité de la suite d'ordre k soit inférieure à D ~|-€k.

(i) En réalité M. Pólya prend les expressions (A) comme définition
de la densité maximum et il démontre que celle-ci possède les propriétés
caractéristiques que nous avons pris ici comme définition.


