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Introduction.

La raison pour laquelle le cercle de convergence joue un
rdle si grand dans la théorie des fonctions déterminées par
des séries de Taylor X a, » est que ce cercle, en plus de la
propriété (qui lui sert de définition) de délimiter la région
ou la série considérée converge de celle ot elle diverge, posséde
encore la propriété d’étre le plus grand cercle |2 | <R,
4 I’intérieur duquel la fonction est holomorphe, tandis qu’elle
a au moins un point singulier sur le cercle lui-méme. Mais
quand on passe des séries de Taylor aux séries de Dirichlet,
on voit que la droite de convergence qui délimite encore les
régions de convergence et de divergence ne posséde plus né-
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cessairement 1’autre propriété du cercle de convergence. Il
peut arriver en effet qu’ une fonction définie par une série de
Dirichlet

W rey=Yae

r=1

ne posséde aucune singularité sur la droite de convergence de
la série qui la définit et méme n’en posséde aucune & une
certaine distance de cette droite. Deux questions viennent done
tout naturellement & l'esprit:

1) quelles sont les suites d’ exposants {A,l, pour lesquelles
toute fonction f(s) déterminée par une série du type (1) pos-
séde nécessairement aw moins wne singulurité sur la droite
de convergence de la série?

2) est-il possible de déterminer pour les autres suiles
d’ exposants une droite sur laquelle la fonction posséde néces-
sairement auw moins une singularilé, tout en restant holomorphe
dans le demi-plan limité par celle droile; quelle peut étre la
position de celle droite par rapport ¢ la droite de convergence?

Malheureusement, I’état actuel de la Science ne permet pas
de répondre & ces questions. La possibilité de répondre par
l’affermative & la deuxiéme question representerait un trés
grand intérét pour la théorie de la fonction ¢(s) et permettrait
de faire un grand pas en avant du point de vue de la dé-
monstration de !”hypothése de Riemann. Toutefois, si an lieu
d’imposer 1’existence d’une seule singularité sur les droites
considérées, nous imposerons l’existence d’une infinité de points
singuliers, il sera possible sinon de répondre complétement & nos
questions, du moins de s’aventurer assez loin dans la voie de
leur résolution.

Plusieurs aunteurs se sont occupés de problémes en rapport
avec les questions qui nous intéressent; je n’indiquerai ici que
les résultats qui se rattachent directement & ceux qui forment
I’objet de ce travail; quant aux autres, on en trouvera une
exposition assez compléte dans le fascicule du Mémorial des
Sciences Mathématiques consacré aux séries de Dirichlet (1).

MM. Landau et Carlson ont démontré que si la suite
des {4,! est telle que

(!) G. Vauiron. Théorie générale des séries de Dirichlet (Mém. Sc.
Math. fasc. XV, p. 21, Paris, 1926).
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(2) nl-i—-xénoo An =0
3) lim (Anys — dn) — g >0
n—$o0

la droite de convergence de la série (1) représente slrement
une coupure pour la fonction f(s) (*). Ce résultat a été géné-
ralisé par M. P6lya dans deux directions différentes. Iin premier
lieu, M. Pélya a démontré que, si I’on remplace la condition (2)
par

n_

(4) lim =A<+ ©
n—<w An

et si ’on conserve la condition (3), on peut attacher & la suite
{Zn} un nombre fini D, qu’il appelle densité maximum (%), tel
que chaque segment de la droite de convergence de longueur
supérieure &4 25D contient au moins un point singulier de
7(s) (®). D’autre part, M. Pélya a démontréd que, si 1’on con-
serve la condition (2) en laissant tomber la condition (3), on
peut affirmer que, ou bien la fonction f(s) est une fonction
entiére, ou bien son domaine d’existence est un demi-plan
& (s) > N, dont la droite limite est une coupure pour f(s) et
A 'interieur duquel f(s) ne posséde aucune singularité (*).
Le théoréme de MM. Carlson et Landau et le premier
théoréme de M. Pélya montrent que les suites {Au} qui vérifient
les conditions (3) et (4) satisfont a notre premiére question.
Le deuxiéme théoréme de M. Pdlya montre que pour les
suites {An! qui vérifient (2) la réponse &4 la premiére partie de
notre deuxiéme question est affirmative. Le but de ce travail
est de donner un théoréme qui comprend en méme temps les
deux théoremes précités de M. Polya et qui permet de répondre
4 nos deux questions, lorsque 1’on se borne & la considération
de suites {A,] qui possédent une densité maximum finie. Pour

(1) F. Cartson et F. Lanpau. Neuer Beweis und Veraligemeine-
rungen des Fabryschen Liickensatzes (Gott. Nachr., 1921, p. 183).

(23) Pour la définition précise de la densité maximum voir plus loin.

(3) G.Pouya Ueber die Existenz unendlich vieler singuliarer Punkte
anf der Konvergenrgeraden gewisser Dirichletscher Reihen (Berl. Sits.,
1923, p. 45).

(*) G. Porva. Eine Verallgemeinerung des Fabryschen Liickensatzes
(Gott. Nachyr., 1927, p. 187).
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toutes ces suites la réponse & la premiére partie de la deuxiéme
question est affirmative; il existe une droite & (s) = h telle
que la fonction f(s) est holomorphe dans le demi-plan & (s) > &,
mais posséde strement une infinité de singularités sur la droite
R (s) =h elle-méme. Je donne & cette droite le nom de droite
d’holomorphie de la fonction f(s).

Pour ce qui regarde I’autre partie de la deuxiéme question,
nous indiquerons une borne supérieure pour la distance entre
la droite de convergence et la droite d’holomorphie, et par
cela méme nous répondrons & la premiére question, car dire
que la droite de convergence contient des singularités de f(s)
équivaut & dire que les droites de convergence et d'holomor-
phie de cette fonction se confondent. La propriété d’étre le
sibge d’une infinité de points singuliers est évidemment une
propriété de la droite d’holomorphie et non de la droite de
convergence, et si MM. Carlson et Landau et M. Pdlya (dans son
premier théoréme) ont parlé seulement de la droite de conver-
gence, c’ est que dans les cas considérés par eux les deux
droites se confondent, de sorte que l’introduction de la notion
de droite d’holomorphie était superflue.

Je passe maintenant & une bréve exposition des résultats
contenus dans la suite.

Les trois premiers paragraphes du premier chapitre con-
tiennent une étude de quelques propriétés des suites de nombres
réels A, qui possédent une densité maximum finie. La notion
de densité maximum dont je tais grand usage a été introduite
par M. Pélya, dans un mémoirve (1) ot il a étudié de prés les
propriétés des suites }Anl. Toutefois M. Pdlya, comme d’ailleurs
presque tous les auteurs qui se sont occupés des théorémes sur
la distribution des singularités des séries de Dirichlet que
I’on peut obtenir au moyen de 1'étude des propriétés de la
fonction

g’est limité & la considération des suites d’exposants A, qui
vérifient la condition (3). Je me suis attaché & voir s’il n’était

C(z)=l—[(1- ;;

v=1

(1) G. Pouya. Untersuchungen iiber Liicken und Singularititen
von Potenzreihen (Math. Zeitschrift, T. 29, 1929, p. 550,
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pas possible de généraliser la notion de densité maximum de
maniére & ne pas exclure les suites {i,} qui ne vérifient pas
cette condition.

D’autre part, lorsque 1’on étudie les propriétés de la
fonction C(z), on doit généralement exclure le voisinage des
points A,. Lorsque la condition (3) est vérifiée, on peut exclure
les intervalles (4, — %, A, + 7), mais lorsque cette condition
n’est pas satisfaite, I’exclusion des intervalles précédents, les-
quels dans ce cas peuvent empiéter les uns sur les autres quelque
petit que soit 7, ne parait plus &tre suffisante pour 1’établis-
sement des propositions nécessaires pour la théorie des séries
de Dirichlet. J’ai done dt définir certains ensembles d’inter-
valles attachés aux suites {i,! et gui contiennent le voisinage
des points A,. C’est & la définition de ces ensembles qu’est
consacré le § 2, tandis que les §§ 1 et 3 sont consacrés aux
propriétés des sunites [1,! qui admettent une densité maximum
finie. J'y démontre que la plupart des résultats démontrés par
M. Pélya dans le cas spécial considéré par lui restent vrais
dans le cas géunéral.

Les trois derniers paragraphes du premier chapitre con-
tiennent une étude des propriétés de la fonction C(z). Cette
fonction a été étudiée par plusieurs auteurs, notamment par
MM. Carlson, Landau, Ostrowski, Pdélya, Szasz, Wennberg et
autres. M. Carlson a démontré que lorsque la suite |4,] a la
densité D la fonction C (z) se comporte essentiellement comme
sin # Dz sur tous les rayons issus de 1’ origine a l’exception
peut-étre de I"axe réel (*). M. Pdélya a en outre démontré que
dans le méme cas on a

log | C () |

r

lim =0

lorsque # croit indéfiniment par valeurs réelles en restant a
extérieur des intervalles 2, - 3y =2z = 4, -} 5 (2). Je démontre
au § 4 que ce théoréme reste vrai méme si la condition (3)
n’est pas vérifiée, pourva que l’on remplace les intervalles
(A — m, A, 4+ n) par D’ensemble d’intervalles défini au § 2.
Dans les §§ 5 et 6 jo démontre encore quelques propositions

(1) F. Caruson. Ueber PPotenzreihen mit endlich vielen verschie-
denen Koeffizienten (Math. Ann., T. 79, 1919, p. 239).
(®) Voir Math. Zeitschrift, 1. c. p. 571,
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relatives & la fonction C {z), propositions dont je fais usage au
deuxidme chapitre, qui est consacré aux séries de Dirichlet,

Les deux premiers paragraphes du deuxiéme chapitre con-
tiennent la démonstration de deux théorémes que 1’on peut
considérer comme 1’analogne des théorémes que MM. Lindelof,
Carlson et Sounla ont démontrés pour les séries de Taylor ().
Aux §§ 9 et 10 je démontre qu’a 1’aide des théorémes pré-
cédents on peut établir des théorédmes assez généraux sur la
distribution des points singuliers de telles séries de Dirichlet.
Je suis conduit ainsi & introduire la notion de droite d’holo-
morphie et je démontre en particulier les résultats déja annoncés
relatifs & cette droite.

Voici les principaux de ces résultats:

Si la suite (A} posséde une densité maximum finie D,
chaque segment de la droite d’holomorphie de la fonction

x®

(5) r&) =3 a,e s

r=]

dont la longueur dépasse 2mD contient auw moins un point
singulier de f(s).

La distance entre la droite de convergence et la droite
d’ holomorphie de (b) ne peut pas étre supéricure @ un nombre
| 0| qui est completement déterminé par la suile (A, }; je
donne l’expression analytique de ce nombre et je démontre
que l'on peut toujours choisir les coefficients a, de lelle sorte
que cetle distance soit exaclement égale a | 6| (2.

() E. Linperor. Calcul des résidus, Paris, 1905, chap. V; F, CArLSoN.
Sur une classe de séries de Taylor, Upsal, 19145 M. Soura. Sur les
points singuliers d'une fonction définic par une série de Taylor
(Ann. Ec. Norm., T. 44, 1927, p. 97); voir aussi le Mémoire de M.
CaRrLsoN cité plus haut.

) MM. Carlson et Landau ont donné une borne supérieure de la
distance entre les droites d’hLolomorphie et de convergence pour le
cas D=0 ({. c¢., théoréme II); M. Neder a montré que pour certaines
suites (A, | on peut choisir les «» de telle sorte que cette borne soit
atteinte (Math. Aun., T. 85, 1922, p. 111). Mais on peut construire
des suites |4, } de densité D=0 pour lesquelles la borne indiquée par
MM. Carlson et Landau ne peut pas &tre atteinte, quel que soit le
choix des ay . J'indiquerai dans un autre travail des exemples de
telles suites.
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Les théorémes des §§ 7 et 8 sont trés fertiles en consé-
quences. Je n’ai signalé ici que les principales conséquences
concernant la distribution des singularités des séries de Di-
vichlet. On pourrait d’ailleurs en indiquer beaucoup plus; je
renvoie le lecteur qui s’y intéresserait aux travaux indiqués
dans la note (!) de la page précédente; & 1’aide de ces livres
il se rendra aisément maitre de la méthode qui permet de
retrouver ces conséquences, car les différences de méthode
rendues nécessaires par la substitution des séries de Dirichlet
aux séries de Taylor résultent d’unemaniére suffisante de la
comparaison de la démonsiration de mes théorémes des §§ 7
et 8 avec celle des théorémes de MM. Lindelsf, Carlson et
Soula.

D’autre part, le théoréme du § 8 permet aussi de démontrer
des théorémes sur la relation qui existe entre la croissance
d’une fonction holomorphe dans un demi-plan et sa croissance
en une suite de points isolés (*). Je n’ai pas parlé du tout
ici des conséquences de ce genre, car j'estime qu’elles méritent
un Mémoire séparé; j’espére avoir 1’occasion de le publier
dans peu de temps dans un autre receuil.

Chapitre I.
§ 1. — Soit
(1 Aty A2y ever Any vene

une suite de nombres réels positifs rangés par ordre de crois-
sance. Nous dirons, suivant une terminologie introduite par
M. Pélya (%), que cette suite est mesurable et de densité D si

n Crep
le rapport - tend vers D lorsque # croit indéfiniments.
n

Supposons maintenant que la suite (1) n’est pas mesurable,
mais que ’on a

(2 lim

n—sr00 n

]
| >3]

(') Voir mes Notes aux Comptes Rendus, T. 186, 1928 p. 1407,
et T. 187, 1923, p. 1018, ainsi que mon Mémoire « Généralisation et
conséquences d’un théoréme de Le Roy-Lindelof » (Bull. Sc. Math.,
T. 52, 1928, p. 420).

(®) Math. Zeitschrift, 1. c. p. 559,






