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PREMIERE THESE

Recherches sur les équations s=f(x,y,2,p,q)
intégrables par la méthode de Darboux.

Préliminaires.

1. Relativement & l'application de la méthode de Darboux
aux équations de la forme

¢)) s=f(x,92p 9

on peut se proposer deux problémes.

Probléme A. Etant donnée une équation (1), reconnattre si elle
est intégrable par la méthode de Darbouz, cest-a-dire si elle est de
la premiére classe.

Probléeme B. Former les équations (1) qui sont de la pre-
midre classe.

Ces deux problémes sont distincts. Par exemple !) M. Goursat
a résolu le probléme B pour les équations

st —4 Az, y)pg=0;

cependant étant donnée une équation de ce type, on ne peut en
général reconnaitre par un nombre fini d’opérations si elle est de
la premiére classe.

Le probléme B a été entierement résolu par Darboux pour
I'équation linéaire

@ s=a(z,y)p+bxy) g+ c(xy)=

Il a en effet indiqué le moyen de former toutes les équations (2)
dont la suite de Laplace est limitée dans les deux sens, et on sait

1) Bulletin de la Société Mathématique, t. XXV, p. 36—48.
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que les deux problémes sont équivalents. Ceci n’est d’ailleurs & peuw
prés d'aucune utilité pour la résolution du probléme A relatif & une
équation (2); mais on doit en outre observer, et cette remarque
a une portée générale pour la suite du présent travail, que si I'on
impose aux coefficients @, b, ¢ de vérifier certaines relations, un
nouveau probléme B se présente, distinct de celui qui a été résolu
pour le cas général. Rappelons par exemple les belles recherches
de Moutard et de Darboux sur les équations & invariants égaux,

s=c(z,vy)z,
qui sont de la premidre classe: a et b sontici nuls, et le probléme B
a di &tre repris entiérement pour ces équations particuliéres.

2. Moutard s'est proposé de déterminer toutes les équations
du second ordre dont I'intégrale générale peut se mettre sous la forme

d=F(z,y; X, X,..., X™; Y, Y',... Y™™),
Il a établi que ces équations, qui sont toujours de la forme (1),

sont réductibles, par des transformations ponctuelles, soit aux équa-
tions linéaires, soit & 'une des équations

(3) s=kpz s=¢e (& constant)
qui s’intégrent sans difficulté, soit & des équations de la forme

%) s— 2 4y el +2 B ge] =0

( - & |4ene|+ £ [Beae| =0

On pourra donc considérer le probléme B comme résolu pour les
équations étudiées par Moutard si I'on sait déterminer les équations
(4) qui sont de la premiére classe. Posons

2  ,, dlogu . dlogu,

si 'on élimine u entre les équations (5) on a 1’équation (4); si I'on
élimine z on a I’équation linéaire

6 Fu  dlog Bou
(6) dx dy dy ox

On est donc ramené & résoudre le probléme B pour les équations (6).
1l résulte d’une remarque de M. Goursat!) que l'on peut toujours

— ABu=0.

1) Legons sur Vintégration des dquations aux dérivées partielles du se-
cond ordre, t. 1I. p. 247.
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passer de I'équation (2) & une équation de la forme (6) au moyen
d’'un changement de variable

u=29(®y);
on sait par conséquent former toutes les équations (4) intégrables par
la méthode de Darboux. On leur donne généralement le nom d’égqua-
tions de Moutard.

M. Gau!) a résolu le probléme B pour les équations (1) qui
sont linéaires en p et g,

s=0@y,2)peta®ydp+b(ny2)q+c(ny,?)
Le résultat de son étude est que les équations cherchées se ramé-

nent, par une transformation ponctuelle, soit aux équations linéaires,
soit aux équations (3), soit aux équations de Moutard, soit & I'équation

) s=(+e¢e")p
qui admet un invariant d’ordre 3 pour le systtme X et un inva-
rfant d’ordre 1 pour le systéme Y.

Signalons enfin, pour compléter I'énoncé des travaux antérieurs
a ceux de M. Gosse, que M. Goursat, dans deux Mémoires fondamen-
taux ¥) qui ont servi de base & toutes les études ultérieures sur ce
sujet, a formé et intégré toutes les équations qui ont un invariant
d'ordre 1 ou 2 pour chaque systéme de caractéristiques. Ces équa-
tions se ramenent, par des transformations ponctuelles, soit & des
équations linéaires, soit & onze types canoniques que I'on trouvera
dans le premier Mémoire de M. Goursat.

3. C’est M. Gosse %) qui a entrepris le premier I'étude du pro-
bléme B relatif aux équations (1) de forme générale. Il résume ainsi
sa méthode 4).

,Des conditions nécessaires et suflisantes pour qu'il existe un
invariant ou une involution, on peut déduire des conditions seule-

1) Thése de doctorat (Gauthier-Villars, 1911) et Annales de I’ Unsversité
de Grenoble, t. 25, 1913, p. 95—107. Avant M. Gau, Clairin avait résolu le
probléme B pour les équations 8 =71 (x,y, 2) (Bulletin des Sciences Mathémati-
ques t. 29, 1905, p. 177).

3) Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 2¢ série, t, I, 1899
(p. 81—78 ot 439—464).

3) Annales de Toulouse, t. XII, 1920 (p. 107—180), et t. XVI, 1924 (p.
204—240).

4) Mémorial des Scietices Mathématiques, fascicule XII (p. 81),

1*
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ment nécessaires, qui ont l'avantage d’étre trés simples. On profite
de leur simplicité pour essayer de restreindre la généralité de la
fonction f(z,,2,p,q), et Pon essaye, par des transformations appro-
priées, de ramener l'équation 4 une forme canonique avantageuse‘.

Si lon veut arriver, par cette méthode, & une solution rigou-
reuse et compléte du probléme B pour les équations (1), il est es-
sentiel de préciser deux points.

En premier lieu, on peut convenir de ne pas considérer com-
me distinctes deux équations qui se ramenent I'une & ’autre par une
transformation ponctuelle de la forme

(Ty) X=X(= Y=7Y(y) =17z, y,2)

Cest ce qu'a fait M. Goursat dans les Mémoires déja cités.

En second lieu, il faut observer au contraire que deux équa-
tions telles qu'on ne puisse passer de l'une & I'autre que par une
transformation de Bicklund doivent étre considérées comme distin-
ctes. On sait en effet que toute transformation (Z7,) conserve la
forme de 1'équation (1), tandis que le probléme de la détermination
de toutes les transformations de Bicklund admises par une équation
de la forme (1) parait présenter, méme dans les cas les plus simples,
des difficultés considérables.

Reprenons par exemple 'équation de M. Gau déja signalée

) s=(+ ).
Si l'on y fait la transformation de Bicklund
p=¢

suivie de la transformation ponctuelle
X==zx Y=—¢" Z=2 42y,

on obtient 'équation

® s=2V TP+ Q

qui est une équation de M Goursat On doit pourtant considérer
les équations (7) et (8) comme distinctes, car, avant les travaux de
M. Gau, on ne savait pas qu'on pouvait, par une transformation de
Biicklund, passer de I’équation (8) & une autre équation de la forme (1)
ayant un invariant du 1 ordre pour le systéme Y et un invariant
d’ordre 3 pour le systtme X. Le fait d'avoir obtenu I'équation (7)
constitue donc un résultat nouveau par rapport & ceux de M. Goursat.
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La méthode & suivre découle immédiatement des considérations
précédentes. En combinant les conditions nécessaires obtenues, con-
ditions qui expriment des propriétés invariantes pour toute trans-
formation (T,), on répartit d’abord les équations (1) qui peuvent
étre de la premiére classe en un certain nombre de groupes
G,, G,,..., tels qu'on ne puisse passer d'un groupe a l'autre an
moyen d'une telle transformation. Supposons alors que nous ayons
résolu le probléme B pour les groupes G,, G,,... G,; si Pétude du
groupe G,,, met en évidence une transformation de Bicklund qui
permette de passer de ce groupe & une équation particuliére K, du
groupe G, (i<Cn), il faudra encore résoudre le probleme B pour
I'équation E,. Et, comme nous I'avons fait remarquer & propos des
équations linéaires, le probleme B relatif & I'équation £, est distinet
du probléme B relatif a4 I’équation générale du méme groupe.

4. L'étude du probléme B relatif aux équations (1) a été con-
duite par M. Gosse avec une rare puissance de calcul. C'est en
appliquant ses méthodes, et en reprenant ou complétant ses discus-
sions, que j’ai été amené & déterminer de nouveaux types intégrables.
Il semble bien d’ailleurs que la voie qu'il a ouverte soit la seule
praticable, et c’est probablement en la suivant jusqu’au bout qu'il
sera possible d'élucider entiérement le difficile probléme & la solu-
tion duquel M Gosse a apporté de s1 larges contributions.

Le présent travail est divisé en quatre chapitres.

Au Chapitre I je préciserai la position du probléme et les
divisions que la considération des invariants améne & y introduire.
Aprés avoir formé de nouvelles conditions nécessaires, je complé-
terai 1'énumération des groupes G, précédemment signalés, qui n’a
été faite que partiellement jusqu'ici, et je montrerai que les équa-
tions non encore cataloguées peuvent étre réparties en trois familles,
suivant leur ordre minimum d’invariance.

Aux Chapitres II et III, je donnerai la solution compléte du
probléme B pour les deux premiéres familles.

Au Chapitre IV, jétudierai un cas particulier du probléme B
relatif aux équations de la troisieme famille qui sont linéaires par
rapport & lune des dérivées p ou ¢, et je ferai connaitre, au cours
de cette étude, un certain nombre de propositions de portée géné-
rale qui sont de nature a faciliter 'extension du résultat obtenu.
Le caractére négatif de ce résultat est d’autant plus remarquable qu’il
n'est plus vrai pour les équations non linéaires: jindiquerai en



6

effet en terminant un nouveau type intégrable admettant un inva-
riant d’ordre 3 pour chaque systéme de caractéristiques.

Je remercie M. Goursat d'avoir bien voulu s'intéresser & mon
travail.

J'adresse aussi 'expression de ma bien vive gratitude & M. Bou-
ligand, qui a orienté mes premiéres recherches; si j'ai persévéré
dans une voie plutdt aride, je le dois en partie & ses encourage-
ments affectueux et & l'appui de sa trés cordiale amitié.

CHAPITRE 1.
Position et division du probléme.

B. Nous allons chercher un systéme de conditions nécessaires
pour qu'une équation de la forme

() s=[(xy,2p7q
admette un invariant. Ce probleme a déja été résolu partiellement
par M. Gau et par M. Gosse.

Faisons d’abord connaitre une notation qui nous sera souvent
utile. Nous poserons, d’une fagon générale, u désignant une fonction
des variables z, y, 2, p,. . p,,,

.. du df du a~'f du
Am“—@‘i' +f +d:c 7p, +----+;1—x;:13—m,

de méme, v désignant une fonction des variables x,y, 2, ¢,.... ¢,

nous poserons
d f v d~f dv

to=5"4p é,z+f + et

Les lettres p,, g, ont ici leur signification usuelle dans la
df df

théorie des équations (1), ainsi que lfas symboles & d

Rappe-
lons aussi la notation classique
arf af | [d~f af _ df , (&f
dz - Pmi1 g, 9p + ( ) dy Fupr 3y + (dy“)'

La condition nécessaire et suffisante pour que u soit un in-
variant s’écrit alors, comme on sait,

) A u=0.

De méme, pour que l'équation » =0 soit en involution avec (1),
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il faut et il suffit que Péquation (2) soit une conséquence de u =0.
D’une fagon plus précise, pour que P’équation

Prtr+ %@, y, 2, p, - Pm)=0
soit en involution avec (1), il faut et il suffit que I'on ait identi-
quement
diu+ g?f= (Bni1 + “)a%f; ou A4 Log (Pmys + “)=%~

6. Pour simplifier, nous conviendrons de dire qu’une équa-
tion (1) qui admet un invariant d’ordre n pour le systtme X, par
exemple, sans admettre aucun invariant d’ordre inférieur, est de
genre n pour ce systdme.

Considérons alors une équation (1) qui soit de genre n>2
pour le systéme X, et commengons par rappeler un certain nombre
de résultats dfis & M. Gau et & M. Gosse. )

Posons d’une fagon générale, avec M. Gosse, 4 désignant une
fonction des variables z, v, 2, p, ... py,

NN,
E,M):A,,l{—lﬁ

Un invariant d’ordre » >3 pour le systéme X est, comme
Pa montré M. Goursat, de la forme

@ (P +o¥@ 820 )l 42 9, 2P, Pai)
Supposons que l'invariant (3) soit invariant d’ordre minimum. Deux
cas sont & distinguer:
10, 11 existe une fonction 4(z, y, 2, p) F= 0 telle que
4) E;(4)=0.
On peut alors dans (3) prendre
k=n—1 A=1;

pt9=0
est en involution avec (1), et il o’y a aucune involution d’ordre m
tel que 1 <m <<n pour le systéme X.
20 L'équation (4) n’a que la solution 4 =101). Dans ce cas on a

A=[p+3@ 420 P  (ISESn—2);
les équations

Péquation

Pat3=0  p.4+9v=0

1) Nous ne tiendrons pas compte désormais des involutions d'ordre 1 qui
pourraient exister sans que I'équation (4) ait des solutions non nulles.
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sont en involution avee (1), et la premiére est la seule involution
d’'ordre inférieur & n pour le systétme X.

M. Gau a établil) que si I’équation
() E;(4)=0

n’a aucune solution non nulle pour k¥ <2, et si m est I'ordre mi-

nimum d’involution pour le systéme X (m >>3), la fonction f doit
vérifier les deux conditions

_da | da, da, Of  &f

op?
C, (al)_ 9(21 + aal aal + (m — 1)[(1(%) + (% g—'}f;‘)‘l +
+ of@f
. Z')p dg

o et a, désignant des fonctions des seules variables z, y, 2, p.
Posons encore

of
E;(u)=48& 2=
#) u+u9q

Si I'équation
B =0 (k<2)
n’a que la solution g =0, et si m’ est I'ordre minimum d’involution

pour le systéme Y, la fonction f doit de méme vérifier les deux
conditions

=g tra I+ k=0

qi
GE) =224 p aﬂ’“”‘*‘ ‘”[ﬂ(df)“L(&%%)]"'
+9z+Z;éa7;

B et B, désignant des fonctions de z, y, 2, q.

Supposons maintenant que Péquation (5) ait, pour I'une des:
valeurs k=0, 1 ou 2 une solution non nulle, et observons d’abord
que de cette équation on tire

1
k -
A‘l A

b

of
op

1) Thése, p. 87.



ce qui montre que I’équation

=0

ol -

est en involution avec (1) (n° ).
Si Pon a k=0 ou k=1, M. Gosse a établi!) que la fonction f
devait vérifier les conditions

n=5t4y i+ +a5l—o

= f afdf _
1’.(~9)=5;+99—z-+f$—1X(x)( L)+ +si =
On a évidemment des conditions analogues pour le systéme Y.

Si l'on a k=2, Péquation (1) admet une involution d’ordre 2;
réciproquement, ce qui n’a pas lieu pour k << 2, si I'équation (1)
admet une involution d'ordre 2,

p2+‘9=0,

on voit aisément que l'on a

L'LJ—
& (Pz + 39 =0.

On est done amené naturellement & répartir les équations qui
sont de genre n >3 pour le systéme X en trois catégories:

10 Celles qui satisfont aux conditions I' de M. Gosse; elles
ont une involution d’ordre O ou 1.

2° Celles qui admettent une involution d’ordre minimum égal
ou supérieur 4 3: elles doivent satisfaire aux conditions C de M. Gau.

30 Celles qui admettent une involution d’ordre minimum égal & 2.

Nous allons maintenant chercher, pour ces derniéres équations,
un systéme de conditions nécessaires.

7. Supposons done que I'équation (1) admette 1° une involu-
tion et une seule d’ordre 2

(6) P+ ¥, 9, 2 p)=0;
20 upe involution d’ordre n > 2
(M Pt 3@y 2 p, ... pasy) =0,

étant entendu qu'il n’existe aucune autre involution d’ordre compris
entre 2 et n, et que l'équation

1) Annales de Toulouse, t. XII, 1920, p. 148.
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. f _
£A4+ 4 = 0
n’a que la solution 4 =0.
Lemme. — Soit u(x, y, 2, p,...., p.) une solution de ’équation

. f _
A_u+ku9_p_0,

ol k désigne une constante, et m un entier positif compris entre 1
et n. La fonction w est nécessairement de la forme

€@)(p + )™

En effet, posons u = v*; on aura, si v 5= 0 et si m est Pordre
réel de u,

z af_ z a_f._ .
A,,,v-{—va—p_O ou A_Logv+9p—0,
soit w = Log v; dérivons la derniére équation par rapport & p,: on

dw
aura, en remarquant que ~— == 0,

P

dw df _ . f
""p+9p 3 =0 ou ALgap +3p =0,
donc

d 9
f(w—Log3’) =0  Log’—w=Log[— ()]
V= go [pm + @ (x’ Y2, Py o0y p-—l)]'
et enfin

”=ew=§l(P-+¢_l'
Diailleurs Péquation ;1) =0 est en involution avec (1). On & done

m=2  g¢=¢, u=v'=£{)(p+¥)"
ce qui démontre notre proposition.

8. Ecrivons maintenant que 1'équation (7) est en involution
avec (1),

®) b0+ (5 =903

M. Gau a montré?) que I'on a, pour n> 3,

1) Theése, p. 36.
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(o) =2 [r— £ L+ T+ +o o]+

+ o 4,20 q Py, Py, - Pud) =MiTip 1+ 0
Cette formule n’est plus exacte pour » = 3; on a alors
arf\ _ ,9f d of af af
(%) _pzap: +P [2(dx ap) + az+9p aqj + A (xi Y 2 P Q)'

Nous réserverons le cas ou f est linéaire en p; on a donc

alpil={= 0 M340.

Dérivons 1'’équation (8) par rapport & p, ,; on aura, pour » >3,
©) & ¥ + M =0.

Soit m > 2 l'ordre réel de 9'; nous examinerons successive-
ment les hypothéses

m=2 m=3 I<mgn—1.

9. Premiére hypothése: m = 2.
Posons
W _ e I _
m W
En dérivant deux fois par rapport & p, I'équation (9) et appli-
quant le Lemme, on trouve

p=">9 =ELog (p,+ ¢) +p: 3 (, 9,2, 0)+ % (z,9,2,p)

Remplagant 3’ par cette valeur dans I'équation (3) et annulant
séparément le coefficient de p, et le terme indépendant de p,, on a

¥ = u(z, ¥ 2, D1y Pa)

&9, +3 +( 9;f=o,

a0+ () +el+o- (L )+ L+ =0
Par hypothése, on a d'ailleurs
diy— wa +(§f)
doir P i

:gz’ w%-l—(;xgﬁ“l( ° ( az+g;g§)
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posons alors

S=(r—Da  K=@—nea+e—1)(ew+3,

et changeons £ en (2 — n)&: les conditions précédemment obtenues
s’écrivent

o ja} ]
A§a+a5£+;—ﬁ=

(10)
Ko, +85 + K=0

La premidre équation (10) est identique 4 la condition (C,)
de M. Gau.

10. Deuxiéme hypothése: m = 3.

Posons

¥ =, (%, ¥, 2, P, Pay Ps)-

En dérivant Péquation (9) par rapport & p, et appliquant le
Lemme, on trouve

3r= —_ Pa+¢ ,y,zp.p,)
tpl El p2+'p

Portons cette valeur dans P’équation (9); on aura

1) fo—og+(1+ 5 shA+ent+a=0

avec

”__1 ﬁ’

=" v et () (L) (1 4g) B
o= [o—0(E5)+ K+ G lE):
Supposons d’'abord
1“"'";1:&24—'0'

En dérivant trois fois de suite I’équation (11) par rapport
4 py on aura

4] ’/ a
0 9 2En gt =0 &9+ +2655=0,
12)
:/II+2¢III%_O

et par suite
¢ =§3 Log (p, +¢) +pra(x,y 2, p)+ 0, (x, 9, 2, p).












