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PREMIÈRE THÈSE.

SUR

LES SYSTÈMES DE FONCTIONS HOLOMORPHES
A VARIÉTÉS LINÉAIRES LACUNAIRES

ET

LEURS APPLICATIONS

Introduction.

i . Emile Borel a démontré [B] (1) en 1897 l'impossibilité d'une
identité

entre des fonctions entières, sans zéros, de la variable complexe ce.
Voici, plus précisément, la forme que Ton peut donner à son théo-
rème : Si Von a une telle identité, ou bien les rapports mutuels des f onc-
tions sont des constantes,, — ou bien les fonctions se partagent en
plusieurs groupes, la somme des fonctions d'un même groupe est iden-
tiquement nulle, et leurs rapports mutuels sont des constantes.

Lorsque p = 3, ce théorème équivaut (2) au théorème de E. Picard :
« une fonction entière ne peut admettre deux valeurs exceptionnelles
finies ». Or, on a complété le théorème de Picard en le « traduisant en

(a) Les lettres placées entre crochets renvoient à l'Index bibliographique.
(2) En effet, si Ton avait

Xj-t-Xo-f- X;j== O,

Xla fonction — ~ , par exemple serait entière et ne prendrait aucune des valeurs zéro
A3

et un.
c.
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termes finis », suivant une expression de A. Bloch, c'est-à-dire en éta-
blissant des propositions relatives aux fonctions holomorphes qui
admettent deux valeurs exceptionnelles, et sont définies non plus dans
tout le plan, mais dans le cercle-unité : je veux parler principalement
du théorème de Schottky et du théorème de Landau. Ces derniers
peuvent être établis, soit en partant de la fonction modulaire, soit en
s'appuyant, conformément au point de vue de E. Borel, sur la théorie
de la croissance des fonctions. Enfin P. Montel a démontré qu'une
famille de fonctions holomorphes, admettant deux valeurs exception-
nelles fixes finies, est normale (4); ce théorème, d'où peuvent se
déduire tous les précédents, au moins du point de vue qualitatif,
sera désigné, au cours de ce travail, sous le nom de critère de
P. Montel.

2. La « traduction en termes finis » du théorème de E. Borel, dans
le cas d'un nombre quelconque de fonctions, a été abordée en 1926
par A. Bloch dans un Mémoire paru dans les Annales de VÉcole
Normale supérieure [A]. Ce géomètre est arrivé à vaincre en grande
partie les réelles difficultés que présente cette question, et il a obtenu
un théorème qui est une généralisation immédiate du théorème de
Schottky, mais qui se complique du fait de l'existence de cas singu-
liers; ces derniers n'ont été que partiellement éclaircis. Voici du
moins le théorème obtenu par A. Bloch si Ton fait abstraction des cas
singuliers (2) : Soient

n f onctions d'une variable x, holomorphes dans le cercle \x\<^\y ne s'y
annulant pas, et dont la somme ny denent pas égale à l'unité. Les
termes constants aQ9 b0, . . ., e0 sont supposés différents de Vunité, et tels

(!) Rappelons qu'une famille de fonctions holomorphes dans un domaine D est dite
normale dans ce domaine, si, de toute suite infinie de fonctions delà famille, on peut
extraire une suite infinie qui converge uniformément dans tout domaine fermé inté-
rieur à D, la fonction limite étant, soit une fonction holomorphe, soit la constante
infinie.

(2) [A], théorème VIII, p. 309.
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que la somme dhin nombre quelconque (Ventre eux diffère de zéro et de

Vunité. Alors les coefficients ai9 blf . . •, e^ (et, d'une manière générale,

les coefficients des termes de degré i, an bn . . . , e() admettent une borne

supérieure dépendant uniquement de ao> è 0 , . . . , e0 Cet de i).

Cette proposition est d'ailleurs une conséquence du fait suivant,
qui constitue, à proprement parler, la généralisation du théorème de
Schottky : dans tout cercle \x\ < p, les fonctions admettent une borne
supérieure qui dépend uniquement de p, a09 60, . . . , e0.

3. Après ces travaux de A. Bloch, il manquait encore, dans le cas
d'une identité deBorel(') kp termes, un théorème analogue au critère
de P. Montel dans le cas d'une identité à trois termes. C'est un théo-
rème de ce genre que j'ai cherché à établir, sans d'ailleurs m'appuyer
sur les résultats de A. Bloch, qui ne me paraissaient pas démontrés
de façon certaine. J'ai jugé utile de reprendre la question dès le début.
Si je n'ai pas fait subir de grandes modifications à la marche générale
des idées, qui était, en quelque sorte, conforme à la nature des
choses, j'ai par contre orienté ma démonstration dans un sens un peu
différent, puisque A. Bloch s'était borné à considérer des systèmes
de p fonctions prenant des valeurs données à Vorigine. En m'affranchis-
sant de cette restriction, j'ai obtenu une sorte de critère de famille
complexe normale (2), qui laisse encore des questions en suspens
lorsque p^> 4; au contraire, le cas p = 4 se trouve complètement
éclairci (3).

Ce n'est là, bien entendu, qu'un résultat d'ordre purement quali-
tatif, obtenu en somme grâce à une étude de la croissance des fonc-
tions envisagées. Pour arriver à des résultats d'ordre quantitatif, il
faudrait construire certains systèmes de fonctions automorphes de plu-

(1) Je nomme ainsi une identité de la forme

entie des fonctions holomorphes dans un certain domaine, sans /Cros dans ce domaine,
(2) P. Aïontel nomme famille complexe une famille de systèmes de k fonctions/"^,

ƒ ?» • • • î ƒ *j Ie symbole a servant à désigner le système de la famille considéré. La
famille complexe est dite normale si chacune des k familles ƒ ? , / î , . . . s ƒ ? est nor-
male.

(3) Voir Ghap. IV, § 42.

C. o
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sieurs variables, généralisant convenablement la fonction modulaire,
et Ton n'en a pas encore trouvé ( ' ).

4. Dans le Chapitre premier, je rappelle brièvement quelques
points fondamentaux de la théorie des fonctions méromorphes, et je
lais une première étude de la croissance des fonctions satisfaisant k
une identité de Borel, en vue de la démonstration future du cri-
tère de famille complexe normale. Ce Chapitre ne contient rien
d'essentiellement nouveau.

Dans le Chapitre II, j'établis un lemme énoncé sans démonstration
par A. Bloch; il convenait de le démontrer, d'autant plus, qu'il joue
ensuite un rôle capital. Il est susceptible de diverses généralisations*

Le Chapitre III contient la démonstration du résultat fondamental :
l'existence du critère de famille complexe normale dont j'ai déjà parlé.
Dans le Chapitre suivant, je donne quelques exemples des appli-
cations dont il est susceptible.

Enfin, le Chapitre V est consacré a la résolution de divers pro-
blèmes d'unicité dans la théorie des fonctions méromorphes; cette
résolution est étroitement liée à l'étude de certaines identités de
Borel. J'indique, en terminant, une application du critère de famille
complexe normale aux questions d'unicité.

Qu'il me soit permis de remercier M. Paul Montel de l'intérêt qu'il
m'a toujours témoigné; j'espère avoir tiré profit, dans la rédaction de
ce travail, de ses conseils et de ses critiques amicales, et je lui
exprime ici toute ma respectueuse reconnaissance.

Index bibliographique.

[AJ. À, BLOCH. — Sur les systèmes de fonctions liolomorpkes à \ariétéb
linéaires lacunaires {Ànn. de VÉcole Normale ^ 3e série, t. 43, 1926,
p. 309 -36e*).

[BJ. E. BOREL. — Sur les zéros des fonction^ entières (Acta mathematica,
t. 20, 1897, p. 357-096).

[CJ. G. JULIÀ. — a. Sur les familles de fonctions analytiques de plusieurs
\ariables {Acta mathematica, t. 47, 1926, p. 53-TI5) .

(l) Ce problème semble lié à celui de l'uniformisation pour les systèmes dey? fonc-
tions dep Aariables complexes.
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b. Sur quelques propriétés nom elles des fonctions entières ou méro-
morphes (Ann. de VEcole Normale, 3e série, t. 36, 1919. p. Q3.
et t. 37, 1920, p. 160).

D]. S. JVIANBELBROJT. —Les suites de fonctions holomorphes. Fonctions entières
(C. B. de VAcad. des Se, t. 185, 1927, p. 1098).

[EJ. P. MONTEL. — Leçons sur les familles normales de fonctions analytiques
et leurs applications (Paris, Gauthier-Villars, 1927).

[F] . ROLF NEVANLINNA. — a. Zur Theorie der meromorphen Fxmktionen ( \rta
mathematica, t. f*6, 1926. p. 1-99).

h. Einige Eindeutigkeitssâtze in der Theorie der meromorphen Funk-
tionen (Acta mathematica, t. 48. 1926, p. 367-391).

c. Sur les \aleurs exceptionnelles des fonctions méromorphes dans un
cercle {Bul. de la Soc. math, de France, t. 33. 1927, p. 92).

d. Un théorème d'unicité relatif aux fonctions uniformes dans le -voi-
sinage d'un point singulier essentiel {C. B. de VAcad. des Sc\, t. 181,
1925. p. 92).

[G] . G. PóLYA. — Bestimmung einer ganzen Funktion endlichen Geschlechts
durch viererlei Stellen (Mat. Tidsskrlft B, Copenhague, 1921, p. 16-21).

[II] . G. VALIRON. — Lectures on the gênerai theory o f intégral functions
(Toulouse, 1923).

CHAPITRE 1.

PRÉLIMINAIRES.

I. — Rappel de quelques propositions fondamentales.

5. Nous aurons constamment a utiliser les résultats fondamentaux
de la théorie des valeurs moyennes logarithmiques, fondée par
F. et K. Nevanlinna ( 4) . Rappelons-les brièvement.

Soit f (ce) une fonction méromorphe dans le cercle | J ? | < I . La
formule de Jensen s'écrit

(0 ^ ƒ | 2 T | T

en supposant / ( o ) fini et différent de zéro; le premier terme du

(*) Voir7 par exemple, l'exposé complet de la théorie dans [F , a].
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second membre représente la valeur moyenne de log |/(a?) j sur la cir-
conférence, de rayon r < i , ayant pour centre l'origine. Quant aux
sommes qui figurent au second membre, elles sont étendues, respec-
tivement, aux zéros av et aux pôles b^ de modules inférieurs à r^ chaque
zéro et chaque pôle étant compté autant de fois qu'il y a d'unités dans
son ordre de multiplicité.

Si Ton pose (1)

la relation ( i ) peut s'écrire

(2) ™(r,f)-hK(rtf):

ou encore

après avoir posé

La quantité T(r, ƒ) caractérise la croissance de la fonction f(x). On
montre que c'est une fonction convexe de logr, et, par suite (3), une
fonction croissante de r.

0. F. et R. Nevanlinna ont démontré la relation suivante, qui géné-

(x) a étant un nombre positif, on pose

-+-
Jog a = log a si a ^ i ,

h
loga = o si a ^ i .

(-) Car si une fonction 9(V)j définie pour r>o , est finie pour r r= o, et con\exe
en logr, elle est croissante. Soit en effet o < rt < /'2, et prenons r0 compris entre o
et TV On a par hypothèse

f(r0)

0)(r2) logr2 i ,

II suffit de faire tendre r0 vers zéro pour conclure
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ralise la relation (i) :

(3)

2 r(x—
' x const.

Cette nouvelle formule, qu'ils ont appelée formule de Poisson-Jensen,
est valable pour tout nombre x de module inférieur à r. Selon l'usage,
av désigne le nombre complexe conjugué de av.

On peut en tirer l'inégalité (cf. [A], Lemme 4, p. 32o)

(4)

Pour l'obtenir, il suffit de remplacer, dans la relation (3), x par
et de prendre les parties réelles des deux membres; il vient

i r™
(5) log|/(pe«P)|=— j log

-21

r»-p*
2 — 2Tp COS(0 — (

7̂  ( j? —

et cette relation conduit à l'inégalité (4)- Les logarithmes qui figurent
au second membre de (4) et (5) sont tous positifs, puisque \x\, \CL,\
et | b^ | sont inférieurs à r.

Si, en particulier, f (ce) est holomorphe, le terme 2 l°g

disparaît, et Ton tire de (4)

et a fortiori

(6') r ' 7 è

7. Limitation de m(r,~r-y — Supposons /(a?) holomorphe et sans
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zéros. La relation (3) se simplifie; si on la differentie, on trouve

et, d'une façon générale,

par suite, en posant \x\ = p,

En développant le premier membre de cette dernière inégalité, et en
posant, pour abréger,

m(r> ƒ ) •+• m ('S j) = M'"> / )»

ou trouve immédiatement, par récurreoce, une inégalité de la forme

,-> 1/1(5)

P7l étant un polynôme de trois arguments, dont les coefficients son(
des constantes positives ne dépendant que de n.

8. Rappelons enfin le théorème fondamental suivant :

Une famille de fonctions f (x\ holomorphes dans le cercle \œ\ < i, et
pour laquelle /??(/% ƒ) est inférieur à un nombre fixe M quel que soit le
nombre positif r inférieur à un, et quelle que soit la fonction f de la
famille, est normale.

P. Montel (1) a donné de ce théorème une démonstration basée sur
la propriété que possèdent ces fonctions de pouvoir se mettre sous la
forme du quotient de deux fonctions bornées (2) (Nevanlinna).

(i) [E], p. 44.
(-) On sait qu'une famille de fonctions bornées est normale.
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Plaçons-nous dans le cas où les fonctions n'ont pas de zéros; c'est
précisément le cas où nous nous servirons du théorème. Nous allons
indiquer effectivement une borne supérieure de |/(a?)|. Désignons en
effet par m(i, ƒ ) la limite vers laquelle tend m{i\ ƒ ) lorsque r tend
vers un\ cette limite existe, puisque m(r9 ƒ ) croît avec /• en restant
borné. Appliquons l'inégalité (4), en y permutant les lettres r et p,
puis en faisant tendre c vers un; il vient à la limite

l — I I -h / \ J /

a? Lr désigne
Remplaçons ƒ par ~; il vient

Puisque N(r, ƒ) et Nfr, ^ j sont nuls, la relation (2) permet d'écrire,

après un passage à la limite,

m

Il vient en définitive

et, si m(i, ƒ) est inférieur au nombre fixe M,

On en déduit que les fonctions/(a?) forment une famille normale. En
effet, si | / (o ) j admet une borne supérieure valable pour toutes les
fonctions de la famille, l'inégalité de droite montre que | /(a?)| admet
une borne supérieure qui ne dépend que de r; dans le cas contraire,
on peut extraire de la famille une suite infinie de fonctions, telle
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que les valeurs à l'origine des fonctions de cette suite tendent vers
l'infini, et l'inégalité de gauche montre alors que ces fonctions con-
vergent uniformément vers l'infini dans tout cercle \x\ <V0, quel que
soit le nombre positif ;\> inférieur à un.

Si / ( o ) = i, Finégalité (8) prend la forme suivante :

on obtient ainsi, pour log|/(o;)|, une limitation intéressante, car elle
est effectivement atteinte avec la fonction

un calcul facile montre en effet que Ton a

pour cette fonction.

IL — Étude de la croissance de p fonctions holomorphes, sans zéros,
dont la somme est identique a un.

9. L'étude que nous allons faire ici servira ensuite à la démonstra-
tion du critère de famille complexe normale oxposée au Chapitre III.

Soient, dans le cercle-unité, p fonctions F, (ce), F2(a?), . . ., Vp{x)f

holomorphes, sans zéros, vérifiant l'identité

Reprenant une méthode de démonstration (1) qui, dans le cas où les
fonctions F, sont définies dans tout le plan, conduit au théorème de
E. Borel (cf. § i), mais l'appliquant à des fonctions définies seule-
ment dans le cercle-unité, nous trouverons une borne supérieure
pour m(r9 F,).

(]) Je m'inspirerai d*une démonstration du théorème de E. Borel donnée par R.Nevan-
iinna (fp j 6], p. 38i)
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autrement dit, supposons que les fonctions F,,, F2, . . ., F^ ne soient
liées par aucune relation linéaire homogène à coefficients constants
non tous nuls (1).

Différentions p — i fois l'identité (9); nous obtenons un système
de relations qu'on peut écrire

F.-T- F , -h . . . - h F«==i,

et qu'on peut considérer comme ua système de p équations linéaires
par rapport auxp inconnues F,, Fa, . . . , ¥p. Le déterminant des coef-
ficients n'est autre que

A(J!) =

1

F',
F* D

F F» F
r 1 A 2 ± p

En appliquant la règle de Cramer, on trouve

en désignant par At(a?) le mineur du déterminant A, relatif au i'ierae élé-
ment de la première ligne.

(i) Si D{&) était identiquement nul, on se ramènerait à une identité, de la même
forme que (9), entre un nombre moindre de fonctions.

G. 3
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Or, a et b étant deux nombres positifs, on a l'inégalité évidente

< \oga

Par suite, f\(x) et ya {x) étant deux fonctions méromorphes, on a

log /i(^)/«(^)l^logi/i(^)'H-log ƒ*(*) «

et, en prenant la valeur moyenne sur la circonférence \œ\ = r,

On a donc ici

Faisons successivement « = i, 2,. . . ,j», et ajoutons membre à membre;
il vient

et, en désignant, pour chaque valeur de r, la plus grande des/> quan-
tités m(r, Y,-) par m(r)%

(10) Jn(r)

Cette inégalité va permettre de limiter m(r). L'idée de la démonstra-
tion est? en gros, de faire voir que le second membre est comparable

l\ l

10. Une difficulté provient d'abord de la présence de m (r, ^ J> au

lieu de m(r, A). Mais appliquons la relation (2) à la fonction A(#);
comme elle est holomorphe, on a

i\(r, A) = o,

et, par suite, si A^o) n'est pas nul,

^ i) A(o) |.
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On en déduit, puisque N (r, ~) est positif ou nul,

(n) m(r, ^ )</«(/% A) — loç | A(o) J,

et, en portant dans (10),

(ils) ' " ( r ) ^ 2 m ( r ) ^ -\-pm{î\ A) — plogi

Aj(a?) et A (aï) sont des polynômes en =r9 TA> • • • > -4;—> A prenant les

valeurs i, 2, . . . , p ; d'autre part, nous pouvons appliquer l'inéga-

lité (7) à -£>•••> -™— ; de sorte que, désignant \œ\ par r, et per-

mutant dans l'inégalité (7) les lettres r et p, nous trouvons des inéga-

lités de la forme

(P, F,) X(p, F^)j,

Q, et R désignant des polynômes dep + 2 arguments, dont les coeffi-
cients sont des constantes positives ne dépendant que de p.

Prenons les log des deux membres dans chacune des inégalités pré-
cédentes, et servons-nous de l'inégalité presque évidente

les a, étant positifs. On trouve

log)* , ( .* ; ^ U ^ l o g p , log—î-y .JogXCp F,) , . . . , l ogX(p , F

oo _ J _ , loKX(p, F , ) . . . . , logX(p, F p

P ~~ '

U, et V désignant des fonctions linéaires dep H- 2 arguments, dont les
coefficients sont des constantes positives ne dépendant que de p . On

peut d'ailleurs supprimer le terme en logp qui est nul, p étant plus
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petit que un; on a? en outre.

•Q — r "o — r

Prenons enfin la valeur moyenne sur la circonférence | ; r | = ; ' , et
revenons à (12); il vient

^ ^ ^X(p, F,) — p log i A(o) î,

a, b et c étant des constantes positives qui dépendent seulement de
l'entier p.

Mais on a

\(p, Fi) = /n(p, FO +

et, en vertu de la relation (2),

(i5) X(p, F,) = am(p, F,) - log | F,(o) |,

de sorte que l'inégalité (14) prend la forme

logr»i(p, F,) - ilog ' Ft(o) 1 - /? log \ A(o) !.2 J

C'est au mo}Ten de cette inégalité qu'il faut conclure. Or, nous
sommes gênés par la présence, au second membre, deA(o)eldeF,(o).

Soit alors a un nombre positif fixe inférieur à | A(o)| et à chacune
des quantités |F,(o)|. L'inégalité précédente peut s'écrire, en faisant
usage de l'inégalité (i3),

log'

a!' dépendant de p et de a seulement. On a donc en définitive

(16) w(r)^A + Blog— h Glôgw(p),
p r

B et G ne dépendant que de p, et A dépendant dejo et de a.

11. 11 reste maintenant à introduire, au second membre, m(r) au


