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PREMIERE THESE

CONTRIBUTION

A L'ETUDE

DES FORMES QUADRATIQUES A INDETERMINEES CONJUGUEES

PREMIERE PARTIE

GEOMETRIE

CHAPITRE PREMIER

INTRODUCTION ET HISTORIQUE

4. Les principes de la métrique « cayleyenne » -ont ¢té posés par Cayley dans son
« Sixth Memoir upon Quantics » (Phil. Trans. 1859). Dans I’'espace & trois dimen-
sions, qui seul nous intéressera, on se donne a priori une quadrique appelée labsolu.
Pour définir la distance de deux points M et M’, on considére les deux points A et B
ou la droite MM’ rencontre I'absolu, et I’'on pose, en appelant R un rapport anhar-
monique,

dEmMeMMH:%YMgm(MMAm

<C étant une constanle d’abord arbitraire. De la méme facon, soient p, p' deux
plans, «, 8 les plans passant par leur interseclion et tangents & I’absolu, on pose

angle wp' = —(% Log R (u'paf).

Enfin, soient d et d' deux droites qui se coupenl, a et b les deux tangentes a I’absolu
-qui sont dans le plan de cesdroites et passent par leur intersection, on pose

angle dd = —é,,— Log R (d'dab).
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Le rapport anharmonique étant invariant par une transformation homographi-
que, ces définitions (') font rentrer d'une maniére trés générale les propriétés mé-
triques daus la géométrie projective, ce qu'avait fait pour la premi¢re fois Laguerre
dans un cas particulier. (Note sur la théorie des foyers, Nouv. Aun. 1833). De plus,
dans une transformation par polaires réciproques, la formule relative aux droites

se conserve, et les formules relatives aux points et aux plans permutent entre elles.

2. Suivant le type de la quadrique prise pour absolu, on obtient & partir de ces.
définitions des géométries essentiellement différentes. Dans son mémoire Sur la
Géomélrie dile non-euclidienne (Math. Ann., 1851, et Bull. des Sc. math., trad., 1871)
Klein a montré que celles-ci n’étaient aulres que les géométries non-euclidiennes.
Si I'on prend pour absolu une quadrique réelle convexe, I'espace intérieur a I'absolu
est identique a celui de la géométrie hyperbolique (Gauss, Lobalchewski, Bolyai),
ott toute droite réelle a & U'infini (sur I'absolu) deux points réels.-Si 'on prend pour
absolu une quadrique imaginaire, mais non dégénérée, on obtient la géométrie
elliptique (Riemann), ou toute droite réelle est de longueur finie (n’a aucun point
a l'infini). Enfin si I'on prend pour absolu une conique imaginaire, on retrouve la
géométrie euclidienne, ou parabolique, o loute droite réelle a & I'infini un point réek

el un seul.

3. En géométrie cayleyenne comme en géométrie enclidienne, on appelle dépla-
cemenls ou symélries, suivant le cas, les transformations de I’espace admettant la dis-
tance pour invariant. Ce sont donc ici toutes les transformations homographiques’
conservant 'absolu. Ces transformations ont été étudiées par Hermite (Sur la théorie
des formes quadraliques, premier mémoire, Journal de Crelle, 1833) el par Cayley
(Sur la lransformation d'une forme quadratique en elle-méme par des substitu-
tions linéaires, Journal de Crelle 1853). Dans l'espace & trois dimensions, elles se
rattachent d’'une manic¢re étroite aux homographies effectuées sur les génératrices.
rectilignes de I'absolu.

Lorsque l'absolu est une quadrique rcelle convexe, on est conduit A prendre,
comme paramctres définissant les génératrices (imaginaires) de 1'un et de l'autre
systeme, deux variables complexes, z et ¢, le point commmun & deux génératrices de
systémes différents étant réel lorsque les quantités complexes z et ¢ sonl conjuguées

F=a+ bi, t =2z, = a— bi). Les déplacements réels de I'’espace cayleven hyper-

(*) La forme de ces définitions est due a Klein (Mém. cité de 1871). Cayley employait,.
au licu du Log, un arccos.
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bolique, ou de la géomélrie de Lobalchewski, seront donc liés aux homograpbies a
<coefficients complexes effectuées sur la variable complexe z

__az+p

T )

la variable t subissant la transformation conjuguée < ’ \"). Aussi lorsque Poincaré
‘5/0 0“

étudia les subslilutions de ce type (Mémoire sur les groupes Kleinéens, Acta Math

1883) fut-il amené 4 une représentation géométrique qui offrit les caractéres de
T'espace de Lobatchewski.

4. Les éléments analytiques qui correspondent dans la géométrie du type hyper-
bolique aux éléments : point, droite et plan, sont les formes d'Hermite et de Diri-
chlet qui vont jouer le premier réle dans la Premicre Partie de ce travail.

On appelle forme &’ Hermile, en référence au mémoire déja cité de 1853, une forme
«quadratique & indéterminées conjuguées, du type

Sf=are, + br,y + b xy, + cyy,- (2)

, x,y, sont les variables, ou indétermindées, complexes, a, et y, leurs conjuguées;
des coefficienls a et ¢ sont réels, le coeflicient b complexe; nous poserons encore

b=1b, +b,i, b, =b,—b,i.

On voit que, d’aprés ces conventions, une forme d’'Hermite ne représente que des
nombres f réels.
Le discriminant A de la forme f est

= ac—bb,= ac— b} —b};

c’est donc un nombre réel, et on peut écrire
af = To(ax + by) + Ayy, 3)

-en indiquant par Yoa la norme ax,, toujours réelle et positive, d'un nombre com-
plexe x:

Si le discriminant A est posilif, la forme d’Hermite est dite définie, pour rappe-
ler qu’elle ne peut représenter, d’apreés (3), que des nombres réels d’un signe défini,
savoir, le signe de a.

Si A est négatif, la forme est dite indéfinie; elle peut représenter des nombres
xée)s de signe quelconque.

On appelle forme de Dirichlet, en référence aux Recherches sur les formes
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quadratiques & coefficients et & indéterminées complexes (Jonrnal de Crelle, 1842),.
une forme quadratique du type

.

F= Az 4+ 28xy + Cy". (@)

Le déterminant de cette forme
D =B —AC

est en général un nombre complexe.

5. Les formes d'Hermite et de Dirichlet sont susceplibles d’une représentation

géomdétrique simple, soit dans l'espace non-euclidien de Lobatchewski, soit dans
I'espace cayleyen hyperbolique correspondant.

Considérons I’équation en nombres complexes
azz, + bz, + bz + ¢ = o, (5)

dont on voit la relation avec la forme d’Hermite (2). Si I'on pose z = % + i, le lien
des points du plan OZy de coordonnées 2, v, ou, comme nous dirons, d'affixe z,
satisfaisant a I'équation (5), est une circonférence dont le centre est le point d’affixe

vV—a
— — et le rayon
a

Si la forme d’Hermite (2) est définie, on A = o, celte circonférence est imagi-
naire. Soit alors Of un axe formant avec 0%, Ov, un triedre trirectangle, le point

Va

de cole positive { = + - dont la projection sur OZy, a pour affixe z,

: b A
zZ=s4+l=——, [ = 4+ \/ (6)
a a

DY}

et-son symétrique par rapport au plan Zv sont (Laguerre, Sur lemploi des imagi-
naires dans la géométrie dans lespace, 1870; OFuvres, p. 111) les sommets des
cOnes isotropes passant par la circonférence (5) du plan O%v. Nous repriésenterons.
la forme d'llermite définie (2) parle poinl (6) de cote positive. Cette représentation
actuellement classique parait explicitement pour la premiére fois dans la note
de M. Picard, Sur un groupe de transformations des poinls de lUespace silués du
méme caité du plan (Bulletin de la Société Math. de France, 1884.)

Si la forme d’Hermite (2) est indéfinie, A < o, la circonférence (5) est réelle.
M. Bianchi représente la forme d'lermite indéfinie (2) pav la demi-sphére située au-
dessus du plan OZr, et le rencontrant orthogonalement suivant la circonférence (5)
(Représentalion géomélrique des groupes de substitutions linéaires & coefficients
entiers, avec applications & la théorie des nombres: Math. Ann., 18go).
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Soit enfin la forme de Dirichlet (4). M. Bianchi (méme mémoire) lui fait corres-
pondre la demi-circonférence située au-dessus du plan Oz et le rencontrant ortho-
gonalement aux points ui ont pour aflixe les zéros de la forme F.

Comme le remarque Poincaré dans le mémoire cité, les demi-circonférences et
les demi-spheres orthogonales au plan OZr, peuvenl étre interprétées comme étant

les droites et les plans de I'espace lobatchewskien 7 >> o, ou, comme on dit a pré-
sent, du demi-espace de Poincaré.

6. L’interprétation des formes d’Hermile et de Dirichlet dans I'espace cayleyen
hyperbolique est due a Klein (Fricke-Klein, Automorphe Funkt., t. 1, p. 497, 1897).
Par le choix d’un tétraédre de référence convenable, I'absolu peut étre mis sous la
forme

ror,—nt—xl=o0 (7)

et la forme d’Hermile définie (ubc) représentée par le point (¢, —b,, —b,, a), intériear
a labsolu (*).

Une forme d’'Hermite indéfinie (abc) peut étre représentée par le plan,
ax, + 2b,x, + 2b,x, + cx, = o (8)

qui coupe l'absolu. Comme la partie de I'espace projectif intérieure a I'ahsolu corres-
pond a l'espacc lobatchewskien tout entier, la partie du plan (abc) intérieure a I’ab-
solu correspond a la demi-spheére (abc) située dans le demi-espace de Poincaré.

Mais Klein observe que la représentation dans 'espace projectif est plus symé-
trique que celle dans le demi-espace de Poincaré: car le plan (8) n’est autre que le
plan polaire du point (¢, —b,, —b,, a) par rapport a la quadrique (5), et I'on peut
donc convenir qu'une forme d'Illermite (abc) sera toujours représentée par le point
(¢, —b,, —b,. a); ce point sera intérieur & I'absolu si la forme est définie, extérieur
si la forme est indéfinie.

Enfin Klein représente la forme de Dirichlet F, ou (LRC). par la droile coupant

Uabsolu aux points qui ont pour affixe sur I'absolu les zéros de la forme F.

7. Les deux représentations qui précédent ont ce caraclére commun, que deux

formes d’llermite qui ont leurs coefficients semblables, le facteur de proportionalité

(*) J'ai changé b, en — b, dans les notations de Klein, qui prend pour forme d'Hermite
la forme

ary,+bry,+ b,y +cyy, (2 bis)

au lieu de la forme (2). La notation (2 bis) est la notation originale d’Hermite; la nota-
tion (2), que nous empruntons aux dernicers mémoires de M. Humbert, présente nun léger
avantage lorsqu’on passe aux coordonnées tétraédrigues.
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étant réel, ont méme représentation géométrique; et il semble & premiére vue qu’il
en soit de méme pour les formes de Dirichlet, le facteur de proportionalité étant
complexe.

Or, lorsqu’on cherche & déterminer la droite représentant une forme de Dirich-
tet (LIRE) (par exemple en exprimant ses coordonndées pluckériennes, relativement
au tétracdree de référence, en fonction de A4, B, ), on s’aperqoit (nous ferons ce cal-
cul en détail ‘au chap. ) qu’a I'ensemble de toutes les formes semblables a une
forme donnée correspondent deux groupes de coordonnées pluckériennes, représen-
tant deux droites polaires I'une de 'autre par rapport a I'absolu, I'une des deux, par
conséquent, coupant I'absolu et autre ne le coupant pas. Et I'on ne peut distinguer
ces deun droiles que par une comvention de signes (ui parait trés artificielle.

I m’a semblé que cette indélermination ¢tait au fond pleinement justifiée, et
que plutot que de chercher a la faive disparaitrve il y avait lieu de la souligner. En
effet, au début de la géométrie cavleyenne, nous nous donnons « priori une quadri-
que de référence A; c’est ce qu'exprime fort bien le nom d’absolu choisi par Cayley.
Cela posé, chaque fois que nous définirons un étre géométrique X, nous aurons dé-
fini par cela méme I'étre X' qui lui correspond par dualité par rapport & A. Les
coordonnées ou équations qui définissent X définissent tout aussi bien X'; ce sont,
en réalité, les coordonndes ou ¢quations du systéme indivisible (¥, X').

En conséquence, nous adopterons désormais les représentations suivantes pour
les formes (’Hermite et de Dirichlel :

A une forme d’Hermite correspondra l'ensemble d'un poinl et de son plan polaire
par rapport @ I'absolu. Si la forme est définie, le point est intérieur a l'absclu, le
plan ne coupe pas l'absolu; si la forme est indéfinie, le poinl est extéricur, le plan
coupe l'absolu.

A une forme de Dirichlel correspondra un couple de droites, polaires I'une de
Iautre par rapport a 'absolu.

Cette foisAy deux formes semblables, d’Hermite ou de Dirichlet, auront méme re-
présentation géométrique, sans aucune restriction.

Les Chapitres 11 & 1v du présent mémoire développent les conséquences de ces
convenlions.

8. Dans le Chapitre n, je définis d'une fagon précise les points, droites et plans
correspondant & des formes données et inversement. Je trouve ensuite les conditions
pour que deux formes aient des ¢léments géométriques communs.

Ces questions ont déja élé, & ma connaissance, traitées par deux auteurs :
M. Bianchi (mém. cité) et M. Luckhaub (Contributions a Uinterprélation géomélrique
des formes quadratiques el des formes J'IHermite. Monatshefte fiir Math., 1915).
Jespére toutefois avoir apporté dans leur traitement un progrés réel.

C’est ainsi que je me suis impos¢ comme régle de toujours exprimer les condi-
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tions cherchées a 'aide des coefficients a, b, ¢, ), . €. des formes données, et des
conjugués b, L, B,. €, de ceux qui sont complexes. Cela revient ¢videmment au
méme que d’introduire leurs parties réelles et leurs parties imaginaires, mais, du
fait que Vindividualité des coeflicients donnés est mieux conservée, les formules
auxquelles on aboultit sont beaucoup plus condensées et d'une interprétation plus
facile.

M. Bianchi et M. Luckhaub ont cherché par exemple les condilions pour que la
demi-circonférence représentant une forme F soit située sur la demi-sphére repré-
sentant une forme f ind¢finie. 1ls trouvent Pun et Vautre deux conditions réelles
assez compliquées, L=o0, M=o, mais M. Luckhaub les combine de plus en uue
troisieme d’aspect plus simple, N==o0, qu’il estime devoir remplacer 'une des deux
premiéres. Or cette condition N=o0 est complexe el est équivalente & elle seule a
Pensemble des deux conditions réelles L=o0, M=o0; c’est celle que nous formons
directement (formule 35).

Notre interprétation géomeétrique dualistique donne de plus la clef de cerlaines
identités qu'avail remarquées M. Bianchi sans en donner P'explication. Par exemple,
nous trouverons au paragraphe 13 la condition pour que deux formes d’Hermite
soient conjugudes, c'est-a-dire que les points et plans qu’elles représentent soient
conjugués par rapport a 'absolu. Dans le demi-espace de Poincaré, cette condition
unique correspond a deux configurations géométriques bien distincles. En effet,
deux poinls conjugués par rapport & une quadrique, sont, on bien lous deux exté-
rieurs & la quadrique (si la droite qui les joint ne coupe pas la quadrique), ou bien
I'un intérieur ct 'autre extérieur (dans le cas contraire). Dans le premier cas, nous
avons affaire & deux formes d’Hermite indéfinies, et, dans le demi-espace de Poin-
caré, ces formes sont représentées par deuwr demi-sphéres se coupanl orthogonalement.
Dans le second cas, nous avons affaire & une forme d’Hermite définie et une indéfi-
nie, et, dans le demi-espace de Poincaré, ces formes sont représentées par une demi-
sphére et un poinl, la demi-sphére contenant le point.

M. Bianchi dans le premier cas dit que les deux formes indéfinies sont orthogo-
nales, dans le second cas que la forme définie et Ja forme indeéfinie sont en involu-
tion. 11 observe bien que ces deux relalions sont exprimdées par la méme condition
analytique, mais ne donne pas la raison de ce fait. On voit qu’elle réside en ce que
ces deux problémes n'en forment en réalité quiun seul, et qu’il naurail pas suffi,
pour s’en apercevoir, de se placer dans T'espace cayleyen «accessible », mais qu’il
est indispensable de considérer en méme temps 'espace extéricur & 'absolu ou
« inaccessible », suivant I'expression de Darboux.

De ce méme point de vue, la condition pour qu'une demi-circonférence soit or-
thogonale < une demi-sphere (condition 34) se déduit immédiatement sans aucun
calcul de la condition pour qu'une demi-circonférence soil situde sur une demi-sphére
(condition 35) ou inversement.
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Je forme aussi les éxpressions paramétriques (31) et (33) du point courant sur
Vune ou lautre droite d’'un couple de droites, et je construis le systéme (43) de
~quatre formes correspondant aux sommets d’'un tétraédre autopolaire par rapport
a I'absolu. Ces formules sont, je crois, nouvelles et elles sont nécessaires pour la
suite du présent travail.

9. Dans le Chapilre ut j'exprime les éléments métriques de I'espace cayleyen :
distance de deux points, angle de deux points, plus courte distance et angle de deux
droites (Ieéqnelles ne se coupent pas en général) a 'aide des invariants des formes
d’Hermite el de Dirichlet correspondantes, comne il suit :

distance d de deux points ou angle 6 de deux plans :

!
ch - = cos 6 = ——[__ (9)
R ay/Ay
distance et angle de deux droites :
d ]
ch (E + i0> = ——-—H—— (10)
2/ DY’

Les formules (g) résultent immédiatement des définitions de Cayley. Jai cru
d’abord nouvelle la formule (10) relative a deux droites qui ne se coupent pas; mais
jai eu ensuite connaissance du mémoire de M. Luckhaub, d’aprés lequel elle se
trouve dans le cours autographié¢ de Klein sur la fonction hypergéométrique (19o6),
qu’il ne m’a malheureusement pas été possible de consulter (*).

D’autre part M. Study, dans sa Geomelrie der Dynamen (19o2), a ¢critune formule
analogue pour l'angle dual de deux rayons, qu’il définit ainsi : Soient X, Y, Z, L, M, N,
les coordonnéex (réelles) d'un systéme de forces ou dyname. M. Study pose

g U, = X + Lo,
« ﬂ;g =Y + Mo,
( X, =17 + No,
ol » est un symbole satisfaisant aux régles ordinaires du calcul algébrique et a la
condition »* = 0. Un nombre complexe a + bw est appelé nombre dual. Si Y'on
multiplie &;,, ,, U,, par un méme nombre dnal quelconque, le nouveau dyname
que 'on obtient a méme axe central gque le premier: on pourrait donc convenir de

dire que ¥, X, X, sont les coordonnées duales homogenes de cet axe central.

(*) Aprés la rédaction de ce travail j'ai da a I'obligeance de M. Julia la communication
du cours de Klein. Dans ce cours, professé en 1893-1894. la formule (10) est établie d’'unc
maniere toute différente de celle qu’on trouvera ici.
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Si les coefficients (X.... N) prennent des valeurs complexes ordinaires a 4 bi,
X, B, B, sont, d’aprés M. Study, les coordonnées duales d’un rayon, le concept de
rayon coincidant avec celui de droite dans le champ réel.

Cela étant, M. Study appelle angle dual de deux rayons l'expression 6 + dw
{0 angle, d plus courte distance) et démonlre que l'on a

N, Y, + AN,

cos(h + dw) = .
YA P B VA TR R T

La formule (10) n'est donc pas nouvelle, mais elle ne parait pas encore trés
connue, et comme elle est d’importance égale aux formules classiques (g), il semble
qu’il y ait intérét & la souligner.

40. Enfin. dans le Chapitre 1v, j’étudic les déplacements cayleyens, qui corres-

. C. . 7 B8\ . .
pondent, comme nous l'avons dit, aux substitutions linéaires ( ‘\> a coefficients

/0
complexes. Dans le cas général, un pareil déplacement est hélicoidal; il est com-
posé d’une translation de longueur d le long d’'un axe et d’une rotation dangle 6
autour de cet axe. M’appuyant sur la formule (10) je démontre que 'on a

/d . (a+3)y .
ch\F-}—z?):—-——;———x (r1)

formule simple que je crois nouvelle et qui sera fondamentale pour la Deuxiéme
Partie de ce travail. _

En vertu de nos conventions dualistiques, on peut dire aussi que le déplacement
hélicoidal est composé d’une translation de longueur d le long d’une droite coupant
Iabsolu et d’une translation de longueur Riz le long de sa droite conjuguée. Je

forme les relations, qui nous serviront dans la Deuxiéme Partie, entre le multipli-

- 8 - . .
cateur de la substitution (1 L\ et les multiplicateurs des homographies relatives
v3)
aux points des deux droites. Je termine en donnant une formule trés condensée (76)

pour la distance d’un point a une drcite, ou lI'angle d’une droite et d'un plan (*).

(*) Sur le sujet de cetle Premiere Partie, je citerai, en dehors des mémoires signalés au
cours de ce Chapitre, les exposés didactiques contenus dans le tome | des Automorphe
Funktionen de Fricke et Klein (1897) et dans les Principes de Géomélrie analylique de Dar-
boux (1917). Dans ce dernier ouvrage, les avantages de la considération de Vespace « inac-
cessible » sont mis particulicrement en relief.




CHAPITRE 1I

GEOMETRIE CAYLEYENNE HYPERBOLIQUE : PARTIE DESCRIPTIVE

44. Soit OABC un tétracdre de référence réel. Nous prendrons pour absolh au
cours des Chapitres 11, 111, 1v, la quadrique

x4y ' —zt =o. (12)

C’est un ellipsoide, tangent en O au plan z=o0 ou OAB, en C au plan t=o0
ou ABC.

Soient x, y, z, t, les coordonnées d’'un point quelconque, son plan polaire par
rapport & I'absolu aura pour équation

2,2 + 2y,y —t,z—z,l = o. (13)

Cela posé, nous ferons correspondre & la forme  Hermile f, de coefficients (a, b, c)
ou (a, b,, b,, ¢) 'ensemble du point de coordonnées

et de son plan pyolaire par rapport & U'absolu

2b,x + 2b,y + az + ¢t =o. (15)
Le discriminant A de la forme f est

=ac—bb,=ac—b—0b.

Si A est positif, la forme définie f représente un point intérieur & ’absolu, et
son plan polaire, lequel ne coupe pas I'absolu,

Si A est négalif, la forme indéfiniec / représente un point extérieur & I'absolu,
et son plan polaire, lequel coupe I'absolu.

Si A est nul, la forme f représente un point de 1'absolu et le plan tangent en
ce point.

Pour compléter ces corvenlions observons, en premier lieu, que la représenta-
tion géométrique d'une forme d’Hermite que nous venons de donner ne fait inter-
venir que les rapports des quantités réelles (a, b,, b,, ¢). Deux formes d'Hermite
semblables, c’est-a-dire dont les coefficients sont proportionnels, le facteur de pro-

portionnalité étant réel, auront donc méme point et méme plan représentatifs.
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Enfin nous aurons besoin de considérer des points, que nous appellerons points
imaginaires, et (ui, par rapport au tétraédre de référence réel OABC, auront des
coordonnées x, y, z, t complexes. Les coefficients a b, b, ¢ de la forme d’'Hermite
correspondante, au lieu d’étre réels, seront alors complexes. Nous dirons que nous
avons affaire & une forme d'Hermile généralisée.

42. Nous allons maintenant introduire les génératrices rectilignes (imaginaires)
de I'absolu. L’équation de ’absolu

'+ y —zt=o0
peut s’écrire
PQ—RS=o0
en introduisant les plans

P=x+iy, Q=xz—iy, R=2z, S=1t.

Les deux systémes ()), () de génératrices de I'absolu sont donc définis par
Alwid I PIQIRIS
Nty lx—iyizit
d’ou I'on tire-

Atp  A—p

P

2 Y txlylzit. (16)

La forme d’Hermite généralisée, de discriminant nul
XX, = 2N Y — o XY, 4+ 2 YY, = (X —2Y) (X, — 1 Y,) (17)

représente donc I'ensemble du point de 'absolu situé A I'intersection des généra-
trices ) et u. et du plan tangent en ce point (plan des deux génératrices X et p).
Pour que ce point ct ce plan soient réels, ou, ce (ui est équivalent, que la forme
d’Hermite généralis¢e devienne une forme d’Hermite ordinaire, il faut et il suffit,
d’aprés (16) ou d’aprés (17), que et u soient des nombres complexes conjugués.
Posons alors Z=7J=uyu,, nous aurons une représenlation de la variable complexe Z

sur la surface de la quadrique absolu, lout & fait analogue a la représentation clas-

sique sur la surface d'une sphére. Le point de 'absolu d’affixe Z aura pour coordon-
‘nées tétraédriques

Z

Z+12, 7

2 ) 20

=~ ZZ,: 1. xlylz L. (18)
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11 lui correspond la forme d’Hermite ordinaire 4 discriminant nul,

XX, — ZX, Y — Z, XY, + ZZ,YY, = T6(X — ZY).

Le point O a pour affixe Z=o0 et le point C, Z=oco. Notons que de (18) on
tire

x -+ Ly

7= : (19)

relation qui nous servira plus loin.

43. Soient fet f' deux formes d’Hermite, ordinaires ou généralisées. 1l résulte
aussitot de I'expression (14) des coordonnées du point correspondant i une forme
d’Hermite que la forme f+5f’, ot A est un paramétre variable, représente un point
de la droite joignant les deux points fet f', et son plan polaire, qui par conséquent
passe par 'interseclion des deux plans fet f'.

Le discriminant de la forme f4+7%f" est

A4+ In+4 A%
ou J, A’ sont les discriminants de f et de f' et I Uinvariant simultané, toujours
réel,
I =ac' +ca" —b b —bb',.

Nous connaissons déji la signification de A=o0, A'=o0. La condition I=o0 est.

équivalente a
—2b,b', — 2b ', + ac' + ca’ = o.

Elle signifie donc, d’aprés (14) et (13), que le plan f conlient le point f' et égale-
ment que le plan f’ contient le point f, autrement dit, que les points f et f’ sont
conjugués par rapport a I'absolu, le plan polaire de I'un contenant l'autre. Nous di-

rons que deux formes d’Hermile fet f' seronl conjuguées, lorsque leur invariant
simultané I sera nul.

44. Considérons a présent une forme de Dirichlet
F = 4X 4+ 28XY + Y.

Soient m et n les zéros de cette forme, complexes en général, et que nous suppo-
serons d'abord distincls. Marquons sur l'absolu (fig. 1) les génératrices m et n du
systéme (1) et les génératrices m, et n, du systéme (w).
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Ces quatre droiles imaginaires se coupent en quatre points; les points M et N
sont réels et ont respectivement pour affixe, sur I'absolu, Z=m et Z=n. Les points
P et Q sont imaginaires conjugués ; les droites MN et PQ sontdonc réelles et de plus,
comme on le voit aisément, conjuguées I'une de I'autre par rapport a I'absolu. Nous
représenterons la forme de Dirichlel ¥ par ce couple de droiles réelles conjuguées.

FiGc. 1.

Par convenlion, nous appellerons premiére droile, (A), la droite MN qui coupe
I'absolu en deux points réels; I'autre sera la seconde droite, (D).

Remarquons que cette représentation ne fait intervenir que les zéros de la
forme F, ou, en d'autres termes, que les rapports des coeflicients complexes 1), B, C.
Deux formes de Dirichlel sembluables, c’est-a-dire dont les coeflicients sont prbpor—
tionnels, le facteur de proportionalité étant complexe, seront donc représcntées par
les deux mémes droites (1) et (D).

Nous allons montrer que les coefficients A, ®, ¢, de la forme F, s’expriment &
un facteur de proportionalité prés en fonction des coordonnées pluckériennes des
droites (A) et (D), et réciproquement.

415. Soient d’abord
Dl! pll pll plfl p'l pac

ou par abréviation (p;;) les coordonnées pluckériennes d’une droite réelle. On sait
que ces coordonnées sont six nombres réels satisfaisant a la relation

PiePas — PiaPes + PuPey; == 0 '(20)
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et que la'droite qu’elles définissent appartient aux quatre plans

I)Isy + 1)13‘.’ + ]I“l =0,

\[)“(I.' +pg:l:+pnl:o'
(a1)

P:|w+p3!y +Pul=0'

\pux+puy +puz =0

(si Ton fait la convention d’écriture p;;=p;). Nous allons chercher & former
I'équation du second degré qui a pour racines les affixes des points ot la droite (p;;)
rencontre 1'absolu.

A cet effet, si «, y, z, ¢ sont les coordonnées d’'un point de cette droite, posons

x + iy

7= . Z sera un paramétre définissant un point courant sur la droite, & condi-

tion que { ne soit pas constamment nul (droite du plan {==o0, ou ABC) ou encore

- et -{— ne soient pas conslants (droile passant par le point (oo10), ou C). Ecar-

tant ces cas particuliers sur lesquels nous reviendrons dans un instant, nous voyons
que les Z des points communs a la droite (p;,) et & 'absolu coincideront avec les af-
fixes de ces points sur 'absolu, d’apreés I'égalité (19) du paragraphe 12.

Pour obtenir I'équation cherchée nous devrons donc éliminer x. vy, z, ¢, entre
cette égalité (19), 'équation de I'absolu (12), et les équations de deux des quatre
plans (21) définissant la droite (p;;), par exemple les deux premiers. La résolution
du systéme

pny +p1:|z +put =0,

P + P+ pul=o0,
x 4ty —Zl=o0
donne
[ x " .
DT = p,,(P,,A - lpu)’
y .
A D'.?‘ :1)”(—-1)”Z + lpu)’
z , .
DT = pn(puL iy % + lpu)
avec

D= pu<pn - ipn)
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et en reportant ces valeurs de

, —Zl-, —i— dans I’équation de l'absolu, il vient

I’équation du second degré
(pm_ip:s) Ze_ﬂ(”u—_i]_);—')z_—(pu + ipu) :70' (22)

Les coefficients de cette équation sont, en définitive, ceux de la forme de Dirich-
let (LBC) correspondant a la droite (p;))

(pas - ips:;) X*— 2(1)34 - L—p?“_\) XY — (pu + ipu) Y*. (23)

/
Mais, dans la représentation que nous avons adoptée, 4 la forme de Dirichlet
(bLBEC) correspond non pas la droite (p,;) seule, mais I’ensemble de la droite (p;;) et

de sa conjuguée. Soient (g;;) les coordonnées pluckériennes de celle-ci, on a, comme
on le voit ais¢ment

qu:__np;u’ qﬂ:—pn’
(lnzpizﬂ quznpu’ (24)
9y = — Pao> q-.u:%'

Si la représentation proposée est légitime, le calcul que nous venons de faire doit

conduire, & partir des nombres (g;;), & la forme (23) elle-méme, ou & une forme
semblable. Et en effet la forme

(qm - iqza) X — 2<q36 - L%) XYy = ((Iu + iqu) Y?
est, d’aprés les relations (24), identiquement égale &
i[ i) X = a(pu— 22 )XY — (o i)V | (35)

C’est donc bien la méme forme, a un facteur de proportionalité prés, qui corres-
pond a deux droites conjuguées quelconques (p;;) et (¢;;) el nous pouvons écrire in-
difféeremment

. . P, . s
Dys — Py, : '—pu+ t——,;; : "‘I)“_’lp,,:-{' . 1y ¢ /
ou bien (26)
. . -G, . P S R TP
9is — U4y . — 4, +t .4, gy = AR Cl

2



20 PH. LE CORBEILLER

Revenons sur les cas particuliers que nous avons laissés de coté : droile p;; située
daas le plan { = o (ou ABC) ou bien passant parle point C. La premiére condition
s’exprime en coordonnées pluckériennes par

')li :piil - l)ill - o:
la seconde par

DIJ - l)!:l - 1)63 =0

et ces deux cas se correspondent par dualilé, puisque le plan ABC est tangent &
I'absolu en C (par. 11); autrement dit, si la premiére droite, (A), passe par C, la
deuxiéme droite, (D) est dans le plan ABC. L’un des zéros de la forme (ABC) est

donc infini, puisque le point C a pour affixe Z = oo (par. 12). Et nous voyons qu’en

effet le coefficient .1, est nul si 'une ou l'autre des suiles d’égalités que nous venons

d’écrire est vérifiée. Les formules (26) ne cessent donc pas d’étre valables dans ce cas.

46. Nous venons de trouver Uexpression des coefficients (ABC) a partir des
coordonnées (p,;) dune droite réelle quelconque oun des coordonnées (g,;) de sa con-
juguée; cherchons a résoudre le probléme inverse : trouver les droites (p;)), (¢;;) qui
correspondent a une forme de Dirichlet (LR€) donnée, et aux formes semblables.

Il semble qu’il n'y ait pour cela qu’a identifier la forme donnée (ALBCE) avec la
forme (23) puis avec la forme (25). Mais cela n’est pas possible immédiatement. En
effet, si nous formons le déterminant de la forme (23), il vient

D =R AC

2
2 12 . 2
= DuPo + PeyPes + (pu> - <p2 > - "(Pup;u — PyuPas + pupn); ( 7)

donc, en vertu de la relation (20) le déterminant de la forme (23) cst nécessairement
réel. Le déterminant de la forme (25) est évidemment égal au précédent changé de
signe. Ainsi une forme de Dirichlet (1:BC) quelconque ne peut pas étre identifiée
aux formes (23) ou (25), car son déterminant est en général complexe. Mais il est
facile de trouver une forme, dont les coeflicients soient les coefficients A, B, €
multipliés par un méme facteur ¢ + th, et dont le déterminant soit réel. 11 suffit,
si a + (b est le déterminant 0 de la forme donnée (1:B¢), d’annuler le coefficient

de \/:_1 dans le produit
(@ + ib) (g + ihy*. .
On trouve ainsi la condition

bg* + 2agh — bh* = o.
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v ’ ( ’ ’ . ’ ’ .
Il en résulte deux valeurs réelles pour 1’/1—, et I'on s’assure aisément qu’elles condui-

sent & deux séries de formes dont les déterminants sont réels et de signes opposés.

I1 est clair d’autre part que le déterminant @, qui d’aprés (27) varie d’une
maniére continue avec les (p;;) et qui est nul lorsque la droite (p;;) est tangenle &
I’absolu, a un signe déterminé pour toutes les « premiéres droites » qui coupent
I'absolu, et le signe contraire pour les « deuxiémes droites » qui ne le coupent pas. On

voit sur un exemple numérique quelconque, (par exemple la droite
1)n:0’ pn:l' I)u:.—-" Pen:O' pu:o’ p:u::o’

ou

qui coupe I'absolu et pour laquelle 9 =.— 1) que ce signe est le signe — pour les
premiéres droites. Par convention, nous admettrons que l'on a pris pour forme (JLBC)
représentative de toules les formes de Dirichlet semblables, une forme a déterminant
réel et négalif(*). Nous conviendrons encore de réserver la notation (py;) pour les
coordonnées des premiéres droites, la notation (q;;) pour les secondes.

Il est trés facile maintenant, une forme de Dirichlet ¢tant donnée, de trouver les
droites qui la représentent. Nous construirons d’abord une forme (,C) semblable
4 la forme donnée, et de déterminant réel et négatif. Nous identifierons ensuite
cette forme avec la forme (23) ce qui donnera les formules (26); et de ces derniéres
nous tirerons les expressions cherchées des (p;))

P =B —D), p.. :_t(l_:ll
A+ A’o ‘ Ho- Go)
,p“a:“—n—— » p"_—:___g_’ (28)
__exe __ Bk
pu - a2 . = " .

Pour obtenir les coordounées (g;;) de la deuxi¢éme droite nous pouvons, soit nous

(*) La raison de celle convention est qu'une substitution elliptique d’ordre deux (: Ba)

du groupe modulaire I que nous étudicrons dans la Deuxi¢ime Partie de ce travail, conserve
la forme de Dirichlet ya®* — 22y — 5y* qui est de déterminant — 1. De méme la substitu-
x5

tion d’ordre trois ( Lo 1) conserve la forme ava® 4 21 — 22)xy — 25y* de détermi-

nant — 3 (par. 70 et 71). Il est commode de conserver ces formes, telles qu'clles se présen-
tent, sans les affecter d'un facteur \/— P.
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servir des formules (24), soit identifier la forme (L$BE) avec la forme (25) ce qui
donne

g(/u =5 + :3,, ¢, = L _Z ‘{’o ,
] ¢+ 6,
1s = (b =), o =~ (29)
go=—C=C  _ ZiB—R)
1= 2 ’ sy — N .

Le raisonnement précédent est toutefois en défaut pour les formes de déterminant
« nul. Une forme a déterminant nul a ses deux zéros confondus; on peut 'écrire
(LX+RBY)* et lui faire correspondre un couple de droiles conjuguées quelconque du

o
plan tangent & I'absolu au point d’affixe 7 —= — il Il suffit pour cela d’identifier la

A

forme (AbBC) aux formes (23) et (25), ce qui donne les droites conjuguées (28) et

5

(29): puis, mullipliant les coeflicients A, R, €

par un facteur complexe quelcon-

que (ce que ’on peut faire ici sans que le déterminant de la forme cessc pour cela

d’étre réel), les coordonnées (p;;). (g;;), varieronl en représentanl loujours deux

droites conjuguées tangentes a I'absolu au point Z = — L;) Ce cas est donc vérita-
A

blement un cas d’exception.

Nous conclurons que l'ensemble des formes de Dirichlel semblables ¢ une forme
donnée (ALPC), @ délerminant non nul, peut étre représenté géométriquement par
lensemble de deux droites réelles, conjuguées Uune de Uautre par rapport a U'absolu ;
et réciproquement.

Ayant ainsi établi une correspondance entre les points, droiles et plans de l'es-
pace cayleyen d’unec part, les formes d'Hermite et de Dirichlet d’autre part, nous al-
lons résoudre quelques problémes élémentaires de géométrie analytique, dont la
solution nous sera utile par la suite.

17. Nous allons chercher dans ce paragraphe la représentation paramélrique d’'un
point réel mobile sur la premiere ou sur la seconde droile (LBEC).

Considérons d’abord la premiére droite, c’est-a-dire celle qui coupe I'absolu en
deux points réels, M et N (fig. 1).

Les points M et N ayant pour affixe m et n correspondent aux formes d’'Hermite
& discriminant nul

To(w —my) et Jo(x—ny).
La forme d’'Hermite

~(x — my) + wlb(x — ny), (30).
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ol X et . sont deux nombres réels variables, représentera donc un point réel de la
droite MN, et son plan polaire passant par PQ. Soient a, b, ¢ les coefficients de
cette forme d’Hermite, A son discriminant, il vient en développant I'expression (30)

a=hi+u,

'\I) = — (a4 wn), G1)
¢ =imm, + wnn,,

(.\:Xp(m-——n)(m;—no).

Le point (abc) est ainsi défini sur la droite MN en fonction du paramétre
A IS . - s 7 :
réel —. Lorsque — >0, Ao, le point (abc) est intérieur a I'absolu. Le point M
w v
. h . . A
correspond & — = oo, le point N 4 — =o.
178 I}.
Cherchons maintenant a représenter un point réel situé sur la deuxiéme droile
(LBEC), ou PQ (fig. 1). Les points P et Q sont imaginaires conjugués, ils corres-
pondent, d’aprés la formule (17), aux formes d’Hermite généralisées

(@ — my) (@, — n,y,) et (&—ny)(@,—m,y,)-

La forme
M@ — my) (2, = 1,y) + (@ — ny) (£, — m, ) (32)

ou X et p. sont deux nombres complexes variables, représente un point, réel ou imagi-
naire, de la droite PQ; pour que ce point soit réel, il fautet il suffit que la forme (32)
correspondante soit une forme d’'Hermite ordinaire, a coefficients a et ¢ réels, c’est-

a-dire que w =17, Développant la forme (32) en remplacant w par %,, il vient

= A+ )‘o ,
\ b = — (xm + x,n),
; . (33)
¢ =ikmn, 4+ rmn,
A= —,(m—n)y(m,—n,).

Nous avons ainsi en fonclion du paramétre = (quantité complexede module un)
0
I’expression d’un point courant réel sur la droite PQ et de son plan polaire passant

par MN. Le discriminant A est ici toujours négatif, ce qui concorde avec le fait que
tous les points de PQ sont extérieurs & I'absplu.

48. Condition pour qu’'un point appartienne a une droite. — Cherchons d’abord

3

la condition pour que le point (abc) appartienne a la premiére droite (LRC); le
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plan (abc) contiendra alors la deuxiéme droite (A:BC). Entre les trois premiéres
équations (31) éliminons 7. el u, il vient la condition cherchée :

; a T 1

i

b —m  —n|=o:

c mm, nre; *
elle s’écrit en développant
Conn,— mm m-—n
amn — b —= 2 4 ¢ —o0.

m,—n, m,—n,

Or, m et n sont les zéros de la forme (ALRBC) dont par hypothése le déterminant

9= —D, D étant un nombre réel et positif. On a donc
(‘0
mn — —,
A
—a/—D ay/—D m—n A,
m——n:-—l’——-—, m,—n, = 1 , T
e DAY o T 1t (A
nn,—mm,  —(m+n)(m,—n)—(m, + n,)(m—n)
m,—n, a(m, — n,)

_(&__ _‘L_B_“ X ({)“
T
B— R,

E

La condition cherchée s’écrit donc finalement
alC—bPB—R,) —cl,=o. (34)

En remplacant dans cette expression .4,, ), ¢ par (A, i, Ci) nous obtiendrons
immeédiatement la condition pour que le point (abc) apparlicnne & la deuxiéme:
droite (ALRC), ou que le plan (abc) contienne la premidre droite (LRC); celte
condition est

alC — biH + B,) + ¢, = o. (35)-

49. Droite passanl par deur points, et droile commune & deux plans. — Soit
S=uXX, + 0X,} + 6, XY, + cYY,.

une forme d’Hermite. Elle représente un point et son plan polaire. Elle définit aussk
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le cone tangent & I'absolu ayant pour sommet le point, et la conique, intersection
de son plan polaire et de 'absolu (). Ces éléments sont réels si le point (abc) est exté-
rieur ou la forme f indéfinie, imaginaires si le point (abc) estintérieur ou la forme f
définie. Les affixes des points de la conique satisfont a une relation que I'on obtient
en écrivant que la forme 1. (Z—\XY) est conjuguée (par. 13) de la forme (abc),
ce qui donne

aZZ, + bZ, + b7 + ¢ =o.

Soit une deuxiéme forme d’Hermite ' = (a' &' c¢'); les points ae 1a conique corres-
pondante sont donnés par

all,+bVZ +bZ4c =o.

Les affixes des deux points (réels ou imaginaires) communs a ces deux coniques
sont donnés par

aZ + b b7 + ¢
(;'Z + b OZ+ ¢

et par suite la forme de Dirichlet qui représente la droite joignant les deux points
(abc), (a'b'c'), et la droite intersection des deux plans correspondants est le cova-
rianl 3 des deux formes d' Hermite f el f'.

v,
AL
ryh

|

e=|" (36)

g
-~
<

~
tad
<

(*) Le systétme (2, X') introduit au paragraphe 7 comprend en réalité six éléments se
correspondant deux a deux par dualité et qui sont introduits simultanément dés que I'on
définit dans I'espace cayleyen une figure X :

1° la figure X 2° la figure X' polaire de ¥ par rapport
a I'absolu A
3¢ Pintersection de X et de A 4° la développable circonscrite a X'
cta \;
5° la développable circonscrite & X 6° I'intersection de X' ct de A.
eta A;

Dans le cas d'une forme d’Hermite ce systéme se réduit aux quatre éléments : point,
plan, conique et cone. La correspondance est évidente avec les éléments correspondants du
demi-espace de Poincaré : point, demi-sphére. cercle (5) du paragraphe 5, cone isotrope
de Laguerre. Dans le cas d'une forme de Dirichlet on a les droites () et (D), leurs points
d'intersection avec A. et les quatre plans tangents & A dont les équations M, N.P,Q = o
interviennent au paragraphe 34.

&
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Le déterminant % de cette forme, en fonction des invariants A, A', 1, de f et f;,
est donné par

49D = 1"—4AN (37)

Il est réel; on prendra dans les calculs la forme 3 elle-méme ou la forme sem-

blable ¢ \/—— t suivant que 9 sera trouvé négatif ou positif.

20. Formes de Dirichlel conjuguées; lélraédre aulopolaire. — Soient F et F'
deux formes de Dirichlet, de déterminant ® et 4; le déterminant de la forme
F + WF' est

O —Hxi 4 P2
en posant

H= A€+ CA&' — 28R (38)

H est I'invariant simultané des deux formes F et I,

Nous allons chercher la traduction géométrique de la condition H = O, et nous
trouverons qu’elle signifie que les deux couples de droites que représentent les
formes F et F' se rencontrent deux & deux en quatre points, qui sont par consé-
quent les sommets d'un tétraédre auto-conjugué par rapport a I'absolu. ,

Ecrivons en eftel que les deux premiéres droites F et F', soit (p;;) et (p's), se
rencontrent. La relation qui exprime ce fait en coordonnées pluckériennes est

[)1:1)'35 - 1)|:xp'25 =+ pup’g:r + 1"1:['41 _1"11;/):13 + ["ul":.u = 0.

Remplagons dans cette relation les (p;;) par leurs valeurs (28) en fonction de
(H B C) et faisons de méme pour les (p';)), il vient

il—H, =o,

c’est-a-dire H réel. Ceci est donc la condition pour que la premiére droite (b % C),
soit (1), rencontre la premiére droite ()" C'), soit (&'). Les deuxiémes droites (D)
el (D) se rencontreront alors aussi. Mais en général (A) ne rencontrera pas (D), ni
(a9, (D).

La condition pour que (A) rencontre (D') s’obtient, sans refaire le calcul précé-
dent, en écrivant la condition que nous venons de trouver, « invariant simultané
réel », pour les deux formes (LR C) et (A'i, R'i, C'i). Cela donne cette fois, en

représentant toujours par H la méme expression (38),
H+H =o

ou H imaginaire pur.



FORMES QUADRATIQUES A INDETERMINEES CONJUGUEES 27

Réunissant ces deux conditions, H = O sera la condition pour que les couples de
droites (A, D) et (A", D') se rencontrent deux « deux en qualre points.

Nous allons maintenant chercher les coordonnées de ces quatre points.

Soit la forme F

(x — my) (x — ny).

Les formes F' conjuguées a F (c’est-a-dire telles que I'invariant simultané H de F
et de F’' soit nul) sont données par la formule

F'=v(x —my)" + :(x — ny)’

ot v et g sont deux nombres complexes quelconques. On démontre en effet aisé-
ment que I'on a F' = vF, 4+ oF,, F, et F, étant deux formes particuliéres conju-
guées a F; puis on remarque que (x — my)* et (x-—ny)* sont de telles formes.

Nous connaissons les expressions paramétriques (31) et (33) d’'un point situé sur
la premiére ou sur la deuxiéme droile F; nous allons exprimer & l'aide des relations
(34) et (35) que ce point se trouve sur la premiére, puis sur la seconde droite F'.
Il ne serait pas possible de trouver des points satisfaisant a ces conditions si les
formes F et F' étaienl quelconques, mais ici nous obtiendrons les coordonnées de
quatre points réels, ce qui vérifiera a posteriori la proposition que nous venons de
démontrer.

Point M,, situé sur les premiéres droites F et F'. — Ce point (abc) appartenant
a la premiére droite F', on devra avoir

aC-—-bR—M,)—cl,=o0 (34)
ou
a(vm' + Pn') - b(vm + Pll - Vomw - Po’lo) - C(Vo + Po) = Q'

Comme il appartient aussi a la premiére droite F, on a

a=i+p, b= —0GQm+vyn), c=rmm,+ pw,, @3r)
d’ou
A vm(m—n)+v,n(m,—n,)
[l o .Gn(,n - "’) + F’on(nla_no)

ce qui peut s’écrire

N \/EmX\/\«p(m—ll)+ \/in\/zg(mc—n.)
[ S

® — -
\/‘—n X Vg (m—n) + \/$m Vazo (M, — 1)
v J

(&)
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Mais nous ne devons pas oublier qu’en établissant la formule (34), nous avons sup-
posé que le déterminant 0 de la forme (LRC), ici F, était réel et négatif. Ce
déterminant est —vz(m — n)*, qui est donc réel et négatif, et par suite \/v; (m—n)

est réel et égal & son conjugué /v, : (m,—n,).

, . I . . .
En tenant compte de cette remarque, I'expression de — se simplifie et devient
|2

Y

v (39)

Portant cette valeur dans l'expression (30), la forme d’Hermite correspondant
au point M s’écrit

Vv (@ — my) (, — m,y,) + \/ 72, (2 — ny) (z, — n,¥,).

Un calcul absolument analogue au précédent donnera pour le point M,, situé
sur la premiére droite F et la deuxiéme droite F’

Vv,

pA
—-—=— = (4o)
w Ve,
Pour le point M,,
vV,
== (4n)
v Ve
Pour le point M,,
Y e, —
T:—\/Y_'iz \/ M) . (62)
¢ \/VoF - \/_ VP,
Finalement, nous obtenons les quatre formes d’Hermite
(M“) \/;-v_o (.’1) - my) (wo - n‘lnyo) + \/;.z; (.’17 - ’ly) (wo —n, yo)
M, Vo, (@ — my) (@, — m,y,) —\/zz, (@ — ny) (x, — n,¥,) 43)
M) Ve e—my) @, —n,y) + Vs (@ —ny) (@,—m,y,)
M) Ve (2 = my) (@, n,y) — V= v,z (@ — 1Y) (@, — m,y,)

et 'on voit que ce sont bien des formes d’Hermite ordinaires correspondant a des
points et plans réels. (Cela est évident pour les deux premiéres: quant aux deux
derniéres, elles sont la somme de deux formes d’Hermite généralisées, dont les
coefficients sont respectivement conjugués.)
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21. Perpendiculaires communes a deux droites. — L’analogue, en géométrie
cayleyenne, des perpendiculaires élevées & une droite (A) par un point de cette
droite, sont les droiles menées par le point et rencontrant la conjuguée (D) de (A)
par rapport a 'absolu. [l suit de 14 que ces droites sont aussi perpendiculaires a (D).
Si nous considérons deux couples de droites (A, D) et (A, D) n'ayant aucun point
commun, il v aura, comme 'enseigne la géométrie classique, deux droites (d) et (3)
rencontrant a la fois ces quatre droites. Ainsi deux droites (D) et (D) admettent en
géométrie cayleyenne deux perpendiculaires communes, (d) et (3); leurs conjuguées
(A) et (A') admettent les mémes perpendiculaires communes, et les droites (d) et (3)
sont conjuguées. Nous allons chercher la forme de Dirichlet qu’clles représentent.
Soit

S=(LBC) laforme que représentent (D) et (4),

ST =A'RE) » » » (D") et (A7),
J=AA"R"én » » » (d)et(d);

on devra avoir

AC" 4+ CA"—28H" =0
AC+ A —2 PR =0

AT —2R L C AR =B L CA— AC L BC—CR.
La forme (A" B" C") peut donc s’écrire
| X+ BY BX+CY
S AXHRY BX Y

et par suite la forme de Dirichlet, qui représente les perpendiculaires communes
aux droites représentées par deux formes de Dirichlet F et F', est le covariant J
des deux formes F et F',

0F JF
Y=o | “

Le déterminant 9" de la forme J ou (A"R"C") en fonction des invariants @, @', H
de F et F' est donné par

49" = H* — 4D (45)
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1l sera donc en général nécessaire de multiplier les coefficients de J par un facteur
complexe convenable pour rendre " réel et négatif.

La considération des droites J va nous permettre de résoudre le probléme sui-
vant : que représenle la forme de Dirichlet f+3.f', ot 7. est un paramétre complexe?

Pour chaque valeur de 7, f+7/" représenle un couple de droites. % étant un pa-
rameétre complexe, f+7%/" représente, pour I’ensemble des valeurs de %, une double
infinité de ces couples, c’est-a-dire une congruence. Ecrivons que la premiére droite-
S+2f" passe par un point donn¢ (abe) ; il vient une équation du premier degré en X.
Donc il passe une (premiére) droite f+7/" par un point donné, c’est-a-dire que nous
avons affaire & une congruence lindaire. Je dis que cette congruence est lU'ensemble
doublement infini des droites s’appuyant sur les droites J. Cherchons en effet s’il est
possible de trouver un couple de droites, f"(1,"N"C"), rencontrant constamment le
couple (f+73/"). On devra avoir

A€ +2E) + (D + 1) — 2B(B + 2R) =0

ou

ACH+ECH—28"B) +r(AC +C" AV —28"R) =0

et nous retombons par conséquent sur les relations qui nous ont donné les coeffi-
cients de la forme J.




CHAPITRE 11

LA METRIQUE CAYLEYENNE

22. Distance de deux poinls. — La distance de deux points M et M' de I'espace
cayleyen est définie comme il suit :

Soit A, B, les deux points ot la droite MM’ rencontre l'absolu, R(M'MAB) le
rapport anharmonique des uatre points dans I'ordre indiqué, on pose

MM’ = (L Log R (M'MAB), (46)

expression ot C est une constante, évidemment de dimensions inverses d’'une lon-
gueur. Nous poserons suivant Darboux

C=x )

R étant une Iongueur arbitraire (*).
Soient fet f' les deux formes d’Hermite représentant les deux points M et M';
la forme f+if' représente un point de la droite MM’ et les valeurs de 2 qui corres-

pondent aux points A et B situés sur 'absolu sont donnés par I'équation du second
degré

A4+ Ih+ AR =o0.

Soient donc (o, =0, %,,%,) les valeurs du parameétre X qui correspondent aux
points (M, M’, A, B), on a

ROUMAB) = 2 —h . 0=k & —14VI'— 4y

o—h o—h AT iy
Puisque, d’aprés (46) et (47),

d=MM = % Log R,

(*) L'espace cayleyen hyperbolique est a courbure constante négative (Riemann, Uber
die Hypothesen....; Klein, mém. de 1871). Avec ce choix de la constante C cette courbure

y —1 . o \ ; .
est égale a TR La trigonométrie est alors la méme que sur une spheére de rayon Ri.
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on a aussi
R = e% = 1+ \/m
—1— /PP — AN
d’oul 'on tire par un court calcul
A
i*%f_ =ch’%=—£{?. (48)

Telle est la relation entre les distances de deux points et I'invariant simultané

1 . . .
absolu N des formes d’Hermite qui les représentent.

23. Angle de deux plans. — L’angle de deux plans p et p’ est défini comme il
suit : Soient « et § les deux plans tangents menés a 'absolu par leur intersection,
on pose

A I

Par extension des relations projectives de la géométrie euclidienne, on dira que
les deux plans u, p’ sont perpendiculaires lorsqu’ils seront conjugués par rapport au

T A w
couple «, 8, c'est-a-dire lorsque R(w'wa)=— 1. Pour rendre pp' égal & — dans
, 2
ce cas, on prendra la constante arbitraire C' égale & 2i :

VAN
' = L Log R (w'yat). (50)

Soient maintenant f et f’ deux formes d’Hermite, M, M' et u, u' les points et
plans qu’elles représentent; le rapport anharmonique :R(M'MAB) est égal au rap-

A
port anharmonique R(yp.'nz8) par dualité; si douc on pose 6 = uy', on aura immé-
diatement, sans qu’'il soit nécessaire de reprendre le calcul précédent,
I

(4
3Ri————log R = 200, (51)
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d’ou

cos® 0 = —[:l\—A—, (53)

24. Discussion des formules précédentes. — Les formules (48) et (52) montrent
que la distance de deux points, comme l'angle de deux plans, sont susceptibles
d’une double série de déterminations. Soient d, et 9, I'une de ces déterminalions,
les autres sont comprises dans les formules

(83)

k étant un nombre entier quelconque positif, négatif ou nul.
L’indétermination exprimée par le double signe + est factice et provient d’une

élévation au carré au cours de nos calculs; P'une des séries de valeurs correspond
— A P
évidemment a la distance MM’ et a I’angle wy/, el Pautre a la distance M'M et A

I'angle y./’z\.u, distinction expressément faite par les formules (46) et (49). Mais 'indé-
termination qui substiste & Pintérieur de chacune des séries (53) ne peut étre levée;
en raison de la définition de la distance a I'aide d'un logarithme il existe ici une pé-
riodicité pour les longueurs aussi bien que pour les angles.

Il est possible toutefois de définir une des déterminations de la distance MM’ de
telle facon que cette détermination soit réelle lorsque les deux points M, M' seront
intérieurs a Uabsolu. Nous poserons a cet effet

= m+4in

=]

avec les conventions suivantes :

I* v [—1* w
m<o, m = — arg sh s n=—.

I* 3
O<A_A:\7<l' m=o, n=a|'c005\/z&\-,,

-~

1< I m = arg ch I n=o
Adn’ =arg A3A" =0
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N T .
La quantité F( décrira alors la ligne suivante dans le plan analytique (les va-
I!
leurs correspondantes de ay sont entre parenthéses) :

n
(z==/ 19 4 re
z
(7) (+ o)
o m
Fic. 3.

2
Voyons comment varie I'expression AN avec les positions respectives de. deux

points M et M. Supposons d’abord que la droite qui joint ces deux points rencontre
I'absolu (premiére droite). On trouve alors facilement, en remplagant (abc), (a'b'c’)
par leurs cxpressions paramétriques (31)

l = G’ + W) (m—n)(m,—n,),

d’ot
1* . O 4+ W w)*
LAA T Ahud' w!
R )\ ‘I S x’ $ ]
=1 + -(p—‘\,—l;:)—.
Lipr'p.

o . A » - . -
De la premiére expression il résulte que si — et — sont de signes contraires
123 ol

y
2

(un point intérieur a I’absolu, l'autre extérieur), VY

'

est négatif.

~

De la seconde il résulte que si et sont de méme signe (points tous deux

';\l

l.l.

extérieurs, ou tous deux intérieurs), ——
4AA

Supposons maintenant que la droite MM’ ne rencontre pas l'absolu (deuxiéme

2
est positif et supéricur a 'unité.

droite) les formules (33) donnent de méme .

I = —(0W, 4+ 22)Y(m—n)(m,—n,),
Gl 4+ W)
42y SR
G, — ')’
=1+ =
ANV
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2

La premiére expression montre que iy est toujours positif, la seconde, qu’il est

toujours inférieur a I'unité (en effet, xi', — %, 7' est une imaginaire pure, dont le
carré est négatif).

Nous pouvons donc établir le tableau suivant des déterminalions de (d,) :

TaBLEAU [.
- —
|
S s d, complexe, de la forme
1 point intérieur, 'autre extérieur.. 9 AV <o m + Bi—:'—
\
2 points extérieurs, leur droite ne 1* . L.
coupant pas I'absolu............ o< 4N’ <1 d, imaginaire pure.
| u
2 points intérieurs; ou bien 2 points) "
extérieurs, leur droite coupant 1< d, réel.
, 4AA
Pabsolu ....................... l
|

Telles sont les différentes circonstances qui peuvent se présenter. Nous n’oublie-
rons pas que la distance d = M M’ n’est pas uniquement égale & d,, mais aussi a d,
augmenté ou diminué d’'un nombre entier de périodes Ri=.

Il résulte en particulier de ce tableau que si nous désignons par ds* le carré de
la délermination d, de la distance d’un point M & un point M’ infiniment voisin,
ds* sera positif pour loutes les directions autour de M, si M est intéricur a I'absolu;
si au contraire M est extérieur a I'absolu, ds* sera positif a l'intérieur du cone de
sommet M circonscrit & I'absolu et négatif & I'extérieur de ce cone ().

Les cas particuliers suivants méritent aussi d’étre relevés.

Distance nulle. — La distance M M’ est nulle, soit lorsque les points M et M’
sont confondus, soit encore, d’aprés la définition (46), lorsque les points A et B
sont confondus. Les tangentes a U'absolu sont donc des droites de longueur nulle.

Distance infinie. — La distance M M’ est infinie lorsque 'un au moins des points
M et M'est confondu avec I'un des points A et B. La distance d'un point M intérieur
a I'absolu & un point M’ voisin, qui est, nous I'avons vu, réelle dans toutes les direc-
tions, augmente donc indéfiniment lorsque M’ se rapproche de 'absolu. Par rapport
aux points intérieurs, Uabsolu se trouve tout entier & distance infinie.

(M Clest a ce fait, dont les conséquences sont a présent familicres, qu'il faut attribuer,
croyons-nous. la répugnance qu'ont mise le plus souvent les géometres a appliquer 1a
métrique cayleyenne i l'espace « inaccessible ».
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Si le point M’ franchit I'absolu, la distance M M' prend (Tableau I) une valeur
complexe. C'est d’aprés I'ensemble de ces faits que Darboux a appelé 'espace exté-
rieur & Vabsolu, espace inaccessible.

Distance de deux points conjugués. — Si les points M et M’ sont conjugués, on
a I =0 (par. 13), et par suite d, = Ri E, grandeur constante quels que soient les

2
deux points conjugués. Par exemple, tous les points d’un plan sont a la distance
RiZ du pole de ce plan.
2

Nous ne ferons pas la discussion détaillée de I'angle de deux plans; en vertu de
la formule (51) nous poserons

dl
0‘_—_—7
l

£ )
et nous rassemblerons les différents cas possibles dans le tableau suivant, simple
traduction du tableau I.

TasLeav IL

\ It ( 0, complexe de la forme |
1 plan coupant I'absolu. 'autre non. ) KRV <o 3 % + i l
) !

2 plans se coupant a lintérieur de

i Pabsolu ....................... reel

c\—
AN
A

2 plans ne coupant pas I'absolu; ou; I
bien, 2 plans coupant ['absolu,; 1 << § f, imaginaire pure.
leur intersection ne le coupant pas

~

-
L
L

|
|
L
1
|
|
;’
|
i

v

L’angle 0 des deux plans est ¢égal a 0,, augmenté ou diminué d’un multiple

entier de la période =.

285. Relations métriques enlre deux droiles. — Soient (LBEC), (L' B' C') deux
formes d’Hermile. Nous portlerons d’abord notre attention sur les premiéres droites
qu’elles représentent. Ces deux droites (A) et ()) ont & l'intériecur de I'absolu une
seule perpendiculaire commune (3) [par. 21]. Par extension des définitions de la
géométrie ordinaire, nous appellerons distance des deux droites () et (1) la lon-
gueur d du segment qu’elles découpent sur leur perpendiculaire commune, et angle
de (M) et de (A') I'angle 6 des deux plans (3, A) et (3, A'). La distance de deux points

conjugués ¢tant une constante, les deuxiémes droites (D) et (D) découpent sur (3)
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un segment qui est aussi de longueur d, et les plans (3, D), (8, D') font aussi I'angle 6.
De plus, en vertu de la formule (51), la longueur du segment découpé par (A) et (A")
sur leur deuxiéme perpendiculaire commune est Rif.

Nous allons chercher & relier les quantités d et 0 aux invariants du systéme
ABE), (VR

A cet effet nous substituerons de nouveaux parameétres & ceux dont nous avouns
fait usage au Chapitre 1. Pour définir la position d’un poinl sur une premiére
droite (par. 17), nous poserons

y
I
!
3
|
(‘E

comme les paramétres homogénes i et u étaient réels, a est aussi une quantité
réelle. Pour définir la position d’un point sur une deuxiéme droite, nous poserons

— X J - T SR
r=e", w=e" = A,;

S A sy -
la quantité — étant de module un, = est encore une quantité réelle. Enfin pour
A

0
définir une forme de Dirichlet conjuguée a une forme donnée (par. 20) nous pose:
rons

— e—X—Iy y L= gx‘,‘l'iy .
Avec ces notations la distance de deux points, de paramétre a et a’, sur une pre-
miére droite, sera

ea

= R(a'—a)

2 e'z:t
et la distance des deux points « et o' sur une deuxiéme droite sera

R eniu’
= — Log
d 5 Log

= Ri(¢' — a).

De plus, les points d’intersection de deux couples conjugués de droites (par. 20)
seront définis comme il suit :

A
M™,) R \/ﬁ‘i devient a =x,
bt o
P v, X
(Mn) —:—\/1:1 » (l:xii':,
v ) 2
PN Ve,
(Mgt) T = \/;l‘_: » a=Y,
I3 ::; ™
M) —)::——\/;: » z-._y—_t?.
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Considérons maintenant les couples de droites (L B C), (b B €') comme définis.
a partir du couple (" A" €") de leurs perpendiculaires communes par les parame-
tres complexes (x + ({y) et (x + iy'). Les premiéres droites (1) et (A') rencontrent
la premiére perpendiculaire commune aux points correspondants aux valeurs x

et x' du paramétre «, et par suite la distance de ces points est

d=REXE —Xx).

Elles rencontrent la deuxi¢éme perpendiculaire commune aux poinls correspon-
dants aux valeurs y, et y' du paramétre «; par suite la distance de ces points est

Ri6 = Ri(y' — y),

6=y —y.
Or les invariants du systéme des deux formes

(ABE) = v (@ — my)* + p (x — ny)*,
(V& C) =V (x—my) + ¢'(x —ny)’

sont

D=—ve(m—ny, D=—vem—ny, H=0+Ve)(m=n';

on a par conséquent

L AT )
499D’ bvev'e!
x/-—X+iy'—iy —x!+x—iy'4iy \ 2
_ <e + e )
_ 2

=ch*x'—x + iy —iy)

— ch’(% + io) . (54)

26. Appliquons cette formule au cas de deux droites coupant U'absolu et qui se
rencontrent. — Supposons pour faciliter la discussion qu’on ait rendu 9 et Q' réels
et négatifs. Puisque ces droites se rencontrent, on doit avoir d =o0. Si elles se ren-

contrent a l'intérieur de I'absolu, 0 est réel, et 'on a

d .
b Ch(———&-t’)\-.——cosf):——_.
R Vi 2\/2\;’).
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H est donc réel et compris entre =+ 2\/@91’. Si clles se rencontrent i l'extérieur
de I'absolu, # est une imaginaire pure (6=in) (Tableau I1) et I'on a

ch (-d— + if)\ =ch(i.n.l)y=chn = —E;—.

R / 2/ DY
H est donc réel et supérieur a +2\/§§’. Si H était réel et inférieur & — 2\/55)7,
-on rentrerait dans le cas précédent en changeant de signe les coefficients de I'une
des formes. \insi nous vérifions bien la condition (H réel) trouvée au paragraphe 20
pour que deux premiéres droiles se rencontrent dans I’espace projectif, mais nous
voyons que pour qu’elles se rencontrent a l'intérieur de I'absolu, il faut encore que H

soit compris entre -+ 21/ DY, condition dont nous nous servirons dans la Deuxiéme
Partie (par. 79).

27. On peut démontrer directement que la distance de deux points P et P, ap-
partenant aux segments intérieurs & I'absolu de deux droites () et (A'), admet un
minimum, et trouver les points correspondants, par le calcul suivant (*) :

Soit a le paramétre réel définissant la position du point P sur la droite (A) joi-
gnant les points d’affixe m et n de I’absolu; b, p, g, les quantités correspondantes
relatives an point P’ et a la droite (1).

La distance PP’ est donnée par la formule (48),

. d 1'
PR T
et I'on a
A:(m—n,)(ma—no)’ A':'(\p—_q)(po_—qo)'
[=e"""(m—p)(m,—p,) + e " (m—q)(m—q,)
+ e (n—p)(n,—p,) + e (n—q)(n,—q,)-
Posons

(m—p)(m,—p) =€, (m—g)(m,—g) = e,
,(n_-p)(no—po)':ersl (n_q)(n"——(]o):ecﬂ,

(*) Ce calcul est imité de celui que Darboux, dans ses Principes de Géomélrie analytique
(par. 193), fait pour I'espace ricmannien. Dans I'espace riemannien on a des cosinus circu-
laires au lieu de cosinus hyperboliques, aussi la distance P’ admet-elle un minimum et
un maximum.
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il vient par un calcul simple

cyte, Cates

2\/1:'ch—-d—=e ? ch<a+b_f%_c£.>+e 2 ch(a—b—c‘—c'>_

R 2

Les a, b, ¢, étant réels, les cosinus hyperboliques varient de +1 4 4oc et le pre-
mier membre atteint son minimum lorsque 'on a simultanément

c,—¢

a+b—_—;_.__‘.,
2

c,—c,

2

a—b=

ce qui définit les points P et P', pieds sur les droites (3) et (A') de leur perpendicu-
laire commune ; et, en désignant par | « | le module \/oco:o d’une imaginaire «,
la distance d de ces deux lpoints (plus courte distance des deux droiles) est donnée:
par

d _ m—plin—q| + |m—q|n—p|

h
R Im—nl1p—q]

(35)

— On pourrait encore se proposer de chercher 'expression de la distance d'un
point & une droite, & laquelle correspond par dualité 'angle d’une droite et d'un
plan. Ce probléme sera plus facilement résolu lorsque nous pourrons faire usage des
déplacements cayleyens, que nous allons étudier a présent.




CHAPITRE 1V

LES DEPLACEMENTS CAYLEYENS

28. Nous établirons dans ce chapitre, & I'aide des résultats obtenus précédem-

ment, ce théoréme a présent classique (Poincaré-Klein) qu’une transformation ho-
mographique a coefficients complexes

_ (56)

ou <Y ;) , correspond a un déplacement de 'espace cayleyen. Nous compléterons
ce théoréme par quelques remarques, peut-étre moins connues, qui nous seront uti-
les dans la Deuxiéme Partie de ce travail.

Nous commencerons par traiter le probléme plus général suivant : Trouver tou-
tes les homographies de l'espace conservant une quadrique. Il faut, puisqu'une
pareille transformation fait correspondre une droite a une droite, qu'une génératrice
rectiligne de la quadrique proposée corresponde a une génératrice, soit du méme
systéme, soit du systéme opposé. On rencontre ainsi deux groupes continus de
transformations, mais un scul contient des substitutions infiniment voisines de la
substitution identique, celui qui fait correspondre entre elles les génératrices d’un
méme systéme; c’est celui des déplacements, que nous considérons seul ; I'autre est
celui des symétries. Soient » et u. les paramétres définissant les génératrices de 'un
et autre systéme; la correspondance entre génératrices d’'un méme systéme devant
étre algébrique, et bi-linéaire, on aura les deux homographies

M=S80) et u=T(w). 67

Chacune de ces homographies adinet deux racines doubles. Il y a donc en tout
quatre génératrices de la quadrique proposée, 7, x,, w,, u,, qui se correspondent a
elles-mémes ; non pas point par point, mais dans leur ensemble. Les points ABCD
ou ces génératrices se rencontrent deux a deux sont les points doubles d’'une homo-
graphie de l'espace, conservant la quadrique. Si I'on prend ABCD pour tétraédre
de référence, cetle homographie a pour équations

’ r ' ’

w|=g|‘r|’ X —:'gaxn’ X =g:ws’ £ =gbxl' (58)
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Avec des unités de longueur convenables 1'équation de la quadrique peut s’écrire
x,xr, —&r,r,—o.
Définissons alors les deux systémes de génératrices par les proportions
Alpliiplnlix, X, X, @, (59)
les homographies (57) prendront la forme simplifiée
W =kx, "= huw. (60)

Les génératrices )’ p’ correspondant au point (x';) transformé du point (x;) par
I’homographie (58) ou (60) seront données par

ST f e St PR AN L A
Mol i, e, ), (61)

et par suite les deux groupes de coefficients (g, g, 9, 9,) et (k, h) définissant la méme
homographie de l'espace seront liés par

kih:kh:v:i9,:9.79.%d.- (62)
Soient (D) et (A) les deux arétes du tétraédre ABCD qui ne sont pas des géné-

ratrices de la quadrique. L’homographie de 'espace considéré effectue sur les points
de (D) une homographie qui est la méme que celle des plans, x, 4+ sz, = o, passant

par (A), et dont par suite le multiplicateur est

g, I

De méme I’homographie des points situés sur (A) est la m&me que celle des
plans, x, + tx, = o, passant par (D), et par suite son multiplicateur est

9s __ S

29. Nous n’avons fait dans le paragraphe précédent aucune hypothése sur la
réalité des éléments dont nous nous sommes servis. Reprenons a présent le tétraé-
dre de r¢férence réel ABCD des Chapitres 11 et 11 et cherchons les homographies
réelles de l'espace qui conservent la quadrique absolu

x4+ y*—zt = o. (13)
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Les génératrices de cette quadrique réelle convexe, passant par un poiut (xryzt),
sont données par

= wiriixiyizit. (16)

Comme nous I'avons déja remarqué, il faut, pour que le point (xyzt) soit réel, que
la quantité w soit conjuguée de i; mais, de plus, ici, pour que la transformation

soit réelle, il faut que-la transformée u' de w soit conjuguée de la transformée N’

de 7, autrement dit, que les coefficients des transformations S et T (57) soient
conjugués. Nous devons donc poser finalement

N . ar + 8 e+ B
=127, =17 SO)—=——, T e 65
A * ) e () e 3, (65)

0!

NIEY

o7

De la sorte, et au moyen d’une suite assez é¢tendue de conventions, nous faisons

al . , )
correspondre a toute substitution (56) < L) une homographie réelle de I’espace,

v
qui conserve la quadrique absolu. Cetle homographie, remarquons-le, sera la
e

méme pour tout ensemble de quatre quantités complexes («' 8' ' 3') proportion-
nelles & («B8y3) & un facteur complexe prés (*).

30. L’homographie de I'espace qui correspond & la substitution <“ ;) conserve
Y

deux génératrices (imaginaires) de chaque systéme; les génératrices conservées du
systéme (1) ont pour paramétres m et n les racines de I'équation

. o + 8
TTyZ 43
ou
VI (B—a)Z—B =0,

et les génératrices conservées du systéme (w) ont pour paramétres m, et n,. Les
points M et N, d’affixe m et n sur la quadrique, sont les deux seuls points réels
de I'absolu qui soient conservés; I'homographie considérée conserve, dans leur

(*) Algébriquement la substitution (a', y'; 2x + 8y, yx + 8y) transforme la forme d’Her-
mite (abc) en une forme (a'd'c'), et 'on a:

' =3a3,a—3,y0b—3y,b, + yy,¢,
b= —383a+ 8,2b + y,3b, — y,ac,
¢ = B,a—B,2b— 32,0, + 22,C .
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ensemble, la droite réelle MN ou (1)) et sa conjuguée PQ ou (D) (fig. 1). A ces
deux droites (A) et (D) nous avons fait correspondre (par. 14) la forme de Dirichlet
(A B E) qui a pour zéros m et n, c’est-a-dire

a4+ (3 — x)ay — By, (66)

On voit ainsi & quel fait géométrique (conservation des droites réelles (3), (D)
par une homographie réelle de I'espace conservant I'absolu) correspond, grdace a nos
conventions, le fait analytique que la substitution (56) (et les substitutions sembla-
bles), conserve la forme (1. ¢) (et les formes semblables).

Examinons de plus prés quelles sont les homographies effectucdes sur ces droites
(4) et (D). Nous connaissons leurs points doubles, réels pour la premiere (M et N),

imaginaires conjugués pour la seconde (P et Q). Il reste a déterminer leurs multi-

. . . - - . fa s .
plicateurs. Soit M = ze"* le multiplicateur de la substitution S = & L), mise sous
>
la forme
2—m L z—m
Z—n " z—n'

D’aprés les équations (65), la substitution T(w) doit élre la substitution copju-
guée de S(3); elle a donc pour multiplicateur M, = ¢e™*¥; donc, d’aprés les équa-
tions (62), les coefticients (g;) de 'homographie de ’espace, rapportée au tétraédre
de ses points doubles MNPQ, sont donnés par

MIM MM, i1009,00,:9,:9.- (67)

Finalement, I'homographie réelle & points doubles imaginaires faite sur (D) aura
pour multiplicateur, d’aprés (63),

'R M
9. M,

et 'homographie réelle 4 points doubles réels, faite sur (A), aura pour multiplica-
teur, d’apres (64),

9 MM, = ¢
9.

Nous aurons besoin de ce résultat dans la Deuxiéme Partie (par. ga).



FORMES QUADRATIQUES A INDETERMINEES CONJUGUEES 45

31. Interprétons & présent cette homographie de I'espace en utilisant la métri-
que cayleyenne. Le fait essentiel est que cette transformation ponctuelle est un dépla-
cement cayleyen. En effet, une homographie conserve les rapports anharmoniques;
donc les distances el les angles de l'espace cayleyen, qui sont définis par des
rapports anharmonigues, seront conservés. Sous une aulre forme, exactement équi-

valente, nous pourrions dire qu’une substitution linéaire conserve les invariants

2 2

absolus et par suite les éléments métriques que nous leur avons

rattachés.

Ce déplacement cayleyen conserve deux droites, les droites (A) et (D). C’est un
déplacement hélicoidal autour de chacune de ces droites. En effet, si nous nous
servons pour définir la position d’'un point sur ces droites des paramétres a, « in-
troduits au paragraphe 25, nous avons, d’aprés ce qui précéde, pour ’homographie
effectuée sur les points de (3),

e — era X 'P’

a =a+ Logp

c’est donc une translation de longueur Rlog¢; et pour ’homographie effectuée sur
les points de (D)
erin’ — erin X g1is
ou
o =a+9

c’est donc une translation de longueur Riz. L’homographie de l'espace est donc,
si 'on veut, le produit d’une translation de Rlog: le long de (A) et d’une rotation
de ¢ autour de (A), ou bien d’une translation de Riv le long de (D) et d’une rota-

tion de (Lolg 9) autour de (D).

On sait que 'on distingue différents types de substitutions (1 ‘Z) d’apres Ia valeur
v3

de leur multiplicateur M. 8i I'on suppose distincts les points do‘ubles m et n comme
nous l'avons fait jusqu’ici, la substitution sera dite elliptique, si M est de module
unité (M = e"); hyperbolique, si M est une quantité réelle et positive (M = ¢);
loxodromique, dans le cas général (M = ce'). Dans l'espace intérieur a I'absolu o
les distances et les angles sont réels, une substitution elliptique correspondra,
d’apres ce qui précede, & une rotalion d’angle < autour de la droite (1); une subs-
titution hyperbolique, & une translation de longueur Rlog: le long de (3), et une
substitution loxodromique, & un déplacement hélicoidal (R log ¢, ) conservant (A).
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32. Un cas particulier remarquable est celui ot 'on a M=¢"= — 1. D’aprés
Ies proportions (67) les équations de ce déplacement particulier, rapporté au té-
traédre formé par les génératrices conservées et les droites (D) et (1), sont,

X'=—X, Y=—Y, 72Z=12, T=T. (68)

C’est une rotation de = autoéur de la droite X =Y =—o, ou (A), et pour cette rai-
son nous l'appellerons un retournement. La droite (A) est conservée point par point.
Sur la droite (D) on a, & premiére vue, une trdnslation de Ri=, mais Ri=n est pré-
cisément la période de la fonction distance d’aprés le paragraphe 24, et par suite la

droite (D), ou Z="T =o, esl, elle aussi, conservée point par point comme le mon-
trent d’ailleurs les formules (68).

Soit M' le point transformé d’un point M quelcongue de I'espace par ce retour-
nement; la droite MM' rencontre les droites () et (D) en metm', I'absolu en A et B;
le point M' est conjugué de M soit par rapport au couple mm’, soit par rapport au
couple AB. On sait qu'on appelle homologie biaxiale, ou de Sylvester (*), la trans-
formation qui fait correspondre a tout point M de I'espace le point M', situé sur la
droite passant par M et rencontrant deux droites fixes (A) et (D), tel que le rapport
anharmonique R(MM'mm’) ait une valeur donnée K. Les droites (D) et (A) sont
conservées point par point. Un retournement est donc un cas particulier d’homo-
logie biaxiale, dans lequel les droites (D) ct (A) sont conjuguées par rapport a I'ab-
solu et le rapport anharmonique K égal 8 — 1. Un retournement une fois répété
raméne a leur position de départ tous les points de l'espace; la substitution ellip-
tique correspondante, dont le carré est la substlitution identique, est dite d’ordre

“deucx.

33. Il importe de pouvoir trouver rapidement le multiplicateur d’une substi--

8 - A Lo .
tution (a ‘)> donnée. Ce multiplicateur M restant le méme ainsi que les points
e
doubles, m et n, pour toutes les substitutions semblables a la substitution donnée,
nous conviendrons de prendre pour représentant de ces substitutions celle d’entre-
elles dont le déterminant est égal a 'unité :

W —fy=41.

Nous dirons que cette substitution est mise sous la forme modulaire.

(*) Darboux, Principes de Géomélrie analytique, Livre I, Chap. v.
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La substitution

:s’écrit, en la résolvant en 2',

,  (m—Mn)yz4+ M —1)mn
T —Myz4+Mm —n) ’

son déterminant étant M(m —n)*, elle s’écrit encore, cette fois sous la forme
-modulaire,

m — Mn (M—1)mn
\/M (m—n) \/G (m —n)
1—M Mm —n

\/—\Tl (m — n) \/ﬁ(m——n)
N 3
et I'on a en I'identifiant avec la substitution modulaire <a ‘;),
Y.

arr—=0M e mTE (69)

VM

)
‘Le multiplicateur M de <a :3) ne dépend donc que de la somme ¢=a+3 des coef-
Y

ficients extrémes. On peut encore, en posant

8 2
Cc = (L_—z_) - I (70)
mettre la relation (69) sous la forme
M!—2cM+4+1=0 (77)

équation réciproque du second degré, dont les racines s’échangent lorsqu’on per-
mute les points m et n, supposés distincts.
Nous venons de voir que si M ==¢:*, le déplacement hélicoidal correspondant

est une translation de longueur d=R log ; suivi d’une rotalion d’angle ¢. On
.a donc

d
ch (F + iq«) = ch(Log ¢ + ig),

=ch Log M,

I 1
—;(M““ﬁ)
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et finalement

d .
ch(i—%tq’):c. (72)

Cette relation trés simple donne les éléments géométriques du déplacement

~

\ - . af . . . oo
cayleyen correspondant a la substitution modulaire < ! ) La discussion des diffé-

rents types de substitution s’ensuit immeédiatement :

¢ réel, — 1 <_c <1 : substitution elliptique, rota-
tion d’angle o,

COS ¢ = C;

créel et >1: substitution hyperbolique,
translation de longueur d,
d
ch— =c;
R
tous autres cas : substitution loxodromique;

déplacement hélicoidal de
longueur d et d’angle o,

d .
ch(T{- + L:g) =c.

Comme cas limites, ¢=—1 correspond & un retournement (rotation d’angle =) et
¢ =1 correspond aux substitutions paraboliques a points doubles confondus.

34. Nous allons donner deux applications des remarques qui précédent. La pre-

miére est relative a la décomposition d'un déplacement cayleyen en deux retour-
nements.

Soit (1 L> une substitution a points doubles distincts m et n, et de multiplica-
<3

teur M. Le déplacement correspondant est un déplacement hélicoidal autour de la.
(premiére) droite

(® — my) (x — ny).
Cherchons une substitution qui conserve la (premiére) droite

v(x — my)* + ¢ (x — ny)*
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(rencontrant perpendiculairement la précédente, d’aprés le par. 20) et dont les coef-
ficients extrémes aient des valeurs opposées (retournement). On trouve facilement
—ym®— ;lf‘)

———vm———gn

‘vin 4+ ¢n
-
Soit (v'g") un autre retournement conservant la (premiére) droite

V(@ — my) + ¢ (@ — ny)".

Le produit de ces retournements est

mn(g'y — pv'))

o 1
! dvn—co'm

! '
gvn—gvm
r
gy —— oy

C’est une substitution qui a pour points doubles m et n; pourI'identifier avec la subs-
titution proposée il suffit d’écrire que son multiplicateur est égal & M. On trouve en

la mettant sous la forme modulaire

. (v +¢'v)(m—n)
o+ 6 == — —_—
\/"'W'(m -— n)‘

39
hihy

1 1
c'v\? (c’v 2
[ [
! \ oy’

2y
e h

d’ot d’aprés la relation (69)
(73)

M=—,—:*,—.

Donc on peut effectuer le premier retournement autour dune perpendiculaire
quelconque (v¢) & 'axe du mouvement hélicoidal, et la perpendiculaire (v'¢'), axe

du second retournement, sera déterminée par (73).
Mais, en faisant le méme changement de paramétres qu’au paragraphe 25 on a

U
<

LI

g
v

= (¥ —X)+ia(y'—y)

< |o

soit alors M =re", et soient d et 6 la distance et ’angle des axes de deux retourne-

ments, on aura
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Nous avons donc démontré, pour les déplacements cayleyens, ce théoréme clas-
sique de la cinématique ordinaire, qu'un déplacement hélicoidal peut étre décomposé
d'une infinité de maniéres en deux retournements, la distance et U'angle des axes des
deux retournements étant toujours éyaur a la moitié de U'amplitude de la translation
et de la rolalion en lesquelles on peut aussi décomposer le mouvement hélicoidal donné.
(Darboux, Legons sur la théorie générale des Surfaces, t. 1V, note V).

35. Comme deuxiéme application des retournements nous allons donner I'ex-
pression de la distance d'un point a une droite.

Soit f ou (abc) la forme d’Hermite correspondant au’ point donné A, soit F ou
(ARC) la forme de Dirichlet correspondant & la droite donnée (A). Soit A’ le point
transformé de \ par un retournement ayant pour axe ladroite (A): ladistance cher-

'

chée du point A a la droite ()) est évidemment —.
2

La substitution elliptique d’ordre deux conservant la droite (AHRE) s’écrit im-

— B —=C\ . . , e, § :
médiatement, c’est < {) ;) Son déterminant étant — R*+ HC=— PD=+D,
el al

elle s’écrit sous la forme modulaire

=% —C
VD /D
A B

vb VD

Cette substitution appliquée a la forme (abc) la transforme en la forme (a'd'c’)
cortespondant au point A’ et I'on a

S Dd' = aPBh, — bB, b — b, B, + c o,
DV = aPR,C —bRB—b,CA, + cA,B,
2 Dc'=aCC —bC,B—0,CRB, + cBR,-

Le discriminant A de la forme (a'b'c’) est égal au déterminant A de la forme
(abc) puisque la substitution est de déterminant +41; quant & l'invariant simul-
tané I, il se calcule aisément : on a

I =uac" 4+ ca" — b,b'— b'b,
= —'D—(a’c’c, + A, + BCA + B,CA,
— 2abRE, — 2ab, B, C — 2bc LR, — 2b,¢ Hy B
+ 2ac BB, + 2bb, BR,).
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si donc ad est la distance AA’, double de la distance d cherchée, on a d’aprés la
formule (48)

., 2d I I*

R 4AY T 4T a0

ch

L’expression de I est compliquée ; nous la mettrons sous une forme plus simple
et d’'une interprétation intéressante en introduisant les quatre faces du létraédre
MNPQ (fig. 1) dont les arétes sont les droites () et (D) représentées par la
forme (LBEC) et les quatre génératrices de 'absolu m, m, n, n,.

En vertu des paragraphes 12 et 13 si un point (abc) appartient au plan de
deux génératrices (i, w) de I'absolu on a

anry. + by + bx +c =o.
Posons
M =ann, + bn, +b,n 4+ c,
\ N =amm, + bm,+ bm + c,
= anmg,+ bin, + b,n + c,
Q =amn,+ bn,+ bm + c,

M =o sera la condition pour que le point (abc) appartienne & la face du tétraédre
MNPQ définie par les génératrices n et n,, c’est-d-dire la face NPQ opposée au
point M; et ainsi des autres.

L’expression développée de DI s’écrit en fonction de m et n,

DI
u'l()-.ﬂ“o

= a’mnmn, + ¢* + o’m,n, + b’ mn
+ ab(m + n)m,n, + ab,(m, + n))mn
+ be(m, + n,) -+ b,c(m + n)

+ %ac(m + n)(m, + n)) + —;—bbo(m + n)(m, + n).

On a d’autre part

4D
A,

= (m— n) (m, — n,);

cela posé, une simple identification montre que I'on a

DI aDA

MN —_—_ 4 ———
L A,
PQ — DI _ aDA

T, A,
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ou bien

A4,
D

A,
I—a2A = T PQ.

1+ 20 = MN,

(79)

On a d’autre part l'identité

ad
th,d___Ch%__l
R_~ch2d l,
R+

d’ou finalement 'expression de la distance d’un point & une droite a laquelle nous.
voulions arriver
d PQ

th R=MN" (76)

Les quantités M, N, P, Q sont nulles, rappelons-le, lorsque le point donné (abc)
est sur 1'une des faces du tétraédre des génératrices de 'absolu défini par la droite
donnée. )

Les cas ou la distance d est nulle ou infinie s’aper¢oivent mieux sur la formule
qui suit, équivalente a la précédente

ath 4 —_—

m2d R 2y//MNPQ

R~ . .d  MN—PQ
I-"th-[-“—

D’aprés les équations (75) la relation MN — PQ — o équivauta A =o. Ladistance d
est donc nulle si le point (abc) appartient & 1'une des quatre faces du tétra¢dre
MNPQ et elle est infinie, si le point est sur I’absolu. Ceci concorde bien avec I'étude
des cas particuliers de la distance de deux points faite au paragraphe 24.

La relation (74), si on la compléte par une convention de signes, définit sans

ambiguité la valeur de Chz—[;-l et par suite ne définit la distance d qu’'a la pé-

riode Ri= prés. Ce résultat s’interpréte de la maniére suivante : la méthode que nous
2

avons suivie ne distingue pas 'une de 'autre les deux droites (D) et (A) correspon-
dant & la forme de Dirichlet (L:A¢); si d est la distance du point A, représentatif
de la forme d’Hermite (abc), a 'une de ces droites, 4 n'est défini qu'a la pé-
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riode Ri’—; prés, et la distance d' du méme point 4 l’autre droite est donnée par
d =d+Ri—,

les points ou la droite, issue de A et s’appuyant sur (3) et (D), rencontre ces deux

droites, étant conjugués par rapport a I’absolu et par suite distants de Ri Z. De
2

méme, si 0 est I'angle de I'une des deux droites représentées par la forme (LPC)

avec le plan représenté par la forme (abc), on a, en vertu des formules (52) et (74),

cost 26 = ZI_-F-’ D

et I'angle 6' de I'autre droite (LRC) avec le plan (abc), satisfaisant également a
I’équation (77), sera donné par

0 ==6 + -E- .
2
La formule (76) devient ici (*)
PQ
20 — -
1g’0 = MN 8)

(*) M. Luckhaub (mém. cité) trouve pour I'angle d’'une droite et d'un plan la formule
(écrite avec nos notations)

I Dy. .
cos § = \/-; 4 AGEY (77 bis)

Dy, étant un invariant simultané de la forme d’'Hermite f et de la forme de Dirichlet o,
qu’il définit ainsi :

Dy, = a*CC, + b*. L€, + b*, A, C + A,
+ a(bb, + ac) BPH,
—a(abB,C + abRC, + b,c L, B + be AHB,).

On a donc Dy, = DI ct les deux expressions de 0, (77) et (77 bis), sont bien équivalentes.







DEUXIEME PARTIE

ARITHMETIQUE

CHAPITRE V

INTRODUCTION ET HISTORIQUE

36. Les résultats que nous allons exposer au cours de cette Deuxiéme Partie sont
de nature arithmétique ; ils se rapportent a des groupes discontinus dont le premier
exemple a été donné par M. Picard dans sa note Sur un groupe de transformations

des points de lUespace silués du méme cilé du plan (Bull. de la Soc. Mathém.,
mars 1884).

M. Picard considére la forme d’'Hermite définie

XX, + XY, + #,X,Y + (zz, + Y)YV, (79)

(x complexe, y réel positif) dont le discriminant est A =+7y*. Il montre que la
substitution (X, Y; dX+0Y, cX+aY), a,b,c,d complexes et ad — bc= 41, conduit
4 une substitution effectuée sur x et sur xx,+y*, ou bien, en posant

@=%+4in, y=¢,

4 une transformation du demi-espace de Poincaré.

Si a, b, c,d sont des entiers complexes, nous avons un groupe improprement
discontinu. A ce groupe M. Picard donne pour domaine fondamental le pentaédre
limité par les quatre plans verticaux

214

‘
=+t —, w =+

W |~

I
2

et par la sphére 2*++'+ "'=1.
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Lorsque le point (%, 7, ) est a I'intérieur de ce domaine la forme (79) est réduite,
d’apres les conditions de réduction posées par Hermite (J. de Crelle, 1853).

37. A celle note, fondamentale dans sa briéveté, inaugurant 1'étude du groupe
a présent universellement appelé « groupe de Picard », il convient de joindre pour
I’histoire des idées d’autres mémoires du méme maitre : Sur une classe de groupes
discontinus de substilutions linéaires el sur les fonclions de deux variables indépen-
dantes restant invariables par ces substitutions (Acta Math., 1882); Sur les formes
quadratiques binaires indéfinies  indélerminées conjuguées (Ann. Ec. Normale, 1884);
Sur les formes quadraliques binaires & indéterminées conjuguées et les fonctions fuch-
siennes (Amer. Journal of Math., 188g).

Dans le premier de ces mémoires, M. Picard fonde la théorie des groupes fuch-
siens, isomorphes aux groupes de substitutions qui conservent une forme indéfinie
d’Hermite, et dans les suivants la développe dans dilférentes directions. Cette
théorie est extrémement étendue et a donné lieu, A la suite des mémoires fondamen-
taux de M. Picard, a de nombreux travaux, notamment de M. Bianchi et de M. Hum-
bert. Nous la laisserons systématiquement de coté dans le présent travail. Nous no-
terons donc seulement, dans les mémoires cités, les points qui relévent de 'étude
du groupe de Picard. Ces points sont les suivants : Dans le mémoire de 1884, Cha-
pitre 11, paragraphes 8 et g, M. Picard démontre qu’a une forme définie correspon-

dent en général deux formes réduites équivalentes 'une & lautre par la substi-
. i o . . .
tution < > du groupe ('). Dans le Chapitre 1v, paragraphes 13 el 14, M. Picard
o—i ’

fornre toutes les substitutions qui transforment le domaine fondamental du groupe
en un des domaines adjacents. Dans le mémoire de 188g, paragraphes 4 et 5, sont

formdées les substitutions elliptiques réduites du groupe de Picard, savoir :
X —i o —i —1 —i —1 —i—1—1\
1 cas a+ 3 = o (1)<0 i>(2)<o i>(3)<0 i>(4)<o i )
o —1 —1 —1 —1 i o i
e 5= K 7 8 . .
rassti=xc®( 7 Yo T oG o) e L)

38. Dans les années suivantes, des groupes de substitutions linéaires générali-
sant dans différentes directions le groupe de Picard ont été étudiés par M. Bianchi
dans trois mémoires des Mathematische Annalen :

(") 1l en résulte que le domaine fondamental du groupe de Picard, au sens de Poincaré,.
est limité par les plans verticaux

= 0, =

[
+
~‘I

c’est le domaine que nous considérons au chapitre x.
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Représentation géométrique des groupes linéaires & coefficients complexes avec
application « la théorie des nombres (18q1);

Sur les groupes de substitutions linéaires dont les coefficients appartiennent & des
corps quadratiques imaginaires (1892);

Sur les groupes de substitutions linéaires (1893):

auxquels on peut ajouter une note intermédiaire dans les Comples Rendus de
I’Académie des Lincei (18gr1).

Dans le premier mémoire, M. Bianchi considére les substitutions linéaires dont
les coefficients sont des membres de la forme a4 0i ou a+bs (¢ racine cubique de
I'unité) a et b élant des entiers ordinaires, c'est-a-dire des nombres des corps qua-
dratiques imaginaires ¢ (\/:—;) et € (\/j) Il forme leur domaine fondamental
dans le demi-espace de Poincaré; il donne les représentations géométriques dans ce
demi-espace des formes d'Hermile, dé¢finies et indéfinies, et des formes de Dirichlet,
que nous avons indiquées au Chapitre 1; ct il effectue la réduction de ces formes.
M. Bianchi se référe au mémoire de M. Picard paru dans les Annales de I'Ecole Nor-
male, mais la note du Bulletin de la Sociélé de Mathémaliques lui avait ¢chappé et
dans la note des Lincei il « rend & I'insigne mathématicien la priorité qui lui est
due ».

A . . . - af
39. Dauns le second mémoire, M. Bianchi considére les substitutions ( L) dont
]

les coeflicients sont des entiers du corps (uadratique (‘“,(\/——P), c’est-a-dire sont du
type a + b \/—-—:_l;, a et b étant des entiers ordinaires quelconques, et P un entier
sans facleurs carrés, multiple de 4 plus 1 ou plus 2. Ces subslitutions forment le
groupe modulaire 1" du corps € (\/:-_l’), P =1 ou 2 (mod. 4). Lorsque P = 3

(mod. 4), M. Bianchi considére le groupe modulaire I du corps € (\/— Pj) dont les

+V—

dont les entiers sont seulement les nombres a + b \/— P. M. Bianchi démontre

. I P ) —_
entiers sont du type a+ b , et le groupe modulaire 1" de 'anneau .{.(\/—— P),

que le groupe IV est un sous-groupe du groupe 1" d’indice 10 ou 6, suivant que
on a P=3 ou 7 (mod. 8); il en résulte que le domaine fondamental de 1" est
constitué par 10 ou 6 domaines de I' accolés. M. Bianchi construit le domaine
fondamental du groupe modulaire " du corps (\/—— P) en appliquant la méthode
des symétries, due a M. Fricke. Il construit effectivement les domaines fondamen-
taux des corps @(\/——I’), P=1,2,3,5 06,7, 10, 11.13, 1D et 1g. La mé¢thode des
symétries ne résoud pas le probléme pour une valeur quelconque de P; M. Bianchi
montre que la premiére valeur de P pour laquelle elle fait défaut est P = 14.
Il démontre ensuite que le groupe n'admet de substitutions elliptiques que des
ordres deux et trois.
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Dans la seconde partie de ce méme mémoire, M. Bianchi traite de la réduction
des formes d’Hermite et de Dirichlet, et du groupe reproductif d’une forine d’Her-
mite indéfinie; il en donne des exemples numériques.

Dans la troisiéme partie, M. Bianchi traite de involution et de 'orthogonalité
des formes d’l{ermite et de Dirichlet. Il démonltre que pour qu’une demi-circonfé-
rence g soit sur une demi-sphére f (formes d'Hermite f et de Dirichlet ¢ en invo-
Iution), il faut : 1° que la norme du déterminant de - soit un carré parfait; 2° que
deux conditions, en nombre réels, seient réalisées. Kt encore : qu'une forme de
Dirichlet, pour laquelle 0, est careé parfait, est en involution avec une infinité de
formes d’'Hermite: et que son groupe reproductif contient une infinité de substitu-
tions hyperboliques. ) .

L’orthogonalité d’'une demi-circonférence 7 et d'une demi-sphére f est étudiée
ensuite et conduit a des résullats analogues (ce qui s’explique dans l'espace projectif
complet; voir Chap. 1, par. 8).

M. Bianchi effectue ensuite la réduction a la forme réelle du groupe automor-
phe & qui conserve la forme d’'Hermite indéfinie F = (1, O, —3).

Il trouve enfin la condition pour qu’un point F soit sur une sphére F' (formes F
et F' en involution) et la condition pour que deux demi-sphéres F et F' soient ortho-
gonales; ces deux conditions sount les mémes (ce qui s’explique encore dans 'espace
projectif complet). De méme, suivant les cas, le covariant ¢ de denx formes d’Her-
mite F et F' représente soit Uinlersection des deux demi-sphéres F el F', soit la

demi-circonférence orthogonale a la demi-sphére F passant par le point F'.

40. Dans son (roisiéme mémoire, M. Bianchi effectue une nouvelle amplification
du groupe modulaire I" du corps ¢ (\/” P). I considére les modules au sens de
Dedekind (Dirichlet-Dedekind, Zahlentheorie, Supp. XI, par. 168 de la 4" éd.) de
base ’

M:[\/E, i :,l;)_{]

ot m est un diviseur quelconque de P, ct les substitutions linéaires de détermi-
nant + 1 dont les coeflicients sont des nombres de 'un de ces modules. Ces subs-
titutions forment un groupe (*) qui contient le groupe I' comme sous-groupe inva-
1

riant d’indice 27, si ¢ est le nombre de facteurs premiers distincts du discrimi-

nant du corps (4P si P==1 ou 2, Psi P=3 mod. 4). La méthode des symétries
permet alors de former le domaine fondamental du groupe amplifié pour certaines

(*) Ce groupe amplifié a été rattaché par M. Humbert aux classes ambigués du corps
¢ (\/:—_l;) (C. R.. 8-15 mars 1920).
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valeurs de P. M. Bianchi construit effectivenent ce domaine pour P = 5, 6, 10,
13, 14, 17, 21, 30 et 3g.

M. Bianchi ¢tudie dans une deuxi¢me partie le groupe reproductif de la forme
x4+ x] —x, x,.

On est frappé de I'étendue des recherches de M. Bianchi sur cette question du
groupe modulaire & coefficients complexes, et de leur approfondissement successif

dans ces trois mémoires se suivant a intervalles rapprochés.

44. Nous arrivons maintenant aux recherches de M. Humbert. Elles ont été
publiées dans plusieurs notes des Comples rendus de I Académie des Sciences du
23 aotit 1915 an 15 mars 1920.

Dans sa premitre note sur ce sujel (23 aott 1915), M. Humbert donne une mé-
thode pour former le domaine fondamental du groupe I' du corps ¢ (\/::F),quel
que soit P =1 ou 2 (mod. 4). Il détermine a priori les aflixes des sommels de ce
domaine situé¢ dans le plan des Zv,, ou sommets singuliers, en les rattachant aux
réduites de Gauss de délerminant — P, et il trouve le nombre de ces sommets.

M. Humbert dit qu'une forme d’Hermite définie (abe) est réduite, lorsque le plus
petit nombre qui puisse étre représenté proprement par la forme (son minimum

propre) est son premier coefficient a, el (ue de plus on a les inégalités

RS
8|

-1 I
Lorsque les coefficients sont des entiers complexes ordinaires a + bi, cette défi-

nition conduit aux conditions de réduction données par Hermite; dans le cas géné-
ral, elle signifie que 'on doit avoir

aihy + brv + by, + cvv, > a (81)

pour tous les couples d’entiers complexes (%, v) premiers entre eux dans le corps
¢ (\/———_P.) En d’autres termes, le point représentatif de la forme (abc), déja
intérieur au prisme vertical (80), doit en outre étre extéricur & une infinité dénom-
brable de demi-sphéres (81). M. Humbert montre qu’on n’a besoin de retenir qu'un
nombre fini de ces sphéres pour définir un pareil domaine (on pourrait dire que
cela résulte d'un théoréme de M. Borel). 1l donne une méthode géométrique pour
les trouver, lorsque P est donné numériquement.

M. Humbert démontre ensuite que tous les points du plan des 2+ sont intérieurs

4 une sphére (3, v) au moins, autrementl dit que le plan des Zy est entiérement

\ . . . . . . r
recouvert par ces sphéres, a I'exception de certains points d'affixc rationnelle <

r=qa+(g+V—P)b (82)
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ou g et g sont les deux premiers coefficients d'une réduite (réelle) de Gauss
qx* + 2gxy + hy' de délerminant g°* — qh == P, a un entier réel yuelconque et b
un entier réel premier a ¢. Ces points du plan des Zv,, dont il n’y a qu'un nombre
fini & Uintérieur du prisme (80), sont sur des sphéres (7, v), mais ils ne sont a
Llintérieur d’'ancune. Ce sont donc les sommels singuliers du domaine de réduclion.

A la réduite principale x’+ Py* correspond le sommet du domaine a l'infini sur O¢.

42. Dans la note du 30 aolt 1915, M. Humbert applique cette méthode a titre
d’exemple a la formation du domaine de réduction pour P = 21. Il montre ensuite
que le domaine de réduction est un polyédre fondamental pour le groupe de
M. Bianchi. Les « sphéres de réflexion » utilisées par celui-ci sont des spheres (2, v);
mais ce ne sont pas loules ces sphéres, ce qui explique qu’elles ne suffisent pas
toujours a fermer parv le bas le prisme (80). Lorsque les faces du domaine fonda-
mental sont toutes des « spheres de réflexion », les méthodes de M. Bianchi et de

M. Humbert aboutissenl an méme polyedre ('),

43. Les recherches de M. Humbert ont porté ensuite sur 'extension aux formes
définies d’Hermite des résullats de Dirichlet relatifs au nombre de représentations
d’un nombre par une forme (réelle) de Gauss et au nombre de classes de formes de
discriminant donué (Dirvichlet, Zahlentheorie, 5 ter Abschnitt).

Les vésultats les plus importants sont annoncés dans la note du 23 juin 1919.
M. Humbert y donne Uexpression de la mesure de I'ensemble des classes d’Hermite
positives proprement primitives (*) d'un discriminant donné A premier & 2P. On
entend par mesure la somme 8 L ¢tendue & toutes les réduites de discriminant A,

IN
K étant le nombre des substitutions du groupe que L'on considére transformant en
elle-méme une de ces réduites (aulomorphies). Cetle formule, pour le cas de P=1,

avait déja ¢té établie par M. Fatou (C. R., 1906). M. lHlumbert montre comment on

peut en déduire le nombre de classes, et non plus la mesure, lorqu’on connait le

(*) M. Humbert ayant formé le domaine de réduction_dans I'espace des formes d’Her-
mite définies a 'aide de spheres (7., vj, a montré un peu plus tard (8 mai 1916) comment
on peut former le domaine plan du groupe fuchsien découvert par M. Picard, isomorphe
au groupe qui conserve une forme indéfinie d’llermite, a Uaide de circonférences (x, v).
Plus généralement, il a montré (4 aott 1g1g) comment on pouvait former, a laide des
mémes éléments. le domaine fondamental d'un groupe automorphe dont on connait les
substitutions suivant la méthode du rayonnement. par laquelle on ¢tablit I'existence du
domaine. Les circonférences ou les spheéres (7, v) ne sont autres, en cffet, que les droites
du plan ou les plans de 'espace ¢quidistants du point choisi comme centre et de ses trans-
formés par les substitutions du groupe.

(*) Une forme d'Hermite est dite primitive lorsque (a. b. b,, ¢) n'ont aucun diviseur en-
tier réel commun: propre lorsque a et ¢ ne sont pas pairs a la fois: non primitive ou im-
propre dans les cas contraires.
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domaine du groupe I(\/_——P) et ses arétes elliptiques (conservées par des substi-
tutions elliptiques); il donne les résultats de cette étude pour P=1 et 2. De ces
derniéres formules, il tire des formules du type de Kronecker (_l\lein-'l"ricke, Modul-
JSfunkt., 4 partie, Chap. v1) ot figurent des sommes pottant sur des nombres de ré-
duites de Gauss de discriminants divers.

La démonstiation et I'extension de ces résultats sont U'objet de deux séries de
notes : aolt-septembie 1919 et féviier-mars 1920.

Nous aurons seulement besoin de noter pour la suite que M. Humbert a établi
la formule donnant la mesure des classes de formes d’Hermite positives, primitives

ou non, mais propres, de disctiminant A, dans le corps ¢ (\/— I’) :

Ab(a) :%(”f) 11 [1 +<’TA 7‘{] Ed(——d—P) (83)

(P est supposé =1 ou 2 (mod. 4), A premier & 2P; le produit TI s’étend aux
O

diviseurs premiers impairs (>>1), o, de P, etlasomme X & tous les diviseurs d de A,
y compris 1).

Lorsque P =3 (mod. 4), la méme formule s’applique, les coefficients des formes
d’Hermite étant des entiers de l'anneau {(\/:_P)

Enfin la mesure 11'()) des classes de formes non plus propres, mais impropres,
est donnée avec les mémes restrictions par la formule

A Q) = pdb(a) (84)

w étant un coefficient numérique rationnel dont M. Humbert donne la valeur en fonc-
tion des restes de A et de P (mod. 8).

44. Quant au nombre des classes de formes de discriminant A, il s’obtient & par-
tir des expressions (83) et (84) comme il suit :

Le nombre K des substitutions du groupe I‘(m) transformant en elle-
méme une forme définie d’'Hermite est en général égal & 2; une forme quelconque

. - 10 —1 0
admet en effet pour automorphies les substitutions ( ) et ( ' ) que nous
ol o —i

désignons par 1 et I. Si le point repiésentatif de la forme est ~ur une aréte ellip-
tique, conservée par une substitution d'ordre deuy, la forme admeltra pour auto
morphies 1, E, I, EI, d'oit Kk =/ 8§’il est sur une aréte d’ordre trois, la forme admettra
pour automorphies 1, E, E* 1L EIL E*l d’'ot K=6. \ous laisscrons de c6t¢ pour le
moment le cas ou le point f setait un sommet du polyédre fondamental par lequel

passeraient plusieurs arétes elliptiques.

Supposons donc que pour une valeur donnée de P, on ait reconnu les arétes el-
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liptiques du polyédre ; puis qu'on les ait groupées en cycles (Poincaré) composés
d’arétes homologues dans le groupe I'. Supposons que 'on puisse trouver le nom-
bre 0, des formes propres de discriminant A situées sur les arétes réduites d’ordre
deux, c’est-a-dire sur une aréte sculement par cycle ; le nombre U/, des formes im-
propres situées sur les aréles réduites d’ordre deux: le nombre 11/, des formes im-
propres situees sur les arétes réduites d’ordre trois. (M. Humbert démontre qu'il ne
peut y avoir de formes propres sur les arétes d’ordie trois).

Soient J(A), H'(A) le nombre de classes de formes (ou de réduites) de discri-
minant 3, qu’il s'agit de trouver. On a par définition, en appelant |(, le nombre

de réduites propres de discriminant A non situées sur une aiéte elliptique,

HA) = T, + 1, .

'

Par définition également, on a pour la mesure

db(d) = g'n., + %%‘.

Entre ces deux relations éliminons Yb,, il vient

H(8) = 200(A) + g‘n»,. (85y

On trouve_exactement de méme

H'(8) = 2db'(3) + = W, + 3 To,. (86)

Ainsi les nombres de classes 3¢ () et F5'(3) seront connus, puisqu’on connait les
mesures Jb(d) et [1b'(d), toutes les fois que I'on aura pu trouver les nombres-
To,, W', 10',, de réduites de discriminant A situées sur les arétes elliptiques du
groupe l(\/:_P>

C’est ce que M. Humbert a fait pour les corps (“,(\/—_1), C(\/———n) et l'an-
neau ‘1,(\/3) (pour les formes propres seulement).

45. M. Humbert a proposé en 1919 a I'auteur du présent travail de prolonger
les résultats qui précédent dans la directlion suivante :

Former le domaine fondamental du groupe modulaire dans le corps C(\/:F),
et I'annean .l;(\/j), lorsque P =3 (mod. 4): trouver a priori ses sommets
singuliers ;

Etudier les arétes elliptiques du domaine du groupe modulaire des corps (\/—_P),
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P=1 ou 2 (mod. 4), et des anneaux .bL (\/:_l;), P =3, pourles premiéres valeurs
de P;

Enumérer les réduites propres et impropres de discriminant donné A situées
sur ces aréles, ce qui conduit au nombre de classes de formes de discriminant A.

On trouvera dans les Chapilres vi a x les réponses a ces questions.

46. J'étudie d’abord dans le Chapitre vi les formes d’Hermite et de Dirichlet a
coefficients entiers. La distinction de deux espéces de formes~ de Dirichlet, suivant
que la norme Y, de leur déterminant 9 est ou non un carié parfait, correspond
A des différences essentielles dont certaines avaient été <ignalées dans son mémoire
de 1892 par M. Bianchi. Les formules donnant les coefficients d’'une forme d'Her-
mite définie ou indéfinie située sur une forme de Ditichlet généralisent des formules
que M. Humbert avait établies pour les formes d'Hermite définies et les formes de
Dirichlet de déterminant 1 et 3 seulement.

47. Dauns le Chapitre vir j’étudie les substitutions du groupe modulaire. Dans
une Thése Sur les formes binaires non quadratiques @ indétermunées réelles ou com-
plexes ou a indétermunées conjuguées (1917), travail extrémement riche en résultalg
variés, M. Julia avait démontr¢ que les"subslitutions loxod:omiques du groupe de

Picard ne pouvaient admettre comme rotation composante que des rotations

= 9=

d’angle ;, 3 ou incommensurable & =. L’interprétation arithmétique de la rela-

. o s . s x B 5

tion entre les éléments géométriques d’une substitution ( L) et la somme (x+3)
v3

de ses coefficients extrémes, que j'ai établie dans la Premiére Partie, ni’a conduit a

démontrer que les substitutions lovodiomiques du groupe I' du corps ou de

TSN 4, A . . e ax
I’anneau (\/— P) etaient, soit d’angle incommensurable a =, soit d’angle —,
n
ou n ne peut prendre que les valeurs 1, 2, 3, 4 ou 6.

Je montre ensuite que pour que dans le groupe l(\/— P) n puisse prendre les
valeurs 4 ou 6, il est nécessatre que les formes réelles suivantes soient équivalentes :

\ P pair, x*— Py* » ax® — Py*,
n=4, . . P—1
21’1mpa|r, x*— Py' v o2z’ 4 2y — —y7,
2
n==6 ....... x* — 3Py* «» 3a* — Py*.

Ces conditions montrent en particulier que dans le groupe de Picard on ne peut
avoir ni n=4 ni n =26, ce qui est d’accord arec le théoréme de M. Julia.

J’étudie ensuite le sous-groupe du groupe I' conservant une forme de Dirich-
let (ALRC) et les formes semblables. Je montre quelle est la structure de ce sous-
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groupe. Je forme I'expression des substitutions qu’il contient; je cherche quels sont
les différents types possibles auxquels elles peuvent appartenir, et trouve certains
critériums dépendant du déterminant © de la forme (1:AC). Je donne des exem-
ples de tous les cas possibles. Les sous-groupes composés de substitutions parabo-
liques, el conservant des formes a déterminant nul, donnent lieu & une étude
spéciale.

Je construis enfin les différents sous-groupes de 1" qui sont d’ordre fini, et qui
conservent une forme d’Hermite définie.

48. Dans le Chapitre virr, je montre comment la méthode de M. Humbert pour
la formation du domaine fondamental du groupe I' s’étend aux cas des corps ou
des anneau.x (\/:—f’), P=3 (mod. 4).

Les sommets singuliers du domaine de I'(\/———P), P =1 ou 2 (mod. 4), avaient
été rattachés par M. Humbert aux réduites de Gauss de déterminant — P, lesquelles
sont toules de 'ordre propre. Je montre que dans le cas de l'anneau l(\/——P), les
sommets singuliers correspondent aux réduites de Gauss, tant propres qu’impropres,
et que dans le cas du corps C(\/————[;), P=3 (mod. 4), ils correspondent aux ré-
duites impropres seulement.

Je montre commenl dans un domaine (\/—:f’) donné¢ on peut déterminer la
correspondance des faces, les cycles d’arétes, les arétes elliptiques et les substitu-
tions qui les conservent.

49. Dans le Chapitre 1x j’étudie la question du nombre de classes de formes
d’Hermite, définies, positives, de discriminant donné. Enumérer les formes
de discriminant A situées sur une aréte de déterminant — D du polyedre fonda-
mental équivaut a énumérer les représentations d’'un nombre par la forme Dg¢*— Pr?,

¢ . L ey
pour lesquelles 9 est compris entre deux limites correspondant aux extrémités de
r

ladite aréte. Ce nombre n’est pas connu en général. Mais je montre que si 'on
groupe plusicurs cycles d’aréles en une famille de cycles, de maniére que toutes les

arétes de la famille, prolongées indéfiniment, supportent la méme suite périodique

I [/ . (o
de segments, l'intervalle de variation de 4 correspondant a cette période de seg-
»

. . . T .
ments est une fraction rationnelle de U'intervalle (t R oo), [(T,U) étant la plus

petite solution de I'équation de Pell *— DPu*=1], intervalle pour lequel Dirichlet
a résolu le probléme du nombre de représentations. Le probléme de I'énumération
des formes de discriminant A, bien que ne pouvant étre résolu (en général) pour
chaque aréte du polyedre fondamental considérée seule, peut donc étre résolu pour
I'ensemble des arétes d’une méme famille de cycles, et par suite pour le polyédre
complet.
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La fraction rationnelle dont nous venons de parler est égale pour des arétes

2
elliptiques & —, ou l’on pose :
pliqu stu 4

s=2ou 1 selon que l'aréte est conservée, ou non, par des substitutions loxo-
N

. ) T [
dromiques d’angle — ou 3
2
t=—12 ou 1 selon qu’il existe, ou non, des arétes elliptiques d’ordre deux rencon-
trant perpendiculairement l'aréte en question ;

—3 ou 1 selon quun domaine de la substitution réelle H,, correspondant &

A 14 A 2
la plus petite translation du groupe |’ conservant I'aréte, est égal & - ou & 2 do-

3

maines de la plus pelite substitution conservant la forme réelle Dax*—Py*.

Y

Pour chaque valeur numérique donnée & >, on & donc a faire une étude assez
approfondie des arétes elliptiques du polyédre fondamental, qui conduit & les classer
en cycles, ceux-ci en familles, et & déterminer pour chaque famille les nombres s, ¢, u.
Il reste encore a distinguer par ses caractéres la forme ¢g*—DPr* des autres formes
du méme systéme S de Dirichlel, et & distinguer les formes d’Hermite propres des
formes impropres d’aprés la parité des coefficients a el ¢. Ces recherches sont na-
turellement assez longues, mais on est assuré d’aboulir.

Les valeurs de A correspondant aux sommets ot se rencontrent plusieurs arétes
elliptiques donnent lieu & des remarques empiriques (par. 100) dont je n’ai pu dé-
montrer la géndralité.

850. Dans le Chapitre x je donne les résultats de I’'étude de tous les corps et an-
neaux depuis P=1 jusqu'a P=21. Le tableau final X\ donne pour chacune de ces
valeurs de P les expressions de ‘11, 11/,, 11/, en fonction de A. Ce tableau ne fait
malheurcusement apparaitre aucune loi générale; tout au plus certaines analogies,
d’ailleurs soumises & des exceptions, se présentent-clles entre les valeurs de
P=1,2 0u 3 (mod. 4). Il semble qu'on puisse en inférer que la formule générale
qui donnerait le nombre de classes de formes propres de discriminant A dans le
corps (\/————I’), et celle donnant le nombre de classes de formes impropres, de-
vraient étre obtenues par un raisonnement direct tel que celui qui a permis a
Lejeune-Dirichlet de trouver le nombre de classes de formes réelles, ou & M. Hum-
bert, l1a mesure des formes d’Hermite, et non étre dérivée de la derniére de ces deux
formules.




CHAPITRE VI

FORMES D'HERMITE ET DE DIRICHLET A COEFFICIENTS ENTIERS

54. Dapns la Premiére Partie de ce travail nous avons considéré des nombres
complexes du type

a=a, +a,l

ol a, et a, élaient des nombres réels, rationnels ou irrationuels, et i =1V/—1.
Dans cette Seconde Partie nous considérerons, & moins d’indication contraire,
des nombres complexes du Lype

a=a, +a,/—P (87)

ou a, et a, sont des nombres entiers, et P un entier positif sans facteur carré.

Si P=1 ou 2 (mod. 4), les nombres (87) seront les entiers du corps quadra-
tique imaginaire C,, '(\/———P) Si P = 3 (mod. 4), les entiers du corps quadratique
1+ \/——- |

2

G, (\/—— P) sont les nombres a, + a, , et les nombres (87) forment a

Iintérieur du corps un anneaw que nous appellerons, n’ayant pas & craindre d’am-
biguité avec d’autres anneaux du méme corps, I’anneau L (\/—— P).
Soit
azZ +
L 4 (88)

vZ+ 3
une substitution linéaire entre variables complexes z et z' (variables continues, non
nécessairement entiéres), «,8,v,¢ étant des entiers complexes du corps (B(\/-——P)
ou de 'anneau .1 (\/——P), salisfaisant a la relation

ad — Py = +1. (89)

Dans chacun de ces cas l'ensemble des substitutions (88) forme un groupe,
comme le montre immédiatement la formule qui donne le produit de deux substi-
tutions (*). Ce groupe est le groupe modulaire 1" attaché au corps ou a 'anneau.

I !

9 cr s 3
(*) Soit § C ‘;> la substitution (88), T une autre substitution (i, ;,) du méme type,

nous désignerons par TS la substitution obtenue en opérant sur la variable z d’abord
par §, z/ = S(2), puis par T, 2" = T(:') = T[S(z)], et nous aurons :

P % B\ 2a 48y AHB4E3
’qu ) ) 1) [ 0 1}

o~ X \) r ~r 1 ~r ~ M

73 Ya+dy YB+33

'
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Nous appellerons formes d’Hermite el de Dirichlet les formes

JS = axx, + br,y + b,xy, + ¢yy,,
F = A« + 2Bxy + €y

ol a, ¢ sont des entiers réels, b, 1L, B et C des entiers complexes du corps ou de
I’'anneau (\/rl;)

Tout en gardant présente a 'esprit la représentation de ces formes dans I'espace
cayleyen, nous nous servirons principalement, au cours de cette Deuxiéme Partie,
de leur représentation dans le demi-espace de Poincaré.

B2. Famille de formes de Dirichlet. — Nous appellerons ainsi T’ensemble discon-
tinu des formes qui ont méme représentation géométrique. Si I’'on multiplie les
coefficients d’une forme (A, ) par un entier complexe quelconque, on obtient
une forme de la famille, ou, comme nous dirons encore, semblable & 1a forme donnée;
mais deux formes semblables ne dérivent pas nécessairement I'une de l'autre par
cette opération, car il peul y avoir plusicurs décompositions, irréductibles les unes
aux aulres, d'un entier complexe en produits d’entiers du corps. Comme consé-
quence, alors qu’une famille de formes semblables, a coefficients entiers ordinaires,
dérive d’une forme primitive unique, il peut y avoir, pour une méme famille de
formes de Dirichlet, plusieurs formes primitives distinctes. Soit par exemple dans
le corps © (\/:—5) la forme (*)

=

6 +6(1 4+ v )y —30 — Vv )y, 9= —18.

On peut diviser ses coefficients soit par 3, soit par (1 + ), soitpar (1— ),
et I'on obtient ainsi les trois formes primitives

20 + 20 + V) ay— (0 — )y, D=—2,
(1 V) &* + by +@+ vy, D=2+,
1+ Ve —a(a—y )xy—3y, D=2—y".

Dans cet exemple, les coeflicients A, B, de la forme proposée admettaient pour
idéal plus grand commun diviseur unique I'idéal

G=abs, = (2,1 +v)B. 1+ V)G, 2+ )

(*) Lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité a craindre, il nous arrivera d'écrire \/ au lieun
dey—P.
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et il y avait trois maniéres de faire apparaitre un idéal principal diviseur de G, un
tel idéal étant 88, = (3), ou «8 = (14 ), ou 25 = (1 — /" ). Dans le cas géné-
ral, on obtiendra de cette facon un nombre fini de formes primitives, semblables
4 une forme donnée. Nous conserverons donc la notion trés commode de forme
primitive, en notant seulement qu’il peut ici y en avoir plusieurs pour une méme
famille (*).

Nous dirons, comme ecn arithmétique ordinaire, qu'une forme (AHPBC) primi-
tive est de l'ordre propre ou de U'ordre impropre, suivant que les entiers ., B, C ne
seront pas, ou seront, pairs a la fois. Une forme primilive ne peut avoir pour divi-
seur de 1, 2R, ¢, que des diviseurs de 2, soit 1 ou 3. Le diviseur s d’une forme
primitive propre est donc s =1, celui d’'une forme primitive impropre s = 2.
Les corps L(\/:) et @(\/:) font exception, \/—_I et \/——z étant des divi-
seurs de 2.

53. Il y a lieu d’établir entre les familles de formes de Dirichlet a coefficients
entiers une distinction importante. Soit = R* — A.C le déterminant de I'une
des formes de la famille. Sa norme (Y, est un entier positif ordinaire. Nous appel-
lerons formes de premiére espéce celles pour lesquelles (DY est carré parfait; et
Sformes de deuxiéme espéce celles pour lesquelles (DY, n’est pas cari¢ parfait. 11 est
évident que ce cataclére sera commun a toutes les formes d’'unec méme famille.
Si en effel les coefficients d’une forme F sont multipliés par 1, la norme du déter-
minant de cette forme devient DD, ()’

Les trois propri¢tés suivanles appartiennent aux formes de premiere espéce, a
I’exclusion des formes de deuxiéme espéce.

I. — Une famille de formes de premiére espéce contient une infinité de formes
a déterminant réel.

Soit D = a + b \/—P le déterminant d’'une forme de la famille. .Cherchons A
déterminer un facteur u de maniére que Dy, ou (a+bv— P) (g+hyV— P)z,
soit réel. Nous trouvons la relation :

(bg + ah)®* = (a* + Pb*)h*.

(*) Cette difficulté ne se piésente pas pour les formpes d’Hermite; les coefficients a et ¢
devant étre des entiers réels, deux formes semblables ne peuvent différer que par un fac-
teur de proportionnalité réel.
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Or cette relation, ol toutes les lettres représentent des nombres entiers ordinaires,
ne peut étre vérifiée que si I'on peut poser :

DY, =a* + Pb* = c*

c’est-a-dire que si la forme dont nous sommes partis est de premiére espéce.
Dans ce cas I'on pourra poser, K étant un entier réel quelconque,

g =(—a=+co)K, h = bK,

D= Dp* = 2K*c*(a5c).

On aura donc deux séries de formes de Dirichlet, & déterminants réels et de signes
contraires. Dans chaque série les formes sont semblables & un facteur de propor-
tionnalité réel pres, et les formes d’une série sont semblables & celles de l'autre,
le facteur de proportionnalité étant \/—TI;

II. — Une famille de formes de premiére espéce est représentée dans Uespace cayleyen

par deux droites conjuguées donl les coordonnées pluckériennes sont des nombres
enliers.

Supposons en effet DP, carré parfait, on pourra trouver une forme de la famille
ayantun 9 réel et négatif, d’aprés la propriété (1). Les formules (28) et (29), (par. 16)
donneront alors pour les p,, et q,, des valeurs entiéres. La condition est donc suffisante.

Si par contre D, n’est pas carré parfait, on peut bien reprendre le méme cal-
cul, mais a la condition de poser 9@, =Q, nombre positif réel, et d’introduire la
nouvelle irrationnelle \/6 Les nombres p,, et ¢,, que I'on en déduira seront des

entiers du corps quadratique réel C(\/a), du type a-H)\/-(S (a, b, entiers ordi-
naires).

IIl. — Une famille de formes de Dirichlet de premiére espéce conlient une infinité
de formes d'Hermile définies et indéfinies, a coefficienls entiers.

Nous entendons par 14 qu'il y a une infinité de formes d’Hermite a coefficients
entiers dont le point représentatif dans l'espace cayleyven est sur l'une des droites
représentant la forme de Dirichlet, son plan représentatif passant par la droite con-
juguée. En d’autres termes il y a sur ces droites une infinité de points & coordonnées
entiéres, ce qui est une conséquence de la propriété (11).
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54. Il nous sera utile par la suite d’avoir I'expression des coefficients a, b,c, de

ces formes d’Hermite, en fonction des coefficients 1), B, €, de la forme de Di-
richlet.

Pouwnt sur la premuére droite (LBC) — Nous avons trouvé (1™ partie, par. 17) les
expressions suivantes pour a, b, ¢, A :
a=>Xx+p,

\l/ = — (Am 4+ wn), 31)

%, u étant des parameétres continus réels et m, n, les zéros de ((LPC) Prenons
pour forme (ALRBC) une forme a déterminant réel et négatif P = —D, ce qui est
possible si la famille de formes est de premiére espéce et dans ce cas seulement.
Posons

(re= Adog,

) D
( A —p =, o

q et r étant aussi des paramétres continus réels; il vient

a = t{n.{)oq,
gb = 0, (Bg—rv—Pr), o)
0
?C=(.Rﬁ’»0+D)q+(:ﬁ—$}5o)r\/—P, 9

A= .{).{bo(D([l — PI").

Il est manifeste que si g et r sont des nombres entiers, il en sera de méme
de a,b,c. Mais de plus, soit k le plus grand commun diviseur entier réel des coef-
ficients de ¢ L, L, Bet (BB, + D), soit A’ le plus grand commun diviseur entier
réel des coefficients de r\/—P, A, et (B—.R,), on obtiendia toutes les for-
mes (abc) possibles, a coefficients entiers, en remplacant dans les formules (go)

et r par 4 et !
getrpar 9= et

Nous obscryverons, comme dans la Premiére Paitie, que A peut étre positif ow

negallf ll est pOSItlf lOquUO
> \/ D ’

le point (abc) appartenant alors au segment de la premitre droite ((LBC) qui est
intérieur a I'absolu.

, et donnant & g el r toutes les valeurs entiéres.

g
r
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Les formules (go) sont une généralisation de celles que M. Humbert a employées
{C. R., 1" mars 1920) pour donner ’expression paramétrique d'une forme d’Hermite
définie située sur une aréte elliptique d’ordre deux ou d’ordre trois.

Points sur la deuxiéme droite (LBC). — Nous avons trouvé (1'° partie, par. 17)
- les expressions suivantes pour a, b,c,A :

a=7ux+2,
\ b= (xm + wn),
/ ¢ =7mn,+ rAmn,

(33)

A= —xN,(m—n)(m,—n,),

2 étant un paramétre continu complexe. (LBC) étant comme précédemment une
forme de la famille proposée & déterminant réel et négatif » — — D, posons

A + }o = ,";t‘lvuq,
o .{\.{‘ol'
o \/— D’

q et r étant des paramétres continus réels. 11 vient

N—1

a = .{».L,,q,
S b = ,(hg + 1),
(91)
2 c=(BR,—D)g+B+B)r,
VA = — LA, (Dg* + ).

Pour que les formules (g1) nous donnent toutes les formes (abc) & coefficients
réels situés sur la deuxié¢me droite ((LBC) et celles-1a seulement, il faut et il suffit
que g et rr soient des fractions rationnelles, le dénominateur de ¢ étant le plus
grand commun diviseur entier réel de A.4,, B, (BR, — D), et celui de r le plus
grand commun diviseur entier réel de A\, et (B+B,).

Le discriminant A est toujours négatif, la deuxiéme droite (ALRBC) étant toute
entiére & 'extérieur de I'absolu.



CHAPITRE VII

ETUDE DES SUBSTITUTIONS DU GROUPE MODULAIRE

55. Nous allons & présent étudier les substitutions du groupe I' (par. 51). La
liaison du groupe I' et des formes de Dirichlet qui viennent d’étre étudiées apparait
immédiatement, la substitution (88), comme nous I'avons déja vu dans la Premiére
Partie (par. 30), conserve la forme

yx 4+ (3 —a)ey — By (66)

et les formes semblables, et ces formes sont ici a coefficients entiers.

56. Nous allons d’abord chercher & reconnaitre, & I'examen d’une substitution
du groupe I', & quel type elle appartient.

Nous avons vu (par 31) qu'une substitution loxodiomique correspond & un dé-
placement hélicoidal, composé d’une translation de longueur d et d’'une rotation

. d .
d’angle ,. Nous proposons d’appeler la quantité complexe, " + 1y, Camplitude

généralisée ou amplitude complexe de la substitution envisagée, nous dirons aussi
que cette substitution est de longueur d et d’angle .
On a (par. 33)

20:(0;—}—6)’_2:26}1(%—{—!?). (72)

Nous poserons

a+8=a+b\/:—_.ls (92)

a et b étant des entiers ordinaires. Il vient en développant les deux membres de la
relation (72)

— d . ood o,
a* — Pb*— a3 + 2aby/— P = 2ch-ﬁ cos 9 + ntsh—ﬁ- sin ¢.
Cette égalité en nombre complexes équivaut aux deux égalités réelles
. d
a'—Pb* — a2 = ach— cos g, (93)

R

aab\/P = 2sh% sin p. (94)
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De ces deux égalités je tire
d .
(a®+ P&’ =4 (ChT\- + cos q,)
d’ou je puis conclure

a' + Pb* =2 (ch% + cos @) (95)

sans ambiguité de signe, attendu que les deux membres sont essentiellement posi-
tifs ou nuls.

De (93) et (95) résulte que ch —;—- et cos 3 sont racines de I'équation du second
degré

2X" — (@ + P6)X + (@ — Pb* — 2) = 0. (96)

Il est bien connu que le type d’'une substitution <a {;) ne dépend que de la
Y

somme x + & de ses coeflicients extrémes; il est également classique qu’une subs-
titution loxodromique correspond & un déplacement hélicoidal de I'espace cayleyen.
Mais nous croyons avoir signalé pour la premiére fois (C. R., 2 janvier 1924) celte
équation (g6) qui relie de facon simple les amplitudes de la translation et de la
rotation composantes a la somme des coefficients extrémes.

57. De cetle équation (96) résulte aussitot une conséquence remarquable. Cette
équation a toujours deux racines réelles, 1'une comprise entre — 1 et 4- 1, c’est cosg,

- . d . .
Pautre supérieure a 1, c'est ch e Ces racines sont ensemble ou rationnelles, et

alors l'¢quation se décompose, ou incommensurables. Je dis que dans ce dernier

cas I'angle ¢ lui-méme est incommensurable & 2z. En effet, I'¢quation du n* degré
DY

qui donne les cosinus de , Kk allant de 1 & n, a loutes ses racines réelles et com-

prises entre — 1 et + 1, et il en est de méme des ¢équations de degré moindre en
lesquelles elle peut éventuellement se décomposer. Il est donc impossible d’iden-
tifier aucune de ces équations avec I'équation (96), qui a toujours une racine supé-
rieure & 1: par suite son autre racine, cos z, comprise entre — 1 et + 1, correspond
a un angle z incommensurable & 2=. Ce raisonnement est en défaut ~i I'¢qua-

tion (96) se décompose en facteurs du premier degré, et dans ce cas cos 3 sera un

. L . R 1
nombre rationnel. Ce nombre, comme on sait, ne peut étre alors que o, =1 ou—+—,
2

1

’ L 2' ’ r 1
et les angles = correspondants sont égaux a —, n étant égal & 1, 2, 3, 4, ou 6,
n

Nous avons donc démontré ce théoréme :

10
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L’angle d'une substitution loxodromique modulaire, a coefficients entiers dans

, — - \ N © -
le corps ou U'anneau (\/—P), est ou bien incommensurable & ax, ou-bien égal & —,
n

n ne pouvant prendre que les valeurs i, 2, 3, 4, ou 6.

Ce théoréme a été démontré, dans le cas particulier du groupe de Picard (P =1),
par M. Julia, dans sa Thése. Dans le corps ¢ (\/:) n ne prend que les valeurs 1, 3,
et 3; nous reviendrons plus loin sur ce point (par. 6o).

Ajoutons encore une remarque : nous avons posé

x4+ c=a+ by—P (92)

a et b entiers ordinaires; cela suppose o et 3 entiers du corps CM(\/—— P), ou de

I'anneau Jb (\/3) Si nous nous plagons dans un corps €, (\/— P), nous devrons
poser

V—P

a+06=a+ b—l—_—*—2—.
L’équation (g96) devient alors
8X* — (4a’ + 4ab + b° + Pb* )X + (4a° + 4ab + b*— Pb*— 8) = o 97)

mais le raisonnement que nous avons fait reste valable, c’est pourquoi nous disons,
dans 'énoncé précédent, « le corps ou l'anneau (\/— P) », sans particulariser les
valeurs de P.

58. La connaissance de I'équation (96) permet de déterminer trés simplement

a quel type appartlient une substitution donnée S (a E‘) du groupe I', & I'examen
v

de la somme 2+ 3 = a + b\/—P de ses coefficients extrémes. L'angle v de la

. , 27 . . . .
rotation composante étant —, on doit avoir les relations suivantes entre a et b,
n

suivant la valeur de n :

n=n1, cos ¢ = 1, b=o, type H, (98)
2, —1, a=o, L, (99)
3, —%, 3a* — Pb* = 3, L,, (100)
4, o, a— Pb* = a, L,, (101)

6, % a* — 3Pb* = 3, L,. (102)
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D’autre part une substitution elliptique est caractérisée par une translation nulle,
d . . . d \ . .
ou r= o. L'équation (g6) a donc une racine, ch R’ égale 4 1, d'ou b = o; puis,
I’équation (g6) devenant alois

X—1)(@X—a +2)=o,

il faut que cos . =

— 2 2r 2 pf. 2 . .
soit inférieur ou égal & 1 en valeur absolue, ce qui ne
laisse plus subsister que les hypothéses « + 38 = o, =41, + 2.

Si 24+ 3=o0, on a cos, = — 1, et uue rotation d’angle =, c’est-a-dire une
substitution elliptique d’ordre deux,

27

3 c’est-a-dire

. -~ I . .
Si a4+ 3 =1, ona co~.= — — et une rotation d'angle +
2
une substitution elliptique d’ordre trois.
Ssi a4+ 3 = == 2, on a une substitution parabolhique,

si enfin aucune des relations precédentes n’a lieu, la substitution est & angle de

rotation , incommensutable, nous dirons qu’elle est du type L.

Le tableau de tous les cas possibles est donc le suivant .

\

a+8:a+l)\/-:[3.

a=o elliptique d’angle = »
lal =1 elliptique d’angle ki -
b=o 3

la] = 2 parabolique P,
la] > a hyperbolique H.
a=—o0 loxodromique d’angle = L,,
3a*— Pb* =3 » » 332 L,;

: ™
b=o a*—Pb = a » » Y L,,
a'—3Pb*=3 » » = L,

3
tous autrescas  loxodrom. d’angle incommens. L,.

59. On traite par la méme méthode les corps C, (\/—— P), substituant seulement
I'équation (97) a I’équation (g6) Le tableau qui en résulte est le suivant :

.
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/a=o..... P E,,
Al == T e E,,

b a] .
jal=a... .. ... P,

lal >a2..... . . H
Wa+b= o.................. L,,
3(aa+ 6 —Pb =a.................. L,
b=o (2a +b6)—Pb = 8.................. L,,
(2a + 0 —3Pb* =1a.................. L,,
tousautrescas.................. ... .... L

60. 1l existe dans chaque corps ou anneau des substitutions E, et E,. En effet,

o —1

on y' trouve au moins les substitutions E, = ( ), conservant la forme x* + y,

1
I —1 2 2 ~

et E, , conservant la forme ax®— a2xy + 2y*. Ces formes sont encore con-
1 o

servées par des substitutions H et par conséquent aussi par des subslitutions L, et L,

respectivement. Il existe donc des L, et L, dans tous les corps et anneaux.

Mais il n’en est pas de méme pour les L, et L . En effet, pour que dans un corps
ou anneau il puisse y avoit une L_, il faul, d’aprés le paragraphe piécédent, que
I'on puisse avoir en nombies enticrs

a—Pb* = 2. (1or1)

Supposons d’abord P pair, le nombre 2 sera quel que soit P représentable par

. P y . : )
la forme 2x® — — y* Pour que I'éguation (101) admetle des solutions entiéres,
2
R . o, Apvn der
les formes & — Py* et ax®* — — y* doivent donc étre équivalentes :
2

(l,‘O,—~l))J’<2,0,——-§>. (103)

Supposons P impair, le nombre 2 est alors représentable par la forme
) —
— 1

y* ctune condition nécessaire pour que le corps ¢ (V/ —P), ou

ax' + oxy —

I’anneau .l.(\/ — I’), admette des L, est que

(l,0,—-—P)m<a,|,—P_l>. (104)

2
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De méme enfin, une condition nécessaire pour que le corps (‘“,_,(\/— P), ou
Janneau .L(\/— P), admelte des L, est que I'équation a* — 3Pb* = 3 puisse étre

résolue en nombres entiers, ou bien que les deux formes suivantes soient équi-
valentes :

(r,0,—3P) » (3,0,—P) (105)

Comme cas particulier considérons le groupe de Picard, P = 1. L’équation
a* — b* =2 estimpossible; d’autre part les deux formes x* — 3y*, 3x* — y*, sont de

familles différentes. I n’y a donc dans le groupe de Picard ni L, ni L, comme l'a
-démontré M. Julia.

64. Dans les paragraphes 56 a4 6o nous avons déterminé les différents types pos-
sibles de substitutions du groupe 1" et nous avons appris & reconnaitre & quel type

. A o B
appartenait une substitution donnée < ‘\), laquelle, comme nous le savons, con-
v 3
v

serve une famille de formes de Dirichlet. Nous allons chercher a résoudre le pro-
bléme inverse : étant donné une famille de formes de Dirichlet, composée de toules
les formes semblables & une forme (.1:BC), trouver toules les substitutions du
groupe [' qui la conservent et déterminer & uel type elles appartiennent.

Nous traiterons ce probléme pour les corps €, (\/r—l_’) et les anneaux ,l)(\/—_l;),
mais les mémes raisonnements appliqués a I'équation (97) au lieu de I'équation (g6)

conduisent encore pour les corps (‘\,(;\/‘— ) au tableau du paragraphe 56.

62. Les substitutions du groupe I' qui transforment la forme (1:BC) en une
forme semblable, étant de déterminant + 1, conservent en tous cas le déterminant
de la forme sur laquelle elles opérent. Si donc la forme nouvelle est semblable & la
forme (A:BC) elle lui est identique au signe prés. Les substitutions que nous
cherchons sont donc de deunx sortes, suivant qu’elles transforment ((1:RC) en
(AHRE) ouen (— A, —.B —O).

L’interprétation géométrique est immédiate : les déplacements qui font corres-
pondre une droite & elle-méme conservent ses points a U'infini (sur I'absolu) et sont
donc de deux sortes :

1° les déplacements qui conservent chacun de ces points et qui sont les déplace-
ments hélicoidaux ayant cette droite pour axe;

2* les déplacements (qui permutent entre eux les points sur I’absolu, et il est
assez ¢vident que ce sont des retournements ayant pour axe une droile rencontrant

perpendiculairement la droite donnée. L’analyse nous conduira aussi a ce résultat.



78 PH. LE CORBEILLER

Les déplacements de la premiére sorte forment un groupe G; éventuellement, ce
groupe peut étre amplifié par 'adjonction de retournements (2°). Le groupe G et le
groupe G amplifié ou G’ sont les deux types possibles de groupes conservant une
droite de I'espace projectif, ou groupes a deu.x: points-limites (Fricke-Klein, Automor-
phe Funkt., 1, p. 234 : Nichtrotationsgruppe mit zwei Grenzpunlkten).

63. Lastructure du groupe G estfort simple. On se rappellera que : 1° le groupe
modulaire 1" ne contient pas de subslitutions infinitésimales (correspondant a un
déplacement infiniment petil); 2° en conséquence il ne peut contenir de loxodromi-
ques d’amplitude infiniment petite et d’angle fini (Fricke-Klein, Autom. Funkt., 1,
p- 96).

Par suite si le groupe G exisle, il contient au moins une substitution, soit L, de
longueur d égale ou inférieure a celles de toules les autres. Il conlient donc le
groupe cyclique formé des puissances de L. Supposons qu’il contienne une substi-
tution, L', distincte des précédentes. La longueur de L' devra, d’apres (2°), étre
commensurable avec celle de L; el comme la longueur d de L est minima, la lon-
gueur de L' sera égale a ¢ ou pouria ) étre ramence. Le groupe G contiendra
alors la substitution L'L™", qui est elliptique.

Donc, si le groupe G ne contient aucune substitution elliptique, il est formé des
puissances d'une substitulion unique L; c’est un groupe cyclique. Si le groupe G con-
tient une substitution elliptique, il admel deux subslitutions génératrices, L et E.

64. Nous pouvons préciser davantage ce premier résultat. Reprenons I’équation.
fondamentale (96). Elle a pour déterminant

(* 4 Pb*)* — 8(a® — Pb* — 2);
, . , a B
d’autre part le déterminant & de la forme (66) conservée par (‘{ 8) est

4D = (3 —a)* + 4by
p— (tz -+— 8)’—— []

@ — PV — 4 + 2aby — P

169D, = («* — Pb* — 4)* + 4a*b*P
= (d* + Pb*)" — 8(a* — Pb* — 2).

Ainsi I'équation (g6) se décompose si DD, est carré parfait, et en ce cas seulement.
En d’autres termes,
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IV. — Les substitutions lorodromiques conservant des formes de premiére espéce sont

d’'angle commensurable & 2=, celles conservant des formes de deuxiéme espéce
sont d’angle incommensurable (*)

65. Cherchons & obtenir explicitement les substitutions du groupe G Ecrivons

(4

/af

pour cela qu'une substitution \1 ‘:) conserve la forme (LBEC) Nous avouns
Y °

ALt 4By + Cv =D,

o+ BB + by) + Cyd = B,

A+ 2R + €3 = C.

Il

Les deux premiéres de ces équations s’écrivent, en tenant compte de la relation

Ny a——— (89)
Q(a® — 1) + 28Bey + Cy* =0,
Qap + 2BBy + Cyd =o0

-d’ou1 I'on tire

Nous poserons
Y
8 =—~Cu, (106)

puis, 3+« restant encore arbitraire,

5+ a=al. (107)
‘L’expre’ssion générale des substitutious conservant la forme (AHBEC) est dong
t—%Pu — Cu
( du t+ .(Pwll) (108)
t et u étant de plus liés par la relation, équivalente a (89),
rr—Put=1. (109)

(*) Voir la note a la fin du Chapitre
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Jusqu’ici les formules obtenues sont celles de 'Arithmétique ordinaire (Lejeune-
Dirichlet, Zahlentheorie, 4° éd , par. 62). A parlir de ce point nous devons abandon-
ner le chemin classique. En Arithmétique en effet les coefficients A, B, ont un
p. g. c. d. enlier. On démontre alors que les nombres ¢ et u sont des fractions de
dénominateur s, ou, ce qui revient au méme, sont des entiers, ou demi-entiers, si
I'on prend pour b, B, C, les coefficients de la forme primitive unique de la famille
(6 =1 0ou 2).

Ici, comme nous savons, on ne peul parler de p. g.c. d. Tout ce que I'on peut
dire sur ? et u, c'est, d’apirés (107), que ¢ est un entier du cotps ou la moitié d’un
entier, et, d’apres (106), que u est une fraction du corps. De plus, si 'on a formé,
par un procédé quelconque, toutes les solutions (/, u) de I'équation (109) satisfai-
sant a ces conditions, il se pourra qu'une partie seulement de ces solutions rendent
t=+ Ru, Lu, Cu, entiers du corps et conduisent & des substitutions (108) faisant
partie du groupe I'.

Soit maintenant (A'#®'C') une forme semblable & (LC). Les substitutions du

groupe I
' —Ru —Cu (110)
110):
L{)' u' t' + '%I u'

""—Pu* =1, (xr1)

conservent la forme (AL'R'C'). Je dis que ces substitutions sont identiques a celles
qu’a déja fournies la forme primitive (LAC). En effet, & une selution (¢, u) quel-
conque de (109) donnant lieu a une substitution de 1" je fais correspondre les
nombres

' est bien un entier complexe ou la moitié d’un entier, u' une fraction du corps
(qui peut ici se présenter sous trois formes dégales irtéductibles); (' et «' satisfont
a (111) et donnent la substitution (110} identique a (108). Inversement a toute solu-
tion acceptable de (111) je fais coiricspondre une solution de (109), également
acceptable.

Donc toules les substitutions conservant les formes de la famille sont obtenues
de la maniére indiquée a partir des formules (108) et (109) ot (ARC) sont les
coefficients d’une forme quelconque de la famille. Le raisonnement du paragraphe
précédent nous apprend que les <olutions compleres et, s'il v a lieu, fractionnaires,
de I’équation (109) conduisant & des substitutions du groupe 1" forment une suite
linéaire infinie, exactemen!t comme les solulions entiéres de I'équation de Pell dans
le champ 1éel, sauf lorsque = — 1 ou H=--3.
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On observera que des relations

ch (i'+ lg) —_ £}—+—OZ — 1 (70) et (72)
R 2 S
. 2l — o -+ 3 ' (107)
on peut tirer ‘ )

1/ d .

" ce qui donne, dans le cas général ou le groupe G est formé des puissances d’une

substitution L(d, %), la loi de formation des ¢ correspondant aux diverses substi-
tutions L" de G :

t——ch”<d+i>' . ‘
n T a R Y/ .

Cette formule généralise la loi de formation classique des solutions de I’équation
de Pell.

66. On peut trouver par une voie différente de celle du paragraphe 56 I’équation
fondamentale (g6), en se servant de I'expression (108) d’une substitulion linéaire
que nous venons de former.

Soient d’abord

S — t— Ru — Cu - I — R — Cu'
- A\Il, t 4 fBu ’ - ( R t -+ ffBu'

deux substitutions conservant la méme forme (LRBRC). Leur produit TS aura une
expression analogue caractérisée par les nouveaux coefficients (¢, ") et 1'on aura
(note du par. 3r1)

S 1" = (' 4 Pua',

fu =tu + ul

(on observera que les substitutions S et T sonl permutables : ST=TS, du fait de
Phypothése qu’elles conservent le méme couple de droites).

Supposons maintenant que la forme (LRC) ait un déterminant réel et négatif,
ce qui est toujours admissible si nous cessons pour un instant de soumettre les
nombres a la condition d’étre entiers (par. 16). Nous considérerons les substitutions

suivantes qui toutes conservent le couple de droites correspondant a la forme

: . . . (P
(LBE) et ne différent par conséquent que par leur amplitude complexe (-(ﬁ+l:‘,>,

on par leurs coefficients ({.w) :

“
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1° Une substitution S quelconque, ses parameéltres étant (d, 2) ou (¢, u);
2¢ La substitution inverse S™*' de paramélres (—d, —g) ou (¢, —u);

3o La substitution T, de longueur d et d’angle — 2. Ses paramétres sont :
1/ d
ch—{——iz) =1 et u,;
2 ( l{ |> (] 0

(c’est en vue de celte simplificalion qu’on a.supposé 9D réel);

4° La substitution TS; c’esl une substilution hyperbolique de longueur 2d;
nous poserons :

- ad d
-\_—_Lh<2‘—“+”>:¢h-ﬁ;

5°La substitution TS™*; c’est une substitution elliptique d’angle 2; nous
poserons :

s\

X':ch(o+in—;—):cosqh

On a alors, d’aprés les formules de multiplication ci-dessus :

X =, — Déllo,
X' = U, + Duu,

X + N =4,
\X' = 1 — D*u’u,’
G+t —u.

I

) . d . , .
Les quantités X et X', ou ch " et cos g, sont denc racines de I'équation du

second degré

X*—alt, X\ + 0+ t'—1=0o0. (96-bis)
Si maintenant nous reprenons nos restrictions arithmétiques, et posons :
nl=d+b\/— P a el b entiers,

nous retombons sur 'équation (g6), dont on peut déduire des conséquences arith-
métiques. L’équation (96 bis) peut mirux convenir a des questions géométriques.
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La relation (g6 bts) est symétrique en £, {, et X (ou \') ce qui s’explique par les
relations entre substitutions

ST'TS=T=S.TS™.

67. Employons de nouveau la méthode du paragraphe 65 pour oblenit les subs-

L. -] .
titutions b( L> transformant la forme (1, .0, ) en (—. 4, —B, —€) Nous avons
Y )

Dt = oBay + Oy = — .,
).{.715 + BaBbsy) + Cvs = — B,
\ A6+ 0B + C' = — G

les deux premiéres de ces équations s’écrivent, en tenant compte de la relation

w— =41, (89)
L@+ + R+ Cy)y=o,
3 Lol + B2+ Cy)a=o0.
Ecrivons que ces équations sont compatibles, il vient
«4+08=—o0.

La substitution S doit donc étre elliptique d’ordie deux. Si cela est, les deux équa-
tions ci-dessus se 1éduisent &

A —2PBe—Cy=o0 (r12)

et ceci (pat 20) estla condition pout que la forme (A, B, €) et la forme (y, —«, — )
conservée par S soient conjuguées, ou encore que les couples de droites les repré-
sentant se rencontient deux a deux oshogonalement Nous avons donc trouvé ana-
lytiquement les conditions prévues au paragraphe 62.

On peut éliminet y et 3 entie les 1elations

ad — fv = +1, x4+ 8=o0, et (112),
et I'on est ramené & salisfaire en nombres entiers complexes 4 I'équation
Ca¥—o2Bx8 4+ L6+ € =o,

ce qui n'est pas toujours possible Etant donné une forme (A, B, €), il n’exislera
pas en général de substitution du groupe 1" la tran~formant en (— ., — B, —C).
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68. Nous avons trouvé au paragraphe 63 -quelle est la structure du groupe G,
si ce groupe existe. Nous allons montrer qu’il existe certainement dans le cas de
formes de premiére espéce a déterminant non carré parfait.

En effet, soit (LiR¢) une pareille forme, on peut (par. 33, 1), en multipliant
ses coefficients par un entier complexe u, rendre son déterminant réel et positif :
Du* = D,, et D,, par suite de 'hypotheése faite, n'est pas carré parfait. L'éguation
en nombres entiers réels

' —Duw =1

est alors une équation de Pell et admet toujours des solutions, auxquelles corres-
pondent des substitutions hyperboliques conservant la forme (ARC). L'existence
du groupe G est donc démontrée.

Nous n’oblenons pas ainsi nécessairement loules les substitutions hyperboliques
conservant (LiRC). Mais en tous cas toules ces substitutions sont les puissances
de I'une d’entre elles, H, dont l'amplitude est Ia plus pelite longueur dont on puisse,
dans le groupe 17, faire glisser la droite ((L.AC) sur elle-méme sans rotation Nous
appellerons H la substitution hyperbolique aflachée a la famille de formes, ou a la

droite, (LBE).

69. On peul pousser plus loin la recherche de la substitution hyperbolique atla-
chée dans le cas, important pour la suite, ot la droite (1:B3C) est conservée par des
substitutions elliptiques.

Nous avons vu (par. 58) que les substilutions elliptiques du groupe I' sont

~

d’ordre deux ou trois, suivant que |z + 3

=0 our.

Les substitutions ellipliques d’'ordre deux sont par conséquent du Llype
* 8 (113)
Y —_— %

—at— By =+ 1. (114)

avec

La substitution (113) conserve la farme de Dirichlet
ot — aaxy — By* (115)

qui est de déterminant — 1, et les formes semblables.
Inversement. soit une forme de déterminant — u* et de plus telle qu’on puisse

la ramener, en divisant ses coefficients par l'entier complexe w, a une forme (ALBC)

h
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de déterminant — 1. Cette forme et les formes semblables seront conservées par la
substitution elliptique d’ordre deux

E — <— H — L)
A B

D’aprés le paragraphe 63, la forme (AHC) de délerminant — 1 est aussi con-
servée par les substitutions hyperboliques

't —PBu  —Cu
(108)
.{,u t + Eﬁu
ol
t+ut=1, (116)

t > 1 entier réel ou demi-entier,

u fraction complexe.

u doil donc étre ici un entier complexe ou un demi-entier, et son carré étant négatif
on peut poser

[__—_-_.I_ u——i_\/a;[)_

’ -

et 'on est ramené a 'équation en nombres entiers réels
" —Pu*=4. (117)

Toutes les substitutions hyperboliques du groupe I" conservant la forme (1.BC)
dérivent de I'équation (117), mais toutes les solutions de cette équation ne condui-
sent pas nécessairement & une subslitution (108) a coefficients entiers. Pour cer-
taines valeurs de P l'équation (117) admel des solutions (¢ u') composées de nom-
bres impairs, et il ~se pourra alors que pour certaines formes (.1, () les coeflicients
de (108) ne soient pas enliers. Dans ce cas, on devra n’accepter que les solutions

paires de I'équation (117), ou, ce qui revient au méme, lui substituer Uéquation
0 —Puw=1. (118)

En résumé, toutes les substitutions hyperboliques du groupe I" conservant la
forme (LB ) de déterminant — 1 correspondent a toutes les solutions, soit de
I’équation (117), soit de 'équation (118).

La substitution hyperbolique attachée a I’aréte correspond dés lors 4 la plus petite
solution de I'une ou de l'autre ¢quation.

On remarquera que E, rentre ¢galement dans la formule (108), lorsqu’on y fait
t—o0, u—=—ru.
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70. Pour les substitulions d’ordre trots. on a |x + 3f = 1, et I'on peut toujours-
se ramener au cas x + ¢ = 1, ces subslitutions sont donc du type

-
(119)
\‘{ I —a

avec

a(t —a)— By = +1. (120)

La substitution (119) consetve la forme de Dirichlet

2vx® + o(1 —22) ry — 2By’ (ra2r1)

qui est de déterminant — 3 et de l'ordre impropre (par 52, a et ¢ pairs a la fois),
ainsi que les formes semblables. )

Inversement, soit une forme de determinant — 3u® et de plus telle qu'on puisse
la rtamener, en divisant ses cocefficients par 'entier complexe u, a une forme (LB C)
de déterminant — 3 et de lotdre impropre Cette forme et les formes semblables

seront conservees pat les substitutions elliptiques d’ordre tiois

1— B — ¢ 1+ R —C
J 2 2 2
E, = , , E,=
Db 1+ B Y 1—$
2 2 2 2

La forme (LBC) est aussi conservée par les substitutions hypeitboliques
t—Pu  —Cu
(108)
Jdu L+ Bu
ou
4 30t =1 (122)

t enlier réel ou demi-entier, u fraction du corps. Le carié de cette fraction étant
négalif, elle est de la forme

u = u’\/?l—’

. . . | - U .
w' fraction rationnelle rlelle, d ot en posant ¢ — —, (' entier réel > 2,
2

1" — 12Pu* = 4.
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Par hypothése P ne contient pas de facteurs carrés. 11 y a toutefois deux cas

a distinguer. sunvant que P est ou non muluple de 3.
Si P n’est pas multiple de 3, «' fraction rationnelle 1éelle ne peut avoir pour
. . . u" e 3 Vhrnati
dénominateur que 1 ou 2, ~oit u = —. Nous sommes alors amenés & 'équation
2

en nombires enliers
1" —3Pu" = 4. (123)

Si P est multiple de 3," soit P = 3P’, le coeflicient 12 P contient le facteur

L4
. A . . . s . u ’
carté 36 et u' pouria étie une fiaction de dénominateur 6, soit «' = , d’ou

6

I'équation en nombres entiers
["—l"u”’:&. (12[‘)

Mais les solutions de celte équation ne conduisent pas toujours toutes a des
substitutions (110) a coeflicients entiers. Les substitutions hyperboliques dépen-
dront, dans chaque cas particulier, soit de I'équation (124), soil de I'équation

(P —Pu’=1 (125)

dans lesquelles u, pouria de plus étre assujetli a étre multiple de 2, 3 ou 6 (*).

. - . . I 1 .
L’équation (122) admet d’ailleurs toujours les solutions ¢ = S 4= =+ —, qui
2
conduisent aux substitutions E et E'|.

(" Comme exemple de I'un des nombreux cas possibles, considérons dans le corps
€ (V=6) la forme

\/——6.’1;'+6.ch——2\/—63", P»=—3.
L’équation
r+3u"=1 (123)
devient en nombres entiers ordinaires
[’!—211”’:[‘. (lﬂlj)
Celle-ci n'admet que des solutions paires (2i,, 2u,), ¢, u, satisfaisant a
(*—oau’=1 (125)
dont la plus petite solution est {, = 3, u, = 2, d’ou la solution de (122)
.2y —6

t1=3, = 3

.donnant la substitution hypeibolique attachée a I'aréte

<3 _-2-\2:6 3 +:5-——73>'
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71. C’est encore I’équation fondamentale (g6) qui va nous permeltre de trouver

certaines conditions nécessaires que doivent remplir les déterminants des formes de

premiére espéce conseryées par des substitutions loxodiomiques d’un type donné.

Soit D le déterminant d’une forme de premiére espéce conseryée par une subs-

titution (108), on a
' — Du* =1
et
nl=z+6=a+b\/——P..
1* Supposons que S soit une loxodromique d’angle -3;— :
On a

3a* — PV =3
d’ou
30— D) —Ba*—Pb)=o0
ou
3(a + b\/——-_P)’—— 1290 — 12¢* + 4Pb* = o.
ou
—-12‘;Du’—(3a—b\/-—_l;)‘ =0
ou

D=3 (3_“:2\_/:L’)
6u
9 étant entier est donc du type 3u’ ot v est entier.

2° Loxodromique d'angle % :
On a
at—Pb* =2

d’oti par un calcul semblable au précédent

— b\ —P\?
o= —(=EY. w pe
2u

kid

3° Loxodromique d’angle 3¢
On a
a*—3Pb* =3

d’on I'on tire

_ —pye

(109)

(92, 107)

(100)y

(101)

(IOZ)-
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En résumé, pour qu'une forme soit conservée par une loxodromique de type
L,, L, ou L,, il est nécessaire que l'on ail

pour une L, D= —u,

h

pour une L, ou une L, 9P = — 3p°.

Ces conditions sont plus étendues que celles du paragraphe précédent, car les
coefficients d’'une forme de déterminant — p* ou — 3p* ne sont pas pour cela divisi-
bles séparément pat u  Si lon a ramené la forme donnée (A.BC) a l'une des formes
3 seront alots les con-

primitives qui lui sont semblables (pa1. 32), H= —1 ou
ditions nécessawres el suffisanles pomr que la famille de formes ((L¢BC) soit conser-
vée par une substitution elliptique d ordie 2 on 3, D= —u’ ou —3,* seronl les
conditions nécessaires pout qu’elles soient conseivées soit par une L,, soit par

une L, ou une L,.

72 Considérons une L,; la somme a+3 est d’aprés (99)

a+8=2!=b\/3

d’ailleurs :

f—Pu' =1
donc :
—Du =1 +%
ou
g=_PV+4
bpt

Si donc Pb*4-4 est un carré, le déterminant P est du type —p®; et récipro-
quement.
Soit maintenant une L,; la somme «+43 correspondante est d’aprés (101)

a+3=a+b\/—P avec a'—Pb*= 2.

Si nous élevons cette L, au carré nous trouvons une L,, mais non une L, quel-
conque, en effet la somme 2’43’ est pour cette L,

a + 8 =(x+ 3" —2
=aaby/— P =0b'\/—P
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et la quantité (Pb"+-4) est
Pb™ + 4 = 4Pu*d" + 4
— [.(a’ —_— I)’.
C’est donc toujours un carpé; par suite une substitution L, ne peut conserver

qu'une forme de discriminant 9 =-—u’, ce qui confirme un des résultats du para-
graphe précédent.

73. Nous avons maintenant a considérer les formes que nous avons exclues des
raisonnements précédents, les formes a délerminant carré parfait. Celles-ci sont de
deux types, suivant que le déterminant © est nul ou non.

Supposons d'abord D nul, d'ou il suit [24-3] = 2. Prenons «+3=—2, cas auquel
on peut toujours se ramener, la relation (107) devient

o+ 8 =2 =2l

d’ou I'expression générale des substitutions paraboliques qui conservent une forme
(ARC) primitive de déterminant nul

1 — Ru — Cu 6
( Qu 14 %lt) (126)

u étant une fraction du corps telle que Au, Bu, Cu soient entiers.
La substitution (126) peut aussi s’écrire

1+ ho — ho?
h 1 —how

ou bien
- ! = ! + h
Z —w Z— o
en posant
0= — ﬁ, h = bu,
R

expression ou le pdle « et 'amplitude h de la substitution sont mis en évidence.

Le groupe (126) contient au moins toutes les substitutions que l'on obtient en
prenant pour u un entier quelcongue du corps, m+n V/— P. Ces subslitutions for-
ment un groupe, qui a deux substitutions génératrices, Set T, la premiére d’am-

plitude a. la seconde d’amplitude a \/— P, une substitution S™T" du groupe
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ayant pour amplitude a (/n+n\/——P). Si le groupe (126) contient d’autres subs-
titutions, correspondant & des valeurs fractionnaites de u, il sera encoie construit
sur deux substitutions génératrices, L et V (cat une troisiéme conduirait a des subs-
titutions infinitésimales). Soient h et k les amplitudes de U et V, il faudra que

= ph, ay/—P= gk,

p et g entiers, afin que le groupe comprenne les substilutions déja trouvées; de
plus, il faudra que

hV/—P=rk, kyV—P=sh,
r et s entiers.

Ce cas plus général du groupe parabolique ne peut se présenter que dans les
corps ou il existe des classes d’idéaux non ambigues. En effet, u ne peut élie une
fraction que si les idéaux principaux (1), (:R), (C) ont un idéal p.g.c.d. | différent
de (1). S’ils n’en ont pas, u esl nécessaitement entier. Or, mettons le quotient des
idéaux principaux () et (1) sous la forme du quotient de deux idéaux b ct a
premiers entre eux : O —Ii— Cela est possible d'une seule maniére, et les idéaux

) o«
act b sont de la méme classe La forme (r —wy)", a coeflicients ratlionnels, est for-
mellement semblable & la forme

a*x® + aabxy + b*y*. (127)

Si les idéaux a et b appartiennent & une classe non ambigue, cetle notation est
dépourvue de sens, et il faut entendre que si 'on multiplie les idéaux a*, ab, b*, par
un idéal quelconque J de la%lasse conjuguée, on obtiendra des idéaux principaux
(L), (B), (€), qui conduiront a une forme (,1.AC) a coeflicients entiers. Le nombre u
pourra dans ce cas étie fractionnaire.

Si au contraire les idéaux a et b appartiennent & une classe ambigue, les idéaux
a*, ab, b*, sont principaux et premiers enlie eux, et conduisent directement & une

forme primitive unique (1:BC), le nombre u devant alors étre entier (*).

(*) Le groupe des substitutions paraboliques conservant le point a P'infini

<: m + n\/—_l’\

o 1 y

(128)

est dans tous les corps (‘3,‘,(\/-—— P) un exemple du cas simple on il existe une forme pri-
mitive unique, ici y*. Pour donner un exemple du cas genéral, placons-nous dans le

o Iy . . ; H i
corps € (y/—14) ouil existe quatre classes : la classe principale, une classe ambigue A et
deux classes non ambigues Bet € et prenons pour pole

L AT A S O S K PN o D SO C P e o A0 R
37 3) B+ )B4+ ) Gzt ) a’

Les idéaux aetb sont de la classe B, leurs carrés sont de la classe A (ambigué) ; nous ob-

w =
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74. Considérons a présent les formes & détermunant carré parfaul et non nul. Les
substitutions conservant une pareille forme sont données par (108), f et u satisfai-
sant a la relation

r—dut=1. (109)

Posons

' = at, u’=2u\/§5,

t' et u' seront des entiers du corps satisfaisant a
1" — g — 4. (]29)

Pour une substitution hypeibolique, ' devra élre un entier réel >>a en valeur
-absolue, «' sera donc aussi un entier 1éel. L'équation (129) n’a pas dans ces condi-
tions d’auties solutions que ' = =42, u’ = o, ce qui donne les deux substitutions
que nous avons appelées 1 et I,

=05 =02

qui correspondent I'une et I'autie & un déplacement nul.
Une forme a déterminant carré patfait n’est donc conservée par aucune substitu-
tion hyperbolique Elle ne peut I’étre non plus par une substitution loxodromique

2% . . A . . '
d’angle - dont la puissance n serait une substitution hyperbolique. Elle ne I'est

pas non plus par une substitution loxodtomique d’angle incommensurable & =,
puisque celles-ci exigent que D@, ne soit pas catré pgifait, ni par une substitution
patabolique, ce qui exigerait que @ {1t nul Il teste qu'elle pourrait étie conservée

pat une substitution elliptique Si celle-ci est d’ordie deux, il faut nécessairement

que O = — 1, lequel nest carté parfait que dans le corps C(y/—1), si elle est
d’ordre tiois il faut © = — 3, qui n’est carre patfait que dans I'anneau A,(y/ —3).

tenons deux formes primitives en multiphant les coefficients ideaux de la forme (127) par
les idéaux ¢,= (2, ) ou ¢,= (7, ) delaclasse A, cec qui donne les formes

Fi=C+y)a +2(h— v Juy—(6+ v )y,
F,=@G—v)a —2(7 +2yv )ey—(7-3v )y
Le groupe parabolique conservant le pole » est
v (T PRV (B STy
NEE I Y S—v 7w —6—ay
les amplitudes de U et V sont respectivement
h=2+ ", k=7—V

et I'on a bien

hy/— P = —ak, ky/— P = 7h.



FORMES QUADRATIQUES A INDETERMINEES CONJUGUEES 93

On peut conclure,’en exceptant ces deux cas, qu’'une forme de déterminant carré parfait
et non nul n’est conservée par aucune substitution en dehors de la substitution identique.

75. A ces formes correspondent, géométriquement, des demi-circonférences qui
ne traversent qu'un nombre fini de domaines. Celles-ci, en effet, doivent atteindre
I'absolu a Pintéricur de I'angle polyédre aboutissant & un sommet ~singulier; autre-
ment dit, il faut que les poinls-racines de la forme (:AC) <oient d’abcisse ration-
nelle, c’est-a-dire soient de ces poinls que nous venons de rencontrer comme ‘pdles
de substitutions paraboliques. Et la condition pour que les zéros de ((LUC) soient
rationnels est précisément que Y soit carré parfait.

76. Rassemblons les résultats obtenus dans les paragraphes 63 a4 75. Nous obte-
nons le tableau suivant, ot D désigne le déterminant de I'une des formes primitives
de la famille de formes considérée, et P, 1, ..., etc., le type auquel appartienuent.
les substitutions qui conservent les formes de la famille :

Dmnul................ e P
D carré parfait. ........ .. .. L 1
P=—1..... H,, E, et parfois L,
P=—3..... o,E, » L,
. DD, carré parfait | D = —p’.. ... 1L » L, L,
‘% non carré parfait
@ =—3u. ... 5 » L, L,
tous autres cas. H » L,

DYP, non carré parfait. ........... L,

77. Tous les différents cas prévus par le lableau précédent existent effectivement;
il est nécessaire de le montrer sur des exemples particuliers, car il résulte seule-
ment des raisonnements précédents que ce sont des cas possibles.

On trouvera au Chapitre x de nombreux exemples d’arétes elliptiques, conservées
par conséquent par des L, et L, et tantét admettant aussi des L (P = 2 et 14) et
des L (P =2 et 11), tantét n'en admettant pas. Nous dirons que de pareilles L,
et L,, situées sur des arétes ellipliques, sont décomposables duans le groupe 1°; elles
sont en effet le produit d’'une H et d'une E appartenant toutes deux au groupe I'.

Mais il existe aussi des L, et des L, situées sur des arétes non elliptiques. On
peut bien décomposer géométriquement ces substitutions en une H et une E, mais
la E ne sera pas alors du groupe 1" (ses coefficients ne seront pas entiers dans le
corps ou l'annecau), et par suite la I non plus. Nous dirons que de pareilles L, et L,
sont indécomposables dans le groupe 1" ('expression indécomposable n’écartant pas
d’ailleurs la possibilité que ces L, ou L, soient le carré d'une L, ou d'une L.

Voici des exemples des quatre cas possibles, pris tous dans le corps € (\/:—2)
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1° L, indécomposable, sans L, :
forme x*+ 2y xy + 77, PD=—9g

, v —7 .
conserveeparL,:(l 30°) t=1ay, u=—ri;

2° L, indécomposable, avec L,.

forme 20® + axy + v ¥ D=—0+y )

o oan g THV 1+ - -
conservée par L, = agay —143y) t=12y, u=—1+y,
et par L‘:-(l_ ! _), [_—:_2._1, u:i__;

v 1+V 2 2
3° L, windécomposable, sans L, .
forme (—246oy )ax*+20—6y )xy—2y,, D=—30—2ay )

. . 6y~ I 54 6y .

conservée par L, = 1430y 5), = 3 ) P

4° L, wndécomposable, avec L, :
forme 201 —3y )a*— 23—y )xy + 2y, PD=—-3—y )
conservée par L, = <§ i’g :;: :33:3\/;_ , t= 5_+2§L, u= ﬁ;ﬁ
et par L6=< S 1 , t:i‘—i——\/—-, ——

1—3y 2 2
* -
78 Sous-groupes du groupe 1’ conservanl une forme définie d’Hermite. — Soit

(abc) une forme, définie d’Hermite, de disctiminant non nul, il lui correspond
un point intérieur & I'absolu  Or, les substitutions elliptiques sont les seuls dépla-
cements qui consetvent des points intetients a absolu (cela résulte de linterpré-
tation géométiique des substitutions de I'). Si donc le point (abc) n’appartient
pas a une demi-citconférence conservée par une substitution elliptique, — nous
dirons pour abiéger a une aréle elliptique, — il ne scra conservé que par un dépla-
cement nul. 11 y a deux substitutions de I" qui correspondent a un déplacement

> Ainsi, dans

nul la substitution unité, <I 0>, et la substitution I = (ﬂ_' ©

o1 o —1

le cas général une forme d’Hermite définie admet dans le groupe deux transforma-
tions en elle-méme, ou automorphies, savoir 1 et |

Si le point (abe) est situc sur une aréle elliptique d'ordie deuy, la forme (abe)

sera conservee par les quatre substitutions du sous groupe (1, E, I, EI) De méme

si le point (abe) est <itué ~ur une aréte elliptique d ordie trois, la forme (abc)

admettra les str automorphies (1, E, E*, I, EI, E*I).
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Supposons maintenant que deux arétes elliptiques aient un point commun.
Ce point commun sera consetvé par toutes les substitutions du groupe polyédrique
dont les deunx substitutions elliptiques ~ont les substitution~ génératrices. Nous
conviendrons de I'appeler sommel polyédrique.

On ne peut pas oblenir ainsi tous les types de groupe~ polyédiiques possibles,
puisque le groupe I' ne contient que des substitutions elliptiques d’ordre deux
ou trois. En se repoirtant au tableau connu des groupes d’ordre fini (p. ex. Klein,
Tkosaeder, p. 21), on voit qu'on ne peut avoir ici que des groupes de trois types :

Le groupe (rirectungle d’ordre quatre (trois arétes elliptiques d’ordre deux se
rencontrant a angle dioit),

Le groupe diédrique d’ordre siv (une aréte d’ordre trois perpendiculaire a trois
arétes d’ordre deux formant des angles de 120° dans un méme plan);

Le groupe télraédrique d’ordre dourse (trois aréles d’ordie deux formant un sous-

groupe trirectangle; quatre arétes d’ordre trois disposées comme les diagonales
d’un cube).

On rencontre effeclivement ces tiois types.

Comme une forme conservée par une subslitution S de [ est aussi conservée
par la substitution SI, onvoit qu'en définitive une forme (abc) correspondant a un
sommet polyédrique admet, suivant les cas, huil, douze, ou vingl-quatre aulomorphies.

Nous avons ainsi énuméré tous les sous-groupes d’ordre fini du groupe I'.

79. Au lieu de nous appuyer sur les résultats classiques de l'Icosaédre, nous
pouvons démontrer directement que ces sous-groupes existent el qu’il n’en existe
pas d’autres, comme il suit :

& . .
Une substitution elliptique d’ordre deux <a ' ) conserve la forme de détermi-
Yy —a
nant — 1

F, = yx* — oy — By*.

- -~ . e B
Une substitution elliptique d’ordre trois Ka ! > conserve la forme de déter-
Y I—a

minant — 3
F,=ayx® + 2(1 — aa)xy — 28y".
L’invariant simultané de deux formes des types précédents est, pour deux for-
mes F, :
H, = —7f —y'f — 30,

pour une forme F, et une forme F_ :
H, = —ay4 — 2y'8 + 2a(1 — 22');
pour deux formes F, :

H,= —4y8' — 4y'8 — 2(1 — 22) (1 — 22').
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La condition pour que deux arétes elliptiques d’ordre deux se rencontrent est

(par. 26) que H,, soil réel et inférieur en valeur absolue a 2 V49 ou 2. Comme
tous les coeflicients que nous considérons sont entiers, les seules valeurs admissi-
bles pour H,, sont alors o et +1.
Dans le premier cas, les arétes elliptiques qui se rencontrent font entre elles-
I’angle = donné par
H

/oW

COs

-G

::_'0,

elles sont donc orthogonales, et a partir des substitutions correspondantes on cons-
truit le groupe trirectangle.
Dans le second cas, on a

H +1

‘COS’T';:—————_—_“ M

21/ DD 2

c’est le cas du groupe diédrique d’ordre six.

Pour qu'une aréte d’ordre deux rencontre une aréte d’ordre trois, il faut que H,,
soit réel et inférieur en valeur absolue & 2y/9D®' ou 2y/3. Mais il résulte de l'ex-
pression de H,, que H,, est toujours un nombre pair. On peut donc seulement
avoir H=o0 ou —+a.

Dans le premier cas on a

H

CO8 ¢ = ———= = o,
2/ DD
les deux arétes sont orthogonales, c’est le cas du groupe diédrigue d’ ordre six.
Dans le second cas on a

_H
2VDD'

COS v —

st

V3
Pangle = est celui que fait la droite =y =12 avec les axes de coordonnées. C’est’
le cas dn groupe tétraédrique.

Enfin pour que deux arétes d’ordre trois se rencontrent il faut que H,, soit réel:
et inférieur en valeur absolue & 2\/5\‘—1\' ou 6. Mais il résulte de I'expression
de H, que H,, est toujours mult. 4 plus 2. On peut donc avoir seulement H  —=-+2a-
et I'angle des deux arétes est donné par

H 1

COQ.‘J:'—==i—‘;
2/ D 3

I'angle 3 est celui que font entre elles les diagonales d’un cube. C’est le cas du-
groupe tétraédrique.
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80. Yous venons d’étudier les sous-groupes du groupe I' conservant une forme
de Dirichlet (par. 61 & 77) ou une forme définie d’Hermite (par. 78 et 79) ainsi que
les formes semblables. Les sous-groupes conservant une forie indéfinie d’Hermite,
sous-groupes dont I'étude a été inaugurée par M. Picard (v. Chap. V, par. 37) offrent
un champ de recherches beaucoup plus vaste et que nous n’aborderons pas ici. Si-

3
[ (SO S SR M

|
M : 4 e cemereese @
\amplitvd de A

—---i‘E._.—_--_.

— - ——
- - - — - -

Fic. 3.

gnalons seulement un exemple élémentaire de ces sous-groupes. Lorsqu’une
droite (A) rencontre & angle droit I’axe d’une substitution elliptique d’ordre deux E,
elle en rencontre une infinité; les axes de ces retournements sont distants entre eux
(par. 34) de la moitié de 'amplitnde MM’ de la substitulion hyperbolique H attachée
a la droite (A), et sont tous dans un méme plan de l'espace cayleyen (demi-sphére
du demi-espace de Poincaré) qui est ainsi conservé par toutes les substitutions du
groupe construit sur H et E. Nous nous servirons plus loin de cette remarque
(par. 93).

NOTE

Nous avons trouvé quatre propriétés (I, 11, 1lI, par. 53; IV, par. 64) caractérisant les for-
mes de premiére espéce par opposition a celles de seconde espeéce. La distinction posée est
donc véritablement essentielle. 1l est intéressant dans ces conditions de rechercher quels

sont les entiers © d'un corps quadratique ¢ (\/j) dont le module est carré parfait.
Posons

DN=a+b \/—— P,
nous devrons avoir
a + P = . (1)
Supposons d’abord que les idéaux principaux () et ({,) soient premiers entre eux.
Décomposons (‘) en ses idéaux premiers. Ceux-ci ne peuvent étre ni des idéaux princi-

13
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paux, ni des idéaux ambigus, sans quoi ils seraient aussi des facteurs de (9,). On a donc
nécessairement

(D=1 xII'+. ,
@) =11, xI1I',x ..,

IT et T’ étant des idéaux non ambigus, et I, II';, . leurs conjugués

D’autre pait, puisque ({D)(D,) = ¢, et que (L)et(4¥') n’ont pas de facteurs com-
muns, il faut aussi que

(D) =A* (2
et
(@) =A/,
A étant un certain idéal.

Deux cas sont alors a distinguer, suivant que le corps @(\/-—— P) admet des classes am-
bigues ou non

§’il n'admet pas de classes ambigues, jamais A* ne pouria étre un idéal principal,
comme l'exige I'équation (2), a moins que A ne soit lui-méme un idéal principal. Il n’y
aura donc pas d’autres solutions de (1) que celles déiivant de

A = (u), idéal principal premier avec son conjugué,
d'ou
P=u
et

C = uu,.

[

Sile corps C(y/—P) admet des classes ambigues, soit I un idéal non ambigu d’une
classe ambigue, on pourra poser

@ =r
d’ou
¢ = Jol,

et I'on aura des solutions de (1) qui ne rentreront pas dans le type précédent.

Considérons par exemple le corps ¢ (V=35) ouil existe deux classes, la classe princi
pale et la classe ambigue Soit

u:v+w\/3,

W= v — 5w + avw \f— 5
et
uu, = v* + Sw’,
on a l'identité
(V' — 5w)* + 5(avw)* = (v* + 5w*)*
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et les entiers complexes du type
D = (v* — dSw?®) + 20w \/:—5
répondent a la question Ainsi en prenant
lz=1+\/——5) on tiouve 4* +5 X 2* = 6*,
u=n+\/:_5 on trouve 1*+ 5 X 4*=9°,
etc .
D’autre part, prenons un idéal non ambigu de la classe ambigue, par exemple
I=(@3,24+V—5)
il vient
IP=(2+V-5),
d’ou la solution

PD=2+y\y—5, 2+ 5 X 1"=3",

qui ne rentre pas dans le type précédent, ot le coefficient de y/—5 était nécessairement
un nombre pair.

En géneral, le determinant ) d'une forme de premiére espéce sera, si 'on ne suppose
plus que (D) et (D,) soient premiers entre eux,

D = o’d,

a étant un entier complexe quelconque du corps, et d un entier complexe tel que (d)=1*,
(I idéal non ambigu de la classe ambigue).

L’analyse précédente est due a M Humbeit, qui dans son Cours du Collége de France
en 1918-1919g résolvait I'equation, plus générale que celle qui nous intéresse,

1l s'agit alors de savoir s'il y a, ou non, dans le corps C(y/m), des idéaux I tels que
Tidéal 1* soit principal.




CHAPITRE VIII

FORMATION ET ETUDE DU DOMAINE FONDAMENTAL DU GROUPE MODULAIRE

841. La méthode de M. Humbert pour la formation du domaine du groupe mo-
dulaire du corps (°(\/——_l’) suppose P=1 ou 2 (mod. 4). Nous allons montrer
qu'elle s’étend avec de légéres modifications aux corps (‘(\/jl—’) et aux anneaux
A(V/=P), P=3 (mod. 4).

Ftudions d'abord le cas du groupe modulaire 1" attaché & Panneau l{,(\/:f’)-
Nous avons a considérer, comme dans le corps (“m(\/:T’_). une prisine a base rec-
tangle de cOtés 1 et \/j, et a le fermer par le bas 4 'aide de sphéres (3,v). Mais
il y a lieu de reviser les conditions auxquelles doivent étre soumis les entiers x et v.
Pour appliquer la méthode de M. Humbert, on a besoin de pouvoir trouver deux au-
{res entiers, u, s, tels que 'on ait

A

O

—wv=+41. (130)
1l suit de 14 que I'idéal le moins étendu, contenant i la fois tous les nombres de
I'idéal principal (%) et de l'idéal principal (v), est I'idéal (1). Dans la théorie des
corps quadratiques on démontre que cet idéal est le plus grand commun diviseur
des idéaux () et (v) et 'on dit que les entiers % et v sont premiers entre eux. Or
les idéaux d’un anneau ne -sont pas susceptibles, comme ceux d'un corps, d’'une dé-
composition unique en idéaux premiers; il n’y a donc pas dans un anneau de plus
grand commun diviseur, ni d’entiers premiers entre eux. Mais pour nous assurer
que la relation (130) a licu, ce qui suftit pour le développement de la méthode, nous
n’aurons qu’a former le plus petit idéal de 'anncau contenant a la fois I'idéal (1) et
I'idéal (v) [idéal que nous n'avons pas le droit, ici, d’appeler le plus grand commun
diviseur de (3) et (v)], et a voir si cet idéal est, ou non, l'idéal (1) de I'anneau. La
pratique de ce procédé conduit d’ailleurs a un algorithme suffisamment simple.

On trouvera au Chapitre x les domaines fondamentaux du groupe I dans les

anneaux ({\(\/— I’), P=3.7, 11,19, 19, obtenus de cette manicre.

Y

82. Etudions maintenant le cas du groupe modulaire I' attaché & un corps

(“3(\/—— P). La modification va porter ici sur le prisme vertical a 'intérieur duquel
doit se trouver une forme réduite.
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Le sous-groupe du groupe [' formé par des substitutions paraboliques qui ont
pour point double le point a I'infini sur 'axe ol est formé des substitutions

L") o

<m, n entiers ordinaires; o — ﬂT_P ) Les points homologues du point o par
2

/

rapport a ces substitutions sont tous les points d’affixe entiére dans le corps
63(\/— P) ; ils forment une grille qui n’est pas rectangulaire comme dauns les corps
et anneaux que nous venons d’étudier, mais qui a la disposition indiquée fig. 4. Si
nous appliquons la méthode du rayonnement, nous tiouvons pour domaine fonda-
mental du sous-groupe considéré, dans le plan =0, I'hexagone abcdef.

\ /
\
- - "w 2+w
3+w 2.#:4 '1;0 ?\ Jw M .
VN

\ \
\a\/

2 3
By 2 2
e C
/\\/\
-2- -1-w w ) \tw 2-w 3-w
.w ) J v \ L] [ ]
/ C \
/ \
/
Fwc. 4.

Klein a montré (Autom. Funkt., 1, pp. 214-225) qu’il y avait en général trois ma-
niéres de transformer cet hexagone en un parallélogramme équivalent et que la con-
dition nécessaire et suffisante pour que le groupe parabolique fit susceptible d’étre
amplifié par symétrie était que L'on puisse transformer I’hexagone en un rectangle
ou un losange.

Le groupe [ ainsi que le groupe " est, comme on peut le voir analytiquement,
susceptible d’amplificalion par symétrie Dans les coips ou anneaux que nous avons

2 2
méme. Ici il conviendia de choisir comme domaine fondamental du sous-groupe pa-
rabolique le losange ABCD, ¢quivalent & I'hexagone abedef, qui a pour sommes

ot . ye A I3 I - ’ . .
étudiés jusqu’ici, le 1ectangle de coHtés <i —, =+ \/ P> se présentait de lui-

I b
les points i-l—, i\/ l.
2 2
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Une forme réduite dans le corps (‘“‘(\/———P) devra donc comme premiére condi-
tion se trouver a l'intérieur du prisme qui a pour base le losange ABCD et dont les
arétes sont paralléles & oZl. Pour achever de définir le domaine fondamental du
groupe [' il faudra « fermer ce ptisme par le bas », ce qui se fera a 'aide de sphe-
res (,v) exactement comine pour le corps GM(\/—_P).

On trouvera au Chapitre x les domaines du groupe dans les corps (?3(\/:_13),
P=3,7,11,15, 19, oblenus de cette maniére.

83. La méthode de M. Humbert pour la formation du domaine fondamental du
groupe l(\/~—_l-;), P=1 ou 2 (mod. 4) permet d’en déterminer a priori les som-
mels singuliers. Nous allons étendre ces résullats aux corps ("‘(\/—Tl;> et aux
anneaux {,(\/:T’)

Pour les corps (*‘(\/:—I—’), le raisonnement de M. Humbert s’applique sans mo-
dification, le 1ésultat seul est différent. Parmi les formes 1éduites de Gauss de dis-
ctiminant P =3 (mod. 4), les unes sont de 'ordre propre, les autres de 'ordre im-

propre. D’autie part, dans le coips (“4(\/-— P), un idéal normal (¢, g+®) corres-
pond & la forme de Gauss

2qx" + 2(29 + 1)xy + 3ky*,  Agh— (29 + 1)’ =P,

qui est de I'ordre impropre. Mais les sommets singuliers du domaine correspondent,
d’aprés M. Humbert, aux classes d’idéaux du corps. Nous sommes donc amenés a
conclure que les sommets singuliers du domaine fondamental du groupe modulaire,

dans le corps C, (\/—— P), ont pour affixe les quantités

r=qm+(g + o)n,
s=gq

ol m est un entier ordinaire quelconque, n un emtier ordinaire premier i ¢ et
(2¢, 29 + 1, 2h) une forme réduite de Gauss de discriminant + P et de lordre
impropre.

C’est ainsi que dans les cas P=3, 7, 11, 19, ou il n’y a qu’une réduite impropre,
il n’y a pas d’autre sommet singulier que le sommet a l'infin1 o, lequel corres-

. \ A P41
pond, quel que soit P, a la réduite { 2, 1, " .

Dans le cas P =15, o il existe une deuxi¢me réduile impropre, savoir :

4x* + 2wy + 4y ou (4,1, 4),

. . . ) 3
nous aurons pour sommet singulier le point et les points homologues, no-
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. (0] .
tamment le point —, obtenu en changeant le signe de g, nous sommes en effet
2

dans le cas signalé par M Humbeit ot les deux coefficients extrémes de la réduite
de Gauss étant égaux, on doit, pour obtenir tous les sommets singulieis, affecter
successivermnent le coefficient médian des signes + et —, ce qui ne change pas
la classe.

La formation effective des domaines P=3,7,11,15,19 (V Chapitre x) vérifie
ces prévisions

84. La méthode de M Humbert ne s’applique pas immédiatement aux anneaux
L (\/——P) En effet, elle s’appuie sur la notion d’idéal plus grand commun divi-
seur des idéaux (r) et (s), et lorsque (r) et (s) sont deux idéaux d’'un anneau on ne
peut pas leur attribuer de plus grand commun diviseur

On peut tourner cette difficulté en raisonnant sut des formes quadiatiques réelles
au lieu d’employer les idéaux correspondants, comme il suit .

Soit % un point d’affixe rationnelle du plan 1l s’agit de démontrer qu’il peut

&tre couvert, ou tout av moins atteint, par des sphéies (7, v)
Je forme comme dans un corps l'idéal I de I'anneau, le plus petit possible, con-

tenant les idéaux (r) et (s) [ce n’est pas leur p. g.c. d.]. Cet idéal I = (q, g+V—P)
correspond & la forme

S =qx’ + agxy + hy’, gh—g* =P,
forme qui peut ici étre de I'ordre propre ou de I'ordre impropre, et I'on a

r=qz+@+V—P)t, s=qu+(g+V—Pu,

z,t, u,v entiers ordinaires.

~

- . . o , .
Par une substitution modulaire réelle quelconque ( ﬁ) effectuée sur les varia-
Y

bles (x, y), je transforme la forme f(r, y) en la forme
j’(\w'y') — q'.L'" + ngwryl + h,y“-

Japplique aux couples de variables (z, ¢), (u, v), la transformation inverse
3 —8 . .
( ‘); soient (2’ '), (u'v’), les valeurs ainsi obtenues.
Y x

Je pose
rr=q1zv+(gv+v_l))ll’
s'=q’u'+(g’+\/—P)v'.
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3

-

s ’ r r
Je dis que 'on a pob i En effet, on trouve en développant

F=1[qz 4+ +V—P)tla+ [(g—V—P)z + hi] y

=[q2+(g+V3)t]«+u;~_—p[qz+(y+\/:_P)t]7

= (++2=Y=R),
q
et de méme

sv:(q_{_g_-_;/;—_l.)_«{)s_

. . . , r . , .
Etant donné une fraction rationnelle de 'anneau — dont dépend d’une certaine
s
r
maniére une forme réelle f, nous en avons donc déduit une fraction égale 5 qui

correspond de la méme maniére & une forme /' prise au hasard dans la classe de f.
Si pour forme /' nous choisissons la forme réduite équivalente a f, nous obte-

N

. ! . . ., .
nons une fraction —, bien déterminée, sur laquelle nous pouvons poursuivre le
s

raisonnement en suivant maintenant de prés celui de M. Humbert. J’én indique le
schéma.

r
Pour que le point ’ quelconque, soit couvert par une sphére (2, v), il faut que

je puisse trouver i et v entiers et salisfaisanl A la relation As — uv =1 (130), tels
que

Totvr —2s) < Tos;

. . . r .
si 'on a le signe =, le point — sera atteint et non recouvert.
s

r . . ’ \ . .
Je remplace — par la fraction égale — correspondant a la réduite f’, ce qui ne
s s

change pas le point. Le nombre s" appartenant & I'idéal 1' qui correspond a f* est de:
la forme

s$'=qx+ @ +V—P)y
et Yon a par conséquent
Tos' =q'f'(z, ) 2> 4"

puisque f' est réduite.
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Inversement, je puis exprimer ¢' et (g’ + Vv — P) en fonction de r' et de s’ sous
la forme

avec Ap—uv =1,

§ q'=vr'—s',
lg+V—P=—¢r' +us

ce qui montre que I'idéal (1) est le plus petit idéal contenant les idéaux () et (v).
Si donc il se trouve que Ti,s' = ¢'*, les nombres % et v définiront une sphére
4

. . . U I . . s
(%, v) qui recouvrira le point — dont nous étions parlis, puisqu’on aura
s

Toivr' —1s") = ¢ <<is'.

. , . . ]
Si par contre I'on a ‘J(:s' = ¢'*, alors le point — ne pourra pas étre recouvert,
s

mais seulement alteint; ce sera un des sommets singuliers. On montrerait, comme
pour les corps (€ (\/—— P), que I'on a explicilement

r=gqm+ (g +v—P)n,
s=q,

m étant un entier quelconque, n un entier premier a ¢, et (¢, g, k) une forme ré¢
duite de discriminant + P qui peut étre de lordre propre ou de I'ordre impropre.

Les domaines du groupe [" dans les anneaux P = 3, 7, 11,15, 19, que l'on
trouvera au Chapitre x, vérifient ces prévisions.

En résumé, nous avons montré que la méthode de M. Humbert convenablement
étendue donne Pexpression des affixes des sommets singuliers du domaine fonda-
mental, pour fous les corps et anneaux (\/j) Elle les rattache aux réduites de
Gauss de discriminant + P,

de l'ordre propre pour les corps (\/—— P), P=1 ou 2 (mod. 4);
de 'ordre impropre — — P =3 (mod. 4);
de Y'ordre propre et de I'ordre impropre pour les anneaux.

85. J'observe en passant que si on considére, au lieu du domaine fondamental
seul, la division du demi-espace en une infinité de domaines, on a une propriété
analogue a celle du groupe modulaire réel, d’aprés laquelle tout point d’abcisse

. n , R . ) . e s
rationnelle - de I'axe Ox est sommet d'un domaine (et méme d'une infinité de

I
domaines, correspondant aux puissances d’une méme substitution parabolique).

3

Eun effet, soit '; un point d’affixe rationnelle du plan { = o, I I'idéal p. g. c. d.

14
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de (r) et (s), I' 'idéal (q, g+ \/—) de méme classe que I correspondant a la réduite
de Gauss (g, ¢, h); jai, enlre idéaux,

(r)y=1IA, (s) = 1B.
Je pose
(M =VTA, (s =TIB.
J’ai —;— = ~;:,-, et de plus je puis exprimer r' et s’ en fonction de la base

(¢, 9+V—P)del':
r'= a(g-{—\/:_P)-*-‘Bq,,
s = (g +V—P) +3q

de telle sorte que ad — By = 4 1 ().

(*) M. Humbert indiquait dans son Cours du College de France de 1918-1919 que
M. Hurwitz avait énoncé ce théoréme et donne l'expression développée (131) des coeffi-
cients 2, 3, v, 8 sans démonstration La démonstration peut étre restituée comme il suit :
il s’agit de démontrer que si (), (z), (4), (¢") sont deux couples d’idéaux principaux ad-
mettant le méme p g ¢, d, I, on peut trouver «, 3, v, 3 tels que

M=o+ 8, ¢ =v2+3 avec xi—fy=+1

(et non pas seulement == 1, ce qui serait évident) Soit H le nombre de classes d’idéaux
dans le corps considéré, It est un idéal principal, je 'appelle (=) L'idéal (=) estle p. g. c. d.
de (M) et de (gcu), par suite, je puis écrire

t=mi" + ng" etde méme t=m' N 4 n'p'n

m, n, m', n', élant des entiers du corps Cela posé, je veux une substitution modulaire,
N ' P A
transformant — en —. Il me suffira de trouver une substitution S transformant — en oo,
] 22 ]
K { {

A . . :
puis une substitution T transformant o en —, la substitution TS, produit de S par T,

: -
répondra a la question. La substitution S doit étre de la forme (_‘, )\), je la prends

. (min—1  pcH—1 e . AR\,
égale a . ‘.A ) La substitution T doit étre de la forme (r, .); je la prends égale
/n —ll'z";—‘ . . . ‘ .
a K , m,)‘,u_l > Mais les substitutions S el I' ne sont pas modulaires, le déterminant

de chacune d’elles est égal a = J'aurai donc ,une substitution modulaire en faisant leur
produit et en divisant chacun de ses coeflicients par <. Je trouve ainsi les entiers

my' pn—1 +41'PF"|_I Il‘l"c"'_' —_ n’)\lc'n—l

— n—
= ) 3= )

" B—1 Ten'a—1 ' gH—1 AN B— (lsl)
mg'X m'cx ng'e + m'Ax
v = , — ;

T T

c'est le théoréme de M. Hurwitz, sur lequel je m’appuie ci-dessus.
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. r . . .
Le point " correspond donc, par une substitution du groupe [', au point

g_+_%q/;P, qui est un sommet singulier du polyédre fondamental. Tous les points

. r . Yy
d’affixe rationnelle < se groupent donc en H classes, s'il y a H classes d’idéaux,

ou de formes de Gauss, pour la valeur de P considérée, théoréme que M. Bianchi
a démontré d’'une autre maniére dans son Mémoire de 18g2. Tous les points d’une
méme classe sont homologues entre eux dans le groupe I', et ce sont des sommets
singuliers de la division du demi-espace, centres de sous-groupes paraboliques du
groupe T'.

86. Nous savons construire le domaine fondamental du groupe I' et nous con-
naissons ses sommets singuliers. Nous allons maintenant nous proposer de recon-
naitre, parmi les aréles de ce polyédre, quelles sont celles qui sont aréles ellipliques
dordre deux ou lros.

Un premier pas dans celte direction consiste a déterminer la correspondance des
Saces. Poincaré a montré que les faces du polyedre fondamental se correspondent
deux a deux par des substitutions S, qui sont les substitutions génératrices du
groupe. Soient alors (kv), (4'v') deux faces correspondantes du domaine fondamen-
tal, ou domaine (1), correspondant a la substitution identique. Soit S (:\ u:) la subs-
titution génératrice de I" qui transforme le domaine (1) en le domai;le (S) etla

N

face (3'v") de (1) en la face (3v) du méme domaine. Soit §' (A, }L,> la substitution
v ¢

génératrice de 1' qui transforme le domaine (1) en le domaine (8') et la face (Av)
de (1) en la face (3'v") du méme domaine. On aura d’aprés cela

®)*'=S8
et

. W4 W41
A —_——

= v N S' = v .

v — N v — A

Pour trouver la face correspondante a une face (Av) quelconque du domaine
fondamental, on cherchera donc parmi les faces de méme v s’il y a une, (A'v), dont
le )’ permette la formation d’une substitution modulaire S du type ci-dessus.

Il y en aura au moins une d’aprés la théorie générale. Mais il peut y en avoir
plusieurs, et cependant la face (Av) n’a qu'une correspondante.

Pour distinguer entre les faces possibles on étudiera comme il suit la correspon-
dance des sommels.
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. 'y - el .
87. Soit S ( P)‘) la substitution génératrice du groupe I" qui transforme
v —_
la face (hv) en la face (1'v). Les formules de transformation du demi-espace cor-
respondantes sont, en transformant légérement les formules de Poincaré (QEuvres,
t. I, p. 263)
o Nz w) vz, —2 ) + Ny, &
5 T (vz—7) (%2, —r) + W, C

-

-1 =

T (vz—n) (o2, — ) + w, ¢
et les formules inverses sont :

G )2, =N ) "

T (v — ) (v, — M)+ w,

!
. «
"E_ wig *

(v —N)(vy2'y — ') + w, <

11 en résulte lorsque le point (z,%) est sur la surface de la sphére (Av), c’est-a-
dire que
(vZ—2)(vyz,— 1) + W, =1,
le point transformé (z'(’) est sur la sphére (A'v) et 'on a les formules de transfor-
mation simplifiées
vz' — )\ + v,Z,— A, =0,

o
C:C',

Fic 5.

L’interprétation géométrique de ces formules est bien simple (fig 3) les points
homologues (z,) et (z, J) ont méme cote. et les projections horizontales des rayons
qui passent pat ces points font, la demi-droite Cz avec la direction (—v,), la demi-
droite C'z’ avec la direction (v,), des augles égaux et de signes contraires.
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Dans le cas d'une substitution parabolique, la substitution S peut s’écrire

Y R L) (UESDES. b N

v = v

v — A —1 v — A —1

"les deux faces correspondantes étant (x,— 1, v) et (A, +1, v).
Les deux demi-sphétes sont alors tangentes extérieurement ; et la ligne des cen-
tres est paralléle aux directions (=4=v,) (fig. 6).

pe

4
=557 6)
7

e
e

/(’_ Vo)
Fic. 6.

Revenant donc au probléme que nous nous posions tout & I'’heure de distinguer
-entre les différentes faces (A'v) qui paraissent pouvoir correspondre & une face don-
née (\v), il suffit d’examiner, d’apreés les régles ci-dessus, quel est ’effet géométrique

. o\, . , o
de chaque transformation ( ‘),) a essayer. On trouvera nécessairement qu’il n’y
v —A

en a qu’une qui sur les deux sphéres en question fasse correspondre les deux po-
lygones sphériques qui sont faces du domaine fondamental. Les autres feront cor-
respondre a la face (7v) la symétrique de la face (7'v) par rapport & un certain

plan ou a un certain axe. Cette disciiminalion se fait trés rapidement dans la
pratique.

88. Lorsqu'on a déterminé la correspondance, deux 4 deux, des faces du do-
maine fondamental (et que I'on a trouvé par 1A méme I'expression des substitutions
génératrices du groupe 1" on en déduit trés aisément les cveles d’aréles par la mé-
thode donnée par Poincaré (OEuvres, t. 11, p. 274). Les cycles d’arétes étant détermi-
nés, il est facile d’en déduite quelles sont les arétes elliptiques. En effet, la somme

des diédres relatifs aux différentes arétes d’'un méme cycle est une partie aliquote
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de an (Poincaré, p. 275), elle est en général égale & ax; elle est égalea = si lecycle-
I3 s A . » \ 2 ye ’ > A >

est formé d’arétes elliptiques d’ordre deux, et & -—31 s’il est formé d’arétes d’ordre

trois On calculera donc le cosinus de I'angle extérieur 0 de deux faces qui se cou-
, . 27 )

pent, et 'on verra si la somme de ces angles est 2=, = ou 3 pout les arétes d’un

méme cycle
Le cos 6 cherché s’obtient comme il suit partant des deux formes d’Hermite

Sfet f', qui correspondent aux faces (3v) et (\'v) définies par la relation (81)

= W, XX, '—'Vo)woy _V)‘owyo + (7)‘0 - l)yyo

on a
cos 6 = 1 (41)-
S 0 = AN .
Posant pour simplifier I'écriture
w,=n, YvV,=n, c=Nv+M, t=Nv—N, 11,51t
il vient
I=w, '\, — 1) + V'V O — 1) — v W' N, — vk v N
=t—n—n'
d’ou

90 Les ardtes elliptiques étant ainsi déterminées, il s’agit de former les substi-
tutions elliptiques qui leur correspondent.

A cet effet, nous calculerons la forme de Dirichlet que représente ’aréte, inter-
section de deux faces (Av), (A'v)

D’aprés la formule (36) cette forme ((LBEC) s’écrit

W, — v, Ay — v, A 4+ (hh, — 1)y
Vv — v Ny — Vv N+ (WA, — 1)y
ou bien
[aw'c, & — (a1, + n' — n) y]* + [4nn' — (t —a — n')']y* (132)

et on observera que son déterminant étant toujours un nombre réel cette forme est
toujours de premiére espéce (par. 53).
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D est négatif si les deux sphéres (Av), (\'v) se coupent, ce qui est le cas qui
mous intéresse en ce moment, il est positif dans le cas contraire (*).
Or, soit (: _Ex) une substitution elliptigue d'ordre deux (par. 6g), elle conserve
la forme de Dirichlet
v — axxy — By* ¢115)
ou

(YT —ay’ + 7% (133)

-de méme la substitulion elliptique d’ordre trois (_: . # ) conserve la forme de
—a
Dirichlet
ayx® — a(20 — 1) xy — 2By’ (rar)
ou

[2yx — (aa— 1) y]* + 3y". (134)

On construira donc la forme (132) & partir des deux sphéres (Av), (\'v') dont V’in-
tersection est I’aréte elliptique considérée et on l'identifiera avec I'une des deux for-
mes (133) ou (134) suivant le cas.

On trouvera au Chapitre x I'indication des substitutions elliptiques de chacun
des groupes éludiés. )

(*) On a souvent besoin de connaitre la forme correspondant a I'intersection d’une
sphere (,v) avec son plan diamétral, paralléle soit & of{ soit & on{, ces formes sont res-
pectivement

(WoX — Ay y) — wv,y*
et
(W — Av,y)" + wv ¥




‘CHAPITRE IX

NOMBRE DE CLASSES DE FORMES D'HERMITE POSITIVES
DE DISCRIMINANT A DONNE

91. Nous avons indiqué au Chapilre v comment, connaissant les expressions de-
lamesure 1b(A) des formes propres de discriminant 3, et de la mesure .lb'(A) des
formes impropres, données par M. Humbert, on pouvait en déduire le nombre
H(4) de classes de formes propres, et le nombre 36'()) de classes de formes im-
propres, de discriminant A. On a en effet les deux formules

F0(8) = 2db (3) + £ ¥, ), (85) -

26(3) = 2.0b'(3) + 2 T, 8) + 3 T, (&) (86)

Revenons un instant sur ces formules pour préciser les hypothéses faites.

11 convient de définir dans tous les cas ce que nous appelons une forme réduite.
Soit f son point représentatif, la forme f sera réduite dans les cas suivants : 1° Si
le point f est intérieur au polyédre fondamental, £,; la forme f admet alors
deux automorphies, 1 et I, elona K=2; 2° sile point f est situé sur certaines
faces de ‘£,, choisies en principe arbitrairement, a raison d’'une face par couple de
faces correspondantes; on a encore K=12; 3° si le point / est situé sur certaines
arétes de I£,. choisies aibitrairement & raison d'une aréte par cycle d’arétes. On a
alors K =12, v'il s’agit d’'une a1éte ordinaite, k =4 ou K =26 s’il s’agit d’'une aréte
elliptique d’ordre deux ou trois, 4> si le point f est situé en certains sommets de
«,, choisis arbitrairement a raison de un par groupe de sommets homologues.

Nous appellerons ces faces, ces aréles et ces sommets faces réduites, avétes rédui-
les et sommets réduils.

Nous avons supposé pour arriver aux formules (83) ¢t (86) que A ne prenait au-
cune des valeurs correspondant aux formes situées en un sommet polyédrique. Nous
examinerons plus loin (par. g4) la portée de cette restriction.

Cela posé, on voil ce qu'il y a a faire pour connaitie H:(d) et H'(d) : chercher,
sur les arétes elliptiques réduites, combien il existe de formes de discriminant

donné A, soit de I'ordre propre. lb,, soit de I'ordre impropre, Tb', et 9/, .
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92. Nombre de formes siluées sur une aréle délerminée. — Soit ((LPC) la forme
de Dirichlet correspondant & une aréte déterminée du polyédre fondamental. Nous
connaissons l'expression générale — formules (go), par. 34 — des formes d'Her-
mite f ou (abe) situées sui cetle aréte; dans ces formules ¢ et r représentent,
avons-nous dit, des fractions ordinaires de dénominateurs ket k' respectivement.
Soit A le plus pelit commun multiple de A& el &': nous pouvons considérer ¢ et r

comme des entiers ordinaites, saul & mulliplier f par l'entier ordinaite h. Expri-

J

mons alots que le disciiminant de la forme e est A, c'est-a-dire que celui de f
o

est AA*, nous aurons

A= i,;f’i(l)q* —Pr).

Pour savoir combien il y a de formes, lant propres qu’impropres, de A donné,
sur un arc quelconque M, M, de la demi-circonférence (L), il faudra calculer les

paramétres —Iq-'— , —q*—, de ses extrémilés ; puis chercher combien il y a de représen-
. “ ’.z
. AR* X . . - \ - q
tatiops du nombre 1 parla forme Dg*—Pr®, salisfaisant a la condition que ——
<OV, ”
soit compris entte les deux limites —?‘— et Lo
‘l I.S

Les limites —'(IL et —?—’ entre lesquelles doit étre compris —;1— se détermincnt

1 2
N

facilement. En effet, nous connais