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PREMIERE THESE.

SUR LES

PROPRIETES INFINITESIMALES PROJECTIVES

DES

VARIETES A TROIS DIMENSIONS

INTRODUCTION.

Plusieurs géomeétres se sont appliqués a généraliser la méthode
du triédre mobile de Darboux '), en adaptant a des géométries
basées sur d’autres groupes que celui du déplacement euclidien (?).

Dans son principe, cette méthode consiste a associer a chaque
point de 'espace une figure de référence, un repere, qui dépende
d’autant de paramétres qu’il y a d’unités dans I'ordre du groupe
fondamental. Quand on se propose d’étudier les propriétés infini-
tésimales d’une variété, on attache a4 chacun de ses éléments
un repére dont on particularise les paramétres de maniére & réduire
autant que possible I'arbitraire dans 'opération qui fait passer
de ce repére au repére infiniment voisin.

Dans son Mémoire Sur les variétés de courbure constante d’un
espace euclidien ou non euclidien (*), M. Cartan a montré comment
il convenait d’adapter la méthode du triédre mobile a ’étude des

(*) DarBoux, Legons sur la Théorie générale des Surfaces, t. 1, pp. 1, 65, 88,
o€ ¢édition (Gauthier-Villars, 1914).

(%) Demovri, Comptes tendus, 1904 et 1905 (Géométrie elliptique réométrie
conforme); WiLczinski, Trans. Amer. Math. Soc., 1905 (Géométrie v ective).

() Bull. de la Soc. math., 1919 et 1920.
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variétés de I’espace projectif & n dimensions : je n’ai fait qu’appli-
quer le procédé aux variétés ponctuelles a trois dimensions (V).

Les V, jouissant de propriétés infinitésimales projectives déter-
minées se présentent comme les multiplicités intégrales de certains
systémes différentiels. L’objet principal de ce travail est de pré-
ciser la nature et le nombre des éléments arbitraires (constantes
ou fonctions) qui entrent dans ’expression analytique des variétés
ainsi définies; c’est un probléme dont la difficulté disparait dés
qu’on fait usage de la théorie des systémes de Pfaff en involution,
de M. Cartan (').

Au Chapitre I, j’expose les points essentiels de la méthode et je
rappelle les principales propriétés infinitésimales projectives des
variétés a p dimensions.

Le Chapitre I1 est consacré & 'examen préalable de la structure
projective des variétés a 2 dimensions plongées dans I’hyperes-
pace. Le Mémoire de C. Segre: Su una classe di superficie degl’iper-
spazilegata colle equazioni lineari alle derivate parziali di 2° ordine (*)
m’a été particuliérement utile pour la rédaction de ce Chapitre.
Toutefois ce géométre n’étudie que certaines surfaces, qu’il appelle
les V, d’espéce @, en laissant de coté les V, les plus générales, qui
sont dépourvues de lignes asymptotiques et de lignes carac-
téristiques. J'établis (n® 21) I'existence sur les V, de cetle nature
situées dans 'espace & 5 dimensions, de cing familles de courbes
qui répondent & une définition intrinséque et qui interviennent
dans la génération des V, ayant une famille triple ou une lamille
quadruple d’asymptotiques rectilignes.

Les autres Chapitres traitent des variétés a 3 dimensions,

(1) Les deux Mémoires fondamentaux sur cette belle théorie sont intitulés :
Sur Uintégration des systémes d’équations aur différentielles totales (Ann. Ec. Norm.,
1901) et Sur la structure des groupes infinis de transformations (Ibiud., 1904). On
peut en trouver aussi un exposé partiel dans E. Goursar, Legons sur le probléme
de Pfaff (Hermann, 1922).

La théorie des formes & multiplication extérieure et de la dérivation extérieurc
des formes de Plaff est exposée dans E. Carran, Legons sur les invariants inté-
grauxz (Hermann, 1922).

(%) gdttr Accad. Torino, 1907.
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classées d’aprés le nombre de dimensions de leur hyperplan
osculateur du premier ordre.

Sur les V, dont 'hyperplan osculateur a 4 ou 5 dimensions,
il existe un travail de Sisam ('), contenant déja un certain nombre
de résultats, que j’indique en note quand je suis amené a les
énoncer de nouveau. J’ai étudié plus spécialement les points laissés
dans I'ombre par cet aateur. C’est ainsi, par exemple, que je
traite assez longuement (n® 26) des hypersurfaces de l'espace
a 4 dimensions dont I’hyperplan tangent ne dépend que de deux
paramétres. En général, elles sont engendrées par une famille’
de tangentes caractéristiques d’'une V, d’espéce ® de Segre, ou
par les tangentes asymptotiques d’une V, d’espéce ® a lignes
asymptotiques. J'examine aussi certains problémes plus parti-
culiers, tels que la détermination de toutes les V, admettant
a la fois une famille de plans générateurs et une famille double-
ment infinie de droites génératrices (n® 38). Il n’existe que deux V,
de cette nature projectivement distinctes, et I'une, située dans
I'espace & 4 dimensions, n’est que la projection de Pautre, qui est
située dans lespace & 5 dimensions, la projection étant faite
d’un point extérieur a la variété.

Au sujet des V, dont hyperplan osculateur a plus de 5 dimen-
sions, je ne connais qu'une note de M. Cartan (?), oit sont énoncés
plusieurs résultats concernant deux types de V,. Cette note signale
en particulier Iexistence d’une V, triplement réglée de ’espace
a7dimensions, d’ott je déduis, par projection, quatre V, triplement
réglées, projectivement distinctes,del’espace & 6 dimensions (n°69).

En étudiant les V, dont le réseau asymptotique est constitué
par trois plans doubles, j’ai été conduit & généraliser la transfor-
mation de Laplace relative aux réseaux conjugués. Il existe en
effet sur ces V, trois familles de courbes dont la considération
permet de déduire, d’'une V, donnée, six nouvelles V, de méme
structure en général.

(") Sisam, On three-spreads satisfywng four or more homogenous linear partial
dufferential equations of the second order (Amer. Journ. of Math., 1911).
(3) Cartax, Sur les variétés & trois dymensions (Comptes rendus, 1918).
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Outre les travaux déja cités sur la géométrie projective infi-
nitésimale des variétés, je signalerai encore une étude de Del Pezzo
sur les hyperplans osculateurs & une variété ('), et les Mémoires
de Servant (?), Levi (*), Artom (*), Moore (*), sur les variétés a
deux dimensions.

Qu’il me soit permis en terminant d’exprimer toute la 1econ-
naissance que je dois & M. Cartan pour P'intérét qu’il n’a cessé
de montrer pour mon travail et pour les conseils précieux dont il
a bien voulu m’aider au cours de ces recherches.

CHAPITRE PREMIER.

I. — Systémes de référence mobiles dans ’espace projectif.

1. Soit un espace projectif & n dimensions, rapporté & un sys-
téme quelconque de coordonnées projectives, que nous regar-
derons comme fixe, ou absolu. Dans cet espace, n -+ 1 points A

) ) 0>
A,, ..., A, définissent un nouveau systéme de coordonnées, pourvu

1 ) n 3
que le déterminant du (n + 1) ordre, formé par les coordonnées
de ces points, soit différent de zéro. Tout point M peut alors, et

) p )
d’une seule maniére, s’exprimer sous la forme

M=z, A+ 21 A1+ ...+ 2, Ap,

égalité qui en condense en réalité n 4 1. Les nombres z,, 2,, ..., @,
sont les coordonnées relatives du point M dans le systéme de réfé-
rence constitué par les points Ay, A, ..., A,.

(1) Rendic. Accad. Napoli, 1886.

(?) ServANT, Sur une extension des formules de Gauss (Bull. Soc. math., 1902).

(®) Levi, Saggio sulla teoria delle superficie a due dimensiont immerse in ipers-
pazio (Annali R. Scuola Norm. Pisa, 1908).

(*) Artom, Richerche proiettive sulle linee tracciate in una superficte immersa
in uno spazio a piu dumensioni (Period. di Matem., 1912).

(*) Moore, Surfaces in hyperspace which have a tangent line with three-point
contact passing through each point (Bull. Amer. Math, Soc., 1912).
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Lechoix d’un systéme de référence ainsi défini dépend de (n + 1)*
parametres, qui seront, par exemple, les (n -+ 1)? coordonnées
absolues des sommets de référence. Le déplacement infinitésimal
le plus général d’un tel systéme de référence s’obtiendra en donnant
a ces (n -4 1)* paramétres des accroissements arbitraires infini-
ment petits. Soit A, -+ dA, le point avec lequel vient coincider A, ;
dA, est un point qui a pour coordonnées absolues les différentielles
des coordonnées de A, Si I'on rapporte ce point, et les points
analogues correspondant aux diverses valeurs de indice 7, au
systéme de référence mobile, on obtient les formules :

(1) AN, = Ay + 0 A+ o+ oA, (i=o0,1,...5n).

Les ©,, qui sont les coordonnées rclatives des points dA,, sont
en méme temps les composantes relatives du déplacement instan-
tané du systéme de 1éférence mobile. Ce sont des formes diffé-
rentielles linéaires par rapport aux différentielles des paramétres
absolus, les coeflicients étant des fonctions de ces mémes para-
metres. Si Pon annule toutes ces formes w,, les formules (1)
montrent que le systéme de référence reste inaltéré; cette remarque
prouve que les formes de Pfaff w, sont (n 4 1)* combinaisons
indépendantes des différentielles des (n -+ 1)* paramétres ab-
solus.

Le mouvement instantané de notre repére mobile dépend d’un
paramétre de plus que celui des systémes de référence que I’on con-
sidére habituellement dans I’espace projectif. Si 'on remarque
que les transformations qui changent A en kA, A, en kA, ..., A,
en kA, correspondent & la transformation identique du groupe
projectif, on voit qu’on peut faire disparaitre le paramétre sura-
bondant en assujettissant le déterminant des (n + 1)* coordonnées
absolues des sommets de référence & conserver une valeur cons-
tante, condition qui se traduit par la relation :

Woo—t+ W1t ..o+ Wy =O0.

2. Les covariants bilinéaires des formes de Pfaff o, peuvent
s’exprimer au moyen de ces formes elles-mémes. Pour obtenir
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leur expression, dérivons extérieurement les deux membres des
équations (1); les premiers membres ont une dérivée extérieure
nulle, car ce sont des différentielles exactes, et il vient :

o=, Ai+ 0, Aj+. .+, A+ dAso, ] +[dA 0, ]+ .+ [dA 0]

Tenant compte des relations (1) elles-mémes, on a :

2 3 (‘0/11‘_ [G)zowok] _[wtlwlk] I S [wmwnk] i Ak: 0.

k=0

Comme aucune relation linéaire ne peut exister entre les points
Ay, A,, ..., A,, on doit annuler les n + 1 coefficients qui figurent
dans cette égalité, et ’on obtient ainsi les formules fondamentales :

n
(2) ﬁ)ikzz[wu’*’ﬂc] (4, k=0, 1, .., n),
]=0
qui sont les formules de structure du groupe projectif & n variables.

3. Rappelons, sans les démontrer, quelques théorémes dont
nous ferons un usage f[réquent.

Tutorkmr I. — La condition nécessaire et suffisante pour que
la variété plane a p— 1 dimensions, définie par p points indépen-
dants, (c’est-a-dire non situés dans une méme variété plane a
p — 2 dimenstons) M,, M,, ..., M, soit fize, est que les différen-
tielles dM,, ..., dM, puissent s’exprimer linéairement & Uaide de
M,, ..., M, seulement.

Le point M, est fixe, par exemple, si
dM, = o, M,.

La transformation subie par M, n’est pas un déplacement

spatial : ses coordonnées homogénes se trouvent multipliées seule-
ment par un méme facteur numeérique.

Utilisant les notations de Grassmann, nous désignerons la
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droite qui passe par les deux points M,, M, au moyen du symbole
[M,M,], qui représente le produit extérieur des deux formes de
premiere espece

M, =z Ai+ o, A+ ..+ ax,A,,

M, =y A+ yi A+ ..+ v AL

La droite [M,M,] est ainsi représentée par une forme de
deuxiéme espéce, linéaire par rapport aux symboles [A, A)], les
coeflicients étant les coordonnées pluckériennes de la droite.

Siles points M, et M, sont mobiles, on aura pour la droite [M, M, ]:

d[MM,] = [dM, M, | -+ [M, dM, ].

Quand la condition posée dans I’énoncé du théoréme est remplie,
on a des formules telles que :

dM, = oy M 4 01, My,
ANy = 0 My 4 w25 M,
et par conséquent :

d[M,Mg] - (Q)“‘f"(*)zz) I_Mi M2]

Telle est la relation qui exprime que la droite [M, M,] est
fixe.

Pour une variété plane a p — 1 dimensions, que nous repré-
senterons par [M, M, ... M, ], la condition énoncée dans le théoreme
donnera :

A[MM, ... M,]= (011 0as oo 0pp) [MsM, .. M,].

Tutorime II. — La condition nécessaire et suffisante pour
que le point
oM +2,My+. ..+ 2,M,
de la variété plane mobile [M; M, ... M| soit encore situé dans la
pariété aprés un déplacement infinitésimal de celle-ci, est que le
point
zydMy + 2, dMy+. ..+, dM,

appartienne lut-méme a la pariété.
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Ce théoréme nous servira fréquemment dans la recherche des
caractéristiques des variétés planes mobiles ().

1I. -—— Propriétés infinitésimales projectives des V,,

4. Pour étudier une V,, nous particulariserons le systéme de
référence mobile de la facon suivante :

A chaque point A de cette variété, nous adjoindrons p points A,,
A,, ..., A, situés dans Phyperplan tangent en A ala V,, et n—p
autres points provisoirement arbitraires qui, avec les p 1 pre-
miers, constitueront le repére mobile. (Au lieu de A, nous écri-
vons A, et w, au lieu de w,,).

Il existe aprés ce choix des relations identiques entre les com-
posantes w,, du déplacement instantané. D’abord le point A étant
assujetti & rester sur la V,, le point dA sera situé dans ’H, tangent
en A a la variété; on aura donc identiquement :

Wp+1== 0y Wpyg== 0, ey W, =0
et, par dérivation extérieure :

[w101,ps 1] 4 [0e0g pir] 4+ o o4 [0p@p, ps ] =0,

.
S et et e e D I R R R A IR IR ey

[0)10.)1,,,] -+ [(’)10‘2,111 +~--+[mpmp‘n] = 0.

Les p formes w,, ..., w, étant linéairement indépendantes, la
résolution de ces relations extérieures donne les formules (?) :
1 09, 1 00, 1 dP,

Wiy = — = Woy — ) L] Wpo— —
2 Jduw, 2 Jdw, v 2 0,

(a=p+1,..,n),

ou ®,.,, ¢, .., ®, sont n— p formes quadratiques en o,

Wyy oery W)

(*) Dans ce qui suit, la notation H, désignera un hyperplan a p dimensions,
c’est-a-dire une variété plane & p dimensions; E, désignera un espace projectif a
n dimensions.

(3) En vertu d’un théoréme concernant la résolution des relations quadratiques
alternées (E. Cartan, Sur les vartétés de courbure constante, ..., n° 17).
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. , . o
5. Faisons décrire au point A une courbe de la V,. Le plan
osculateur a eette courbe en A sera [A dA d*A]. Ne conservant
dans d*A que les termes linéaires en A, , ..., A, il viendra :
dzA:(wlw1,1)+1+~-+mpwp p+1)Ap+1+-'"‘*‘(wlwln“‘-u'f‘wp'l‘pn)An
- d)/)+1 Ap—H -+ (Dp+2 Ap+2 I (I)n An'

Le plan osculateur & la courbe considérée est donc défini par le
point A, un autre point déterminé de I’H, tangent, et enfin un
point M de la variété plane [A,.,, A,.,, ..., A,] ayant pour
coordonnées homogeénes dans cette variéié :

Zp=@py, ey Zp=@,.

Le point M ne dépend que de la direction de la tangente & la
courbe considérée : il est le méme pour toutes les courbes ayant
la méme tangente en A.

I peut se faire que les n—p formes quadratiques ®, &
p variables, ne soient pas linéairement indépendantes. Soit ¢ le
nombre de celles qui sont indépendantes. Le point M ne sort pas
alors d’une certaine variété plane a ¢ dimensions située dans
[A,eis ooy Ay} On peut choisir les sommets A,,,, ..., A,,, Jdans
cette variété plane, et, aprés ce choix, les formes @, .., ..., @,
sont identiquement nulles.

La variété plane & p 4 ¢ dimensions ainsi définie est la plus
petite variété plane qui contienne les plans osculateurs aux
différentes courbes tracées sur la variété et passant par A : c’est
Phyperplan osculateur & la variété en A. Le lieu des plans oscu-
lateurs ne se confond pas d’ailleurs nécessairement avec I'hyper-
plan osculateur : c’est en général une variété courbe, lieu de I'H,, |
projetant a partirde 'H,tangent le point M qui décrit dans 'hyper-
plan [A, ., A, ..., A, ] une variété a p— 1 dimensions.

6. Coupons la V, par un hyperplan & n— 1 dimensions con-
tenant ’H, tangent en A, mais ne contenant pas l'hyperplan
osculateur en A. L’intersection avec la V, est une V,_, présentant
en A un point conique du deuxiéme ordrve, doni les tangentes

LALAN 2






