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PREMIÈRE THÈSE.

SUR LES

PROPRIÉTÉS INFINITÉSIMALES PROJECTIVES
DES

VARIÉTÉS A TROIS DIMENSIONS

INTRODUCTION.

Plusieurs géomètres se sont appliqués à généraliser la méthode
du trièdre mobile de Darboux ^), en l'adaptant à des géométries
basées sur d'autres groupes que celui du déplacement euclidien (2).

Dans son principe, cette méthode consiste à associer à chaque
point de l'espace une figure de référence, un repère, qui dépende
d'autant de paramètres qu'il y a d'unités dans l'ordre du groupe
fondamental. Quand on se propose d'étudier les propriétés infini-
tésimales d'une variété, on attache à chacun de ses éléments
un repère dont on particularise les paramètres de manière à réduire
autant que possible l'arbitraire dans l'opération qui fait passer
de ce repère au repère infiniment voisin.

Dans son Mémoire Sur les çariélês de courbure constante d'un
espace euclidien ou non euclidien (3)? M. Cartan a montré comment
il convenait d'adapter la méthode du trièdre mobile à l'étude des

(1) DARBOUX, Leçons sur la 7 héone générale des Surfaces, t. I, pp. i, 65,88,
2 e édition (Gauthier-Villars, igi4).

(2) DEMOULÏN, Comptes Tendus, igo4 et IQO5 (Géométrie elliptique léométrie
conforme); "WILCZINSKI, Trans. Amer. Math. Soc, ic)o5 (Géométrie D ^ective).

(3) Bull, de la Soc. math., 1919 et 1920.

LALAN *
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variétés de l'espace projectif à n dimensions : je n'ai fait qu'appli-
quer le procédé aux variétés ponctuelles à trois dimensions (Vft)*

Les V3 jouissant de propriétés infinitésimales projectives déter-
minées se présentent comme les multiplicités intégrales de certains
systèmes différentiels. L'objet principal de ce travail est de pré-
ciser la nature et le nombre des éléments arbitraires (constantes
ou fonctions) qui entrent dans l'expression analytique des variétés
ainsi définies; c'est un problème dont la difficulté disparaît dès
qu'on fait usage de la théorie des systèmes de Pfafï en involution,
de M. Cartan (*).

Au Chapitre I, j'expose les points essentiels de la méthode et je
rappelle les principales propriétés infinitésimales projectives des
variétés à p dimensions.

Le Chapitre II est consacré à l'examen préalable de la structure
projective des variétés à i dimensions plongées dans l'hyperes-
pace. Le Mémoire de C. Segre: Su una classe di superficie degViper-
spazilegata colle equazioni lineari aile derwate parziali di i° ordine (2)
m'a été particulièrement utile pour la rédaction de ce Chapitre.
Toutefois ce géomètre n'étudie que certaines surfaces, qu'il appelle
les V2 à?espèce $, en laissant de côté les V2 les plus générales, qui
sont dépourvues de lignes asymptotiques et de lignes carac-
téristiques. J'établis (n° 21) l'existence sur les V2 de cette nature
situées dans l'espace à 5 dimensions, de cinq familles de courbes
qui répondent à une définition intrinsèque et qui interviennent
dans la génération des V8 ayant une famille triple ou une Camille
quadruple d'asymptotiques rectilignes.

Les autres Chapitres traitent des variétés à 3 dimensions,

(-1) Les deux Mémoires fondamentaux sur cette belle théorie sont intitulés :
Sur Vintégration des systèmes d'équations aux différentielles totales [Ann. Éc. Norm.,
1901) et Sur la structure des groupes infinis de transformations (Ibid., 1904). On
peut en trouver aussi un exposé partiel dans E. GOURSAT, Leçons sur le problème
^ P/a// (Hermann, 1922).

La théorie des formes à multiplication extérieure et de la dérivation extérieure
des formes de Plafï est exposée dans E. CARTAN, Leçons sur les invariants inté-
graux (Hermann, 1922).

i Accad. Torino, 1907.
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classées d'après le nombre de dimensions de leur hyperplan
osculateur du premier ordre.

Sur les V3 dont Thyperplan osculateur a L\ ou 5 dimensions,
il existe un travail de Sisam ('), contenant déjà un certain nombre
de résultats, que j'indique en note quand je suis amené à les
énoncer de nouveau. J'ai étudié plus spécialement les points laissés
dans l'ombre par cet auteur. C'est ainsi, pai exemple, que je
traite assez longuement (n° 26) des hypersurfaces de l'espace
à 4 dimensions dont l'hyperplan tangent ne dépend que de deux
paramètres. En général, elles sont engendrées par une famille
de tangentes caractéristiques d'une V2 d'espèce $ de Segre, ou
par les tangentes asymptotiques d'une V2 d'espèce <& à lignes
asymptotiques. J'examine aussi certains problèmes plus parti-
culiers, tels que la détermination de toutes les V} admettant
à la fois une famille de plans générateurs et une famille double-
ment infinie de droites génératrices (n° 58). Il n'existe que deux V3

de cette nature projectivement distinctes, et l'une, située dans
l'espace à 4 dimensions, n'est que la projection de l'autre, qui est
située dans l'espace à 5 dimensions, la projection étant faite
d'un point extérieur à la variété.

Au sujet des V3 dont l'hyperplan osculateur a plus de 5 dimen-
sions, je ne connais qu'une note de M. Cartan (2), où sont énoncés
plusieurs résultats concernant deux types de V3. Cette note signale
en particulier l'existence d'une V3 triplement réglée de l'espace
à 7 dimensions, d'où je déduis, par projection, quatre V3 triplement
réglées, projectivement distinctes,de l'espace à 6 dimensions (n°69).

En étudiant les V3 dont le réseau asymptotique est constitué
par trois plans doubles, j'ai été conduit à généraliser la transfor-
mation de Laplace relative aux réseaux conjugués. Il existe en
effet sur ces V3 trois familles de courbes dont la considération
permet de déduire, d'une V3 donnée, six nouvelles V3 de même
structure en général.

(') SISAM, On three-spreads satisfymg four or more homogenous hnear partial
differential équations of the second order [Amer, Journ. of Math., 1911).

(2) CARTAN, Sur les variétés à trois dimensions (Comptes rendus^ 1918),
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Outre les travaux déjà cités sur la géométrie projective infi-
nitésimale des variétés, je signalerai encore une étude de Del Pezzo
sur les hyperplans osculateurs à une variété (1), et les Mémoires
de Servant (2), Levi (3), Artoni (4), Moore (5), sut les variétés à
deux dimensions.

Qu'il me soit permis en terminant d'exprimer toute la iccon-
naissance que je dois à M. Cartan pour l'intérêt qu'il n'a cessé
de montrer pour mon travail et pour les conseils précieux dont il
a bien voulu m'aider au COUÏS de ces recherches.

CHAPITRE PREMIER.

I. — Systèmes de référence mobiles dans l'espace projectif.

1. Soit un espace projectif à n dimensions, rapporté à un sys-
tème quelconque de coordonnées projectives, que nous regar-
derons comme fixe, ou absolu. Dans cet espace, n -f- i points Ao,
A n ..., An définissent un nouveau système de coordonnées, pourvu
que le déterminant du (n + !yeme ordre, formé par les coordonnées
de ces points, soit différent de zéro. Tout point M peut alors, et
d'une seule manière, s'exprimer sous la forme

M — 3?0A04-#iAi-H. . ,-\-œnkn,

égalité qui en condense en réalité n -\- i. Les nombres x0, x^ ..., xn

sont les coordonnées relatives du point M dans le système de réfé-
rence constitué par les points Ao, A,, ..., A/r

(l) Rendic. Accad. Napoli, 1886.
(-) SERVANT, Sur une extension des formules de Gauss (Bull. Soc, math., 1902).
(3) LEVI , Saggio sulla teoria délie superficie a due dimensioni immer se in ipers-

pazio (Annali R. Scuola Norm. Pisa, 1908).
(4) ARTOM, Richerche proiettive sulle linee tracciate in una superficie immersa

in uno spazio a piu dimensioni (Period. di Matem., 1912).
(5) MOORE, Surfaces in hyperspace which have a tangent Une with three-point

contact passing through each point (Bull, Amer, Math, Soc, 1912).
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Le choix d'un système de référence ainsi défini dépend de (n -f i)2

paramètres, qui seront, par exemple, les (n + i)2 coordonnées
absolues des sommets de référence. Le déplacement infinitésimal
le plus général d'un tel systèm.e de référence s'obtiendra en donnant
à ces (ft-f-i)2 paramètres des accroissements arbitraires infini-
ment petits. Soit A, + dkt le point avec lequel vient coïncider A, ;
dkt est un point qui a pour coordonnées absolues les différentielles
des coordonnées de Ar Si l'on rapporte ce point, et les points
analogues correspondant aux diverses valeurs de l'indice i, au
système de référence mobile, on obtient les formules :

(i) rfA,= ck)IoAoH-a)/1A14-...4- com4„ (i — o, i, . . ., n).

Les co/y, qui sont les coordonnées relatives des points dka sont
en même temps les composantes relatives du déplacement instan-
tané du système de léférence mobile. Ce sont des formes diffé-
rentielles linéaires par rapport aux différentielles des paramètres
absolus, les coefficients étant des fonctions de ces mêmes para-
mètres. Si l'on annule toutes ces formes cx>,7, les formules (i)
montrent que le système de référence reste inaltéré; cette remarque
prouve que les formes de Pfaff (ot/ sont (n + i)1 combinaisons
indépendantes des différentielles des (n + i)2 paramètres ab-
solus.

Le mouvement instantané de notre repère mobile dépend d*un
paramètre de plus que celui des systèmes de référence que l'on con-
sidère habituellement dans l'espace projectif. Si l'on remarque
que les transformations qui changent Ao en /eA0, A, en /cA„ ..., An

en kkn correspondent à la transformation identique du groupe
projectif, on voit qu'on peut faire disparaître le paramètre sura-
bondant en assujettissant le déterminant des (n + i)2 coordonnées
absolues des sommets de référence à conserver une valeur cons-
tante, condition qui se traduit par la relation :

CO00-+- ton - + - • • • - H tenn — O .

2. Les covariants bilinéaires des formes de Pfaff cô  peuvent
s'exprimer au moyen de ces formes elles-mêmes. Pour obtenir
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leur expression, dérivons extérieurement les deux membres des
équations (i); les premiers membres ont une dérivée extérieure
nulle, car ce sont des différentielles exactes, et il vient :

Tenant compte des relations (i) elles-mêmes, on a :

Comme aucune relation linéaire ne peut exister entre les points
Ao, A o ..., Aw, on doit annuler les n -f- i coefficients qui figurent
dans cette égalité, et l'on obtient ainsi les formules fondamentales :

7 = 0

qui sont les formules de structure du groupe projectif à n variables.

3. Rappelons, sans les démontrer, quelques théorèmes dont
nous ferons un usage fréquent.

THÉORÈME I. -— La condition nécessaire et suffisante pour que
la variété plane à p — i dimensions, définie par p points indépen-
dants, (c'est-à-dire non situés dans une même variété plane à
p — i dimensions) M*, M2, ..., M ,̂ soit fixe, est que les différen-
tielles dMn ..., dMp puissent s'exprimer linéairement à Vaide de
Mn ..., M^ seulement.

Le point M, est fixe, par exemple, si

La transformation subie par M, n'est pas un déplacement
spatial : ses coordonnées homogènes se trouvent multipliées seule-
ment par un même facteur numérique.

Utilisant les notations de Grassmann, nous désignerons la
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droite qui passe par les deux points Mn M2 au moyen du symbole
[M,M2], qui représente le produit extérieur des deux formes de
première espèce

La droite [M, M2] est ainsi représentée par une forme de
deuxième espèce, linéaiie par rapport aux symboles [A, Ay], les
coefficients étant les coordonnées pluckériennes de la droite.

Si les points M, et M2 sont mobiles, on aura pour la droite [M, M2] :

ö?[MtM2] = [dMlM2J + [Ml dMi].

Quand la condition posée dans l'énoncé du théorème est remplie,
on a des formules telles que :

dMl— &)i1Ml+

dW^-zr- ù}2lMl -h G022M2,

et par conséquent :

Telle est la relation qui exprime que la droite [M4 M2] est
fixe.

Pour une variété plane k p — i dimensions, que nous repré-
senterons par [M1 M2 ... M^], la condition énoncée dans le théorème
donnera :

d [ M ! M 2 . . . Mp] -=-- (wn-f- oo2 24-.. .H- <àpp) [M tM2 . Mp],

THÉORÈME II. — La condition nécessaire et suffisante pour
que le point

j71Mi + ^jM2 + . . .-hœpMp

de la variété plane mobile [Mi M2 ... M ]̂ soit encore situé dans la
variété après un déplacement infinitésimal de celle-ci, est que le
point

xx dMt -h Xi dM2 + . . . dM

appartienne lui-même à la variété.
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Ce théorème nous servira fréquemment dans la recherche des
caractéristiques des variétés planes mobiles (+).

II. — Propriétés infinitésimales projectives des VP,

4. Pour étudier une V ,̂ nous particulariserons le système de
référence mobile de la façon suivante :

A chaque point A de cette variété, nous adjoindrons p points An

A2) ..., A/? situés dans l'hyperplan tangent en A à la V ,̂ et n—- p
autres points provisoirement arbitraires qui, avec les p -\~ i pre-
miers, constitueront le repère mobile. (Au lieu de Ao nous écri-
vons A, et oo, au lieu de a)Oi).

Il existe après ce choix des relations identiques entre les com-
posantes CL>,; du déplacement instantané. D'abord le point A étant
assujetti à rester sur la V ,̂ le point dk sera situé dans YHp tangent
en A à la variété; on aura donc identiquement :

Gûp-M ~ 0, U>p+2 = 0 , . . . , &)„ = O

et, par dérivation extérieure :

+ 1] -+-. . .-4- O^w^p+i] = o,

Les p formes a>o ..., (ùp étant linéairement indépendantes, la
résolution de ces relations extérieures donne les formules (2) :

où $p+n $̂ +25 •••? $n sont n—p formes quadratiques en

(x) Dans ce qui suit^ la notation Hy, désignera un hyperplan à p dimensions,
c'est-à-dire une variété plane à p dimensions; E„ désignera un espace projectif à
n dimensions.

(2) En vertu d'un théorème concernant la résolution des relations quadratiques
alternées (E. C ART AN, Sur les variétés de courbure constante, ..., n° 17) *
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5. Faisons décrire au point A une courbe de la Vp. Le plan
osculateur à cette courbe en^A sera [A dA d1 A]. Ne conservant
dans d2 A que les termes linéaires en A/ + l, ..., An, il viendra :

h ^ P + 2 A p + 2 - 4 - . . . + <£„ AB .

Le plan osculateur à la courbe considérée est donc défini par le
point A, un autre point déterminé de PH^ tangent, et enfin un
point M de la variété plane [A^,, A/M_2, ..., A,,] ayant pour
coordonnées homogènes dans cette variété :

Le point M ne dépend que de la direction de la tangente à la
courbe considérée : il est le même pour toutes les courbes ayant
la même tangente en A.

Il peut se faire que les n — p formes quadratiques $, à
p variables, ne soient pas linéairement indépendantes. Soit q le
nombre de celles qui sont indépendantes. Le point M ne sort pas
alors d'une certaine variété plane à q dimensions située dans
[A^,, ..., An]. On peut choisir les sommets A^,, ..., Ap+q dans

...?
cette variété plane, et, après ce choix, les formes Qp+

sont identiquement nulles.
La variété plane à p + q dimensions ainsi définie est la plus

petite variété plane qui contienne les plans osculateurs aux
différentes courbes tracées sur la variété et passant par A : c'est
Yhyperplan osculateur à la variété en A. Le lieu des plans oscu-
lateurs ne se confond pas d'ailleurs nécessairement avec l'hyper-
plan osculateur : c'est en général une variété courbe, lieu de l 'H^,
projetant à par tir de PH^ tangent le point M qui décrit dans Phyper-
plan [A^+l, A^>, ..., Ap+V) une variété à p—i dimensions.

6. Coupons la Yp par un hyperplan a n — i dimensions con*
tenant VHp tangent en A, mais ne contenant pas Phyperplan
osculateur en A. L'intersection avec la V^ est une V^., piésentant
en A un point conique du deuxième ordre, donc les tangentes
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vérifient une équation de la forme :

En faisant tourner Fhyperplan sécant autour de l'Hp tangent,
on obtient un réseau linéaire de cônes, qu'on appelle le réseau
asymptotique relatif au point A. Les formes $? et toute combi-
naison linéaire de ces formes, sont les formes asymptotiques rela-
tives au point A.

Si une tangente est commune à tous les cônes du réseau asymp-
totique, elle est appelée tangente asymptotique. Toute'courbe
de la Ypj tangente en A à une tangente asymptotique, a son plan
osculateur en A contenu dans THp tangent à la Yp en A, et réci-
proquement.

Deux tangentes sont dites conjuguées; si elles sont conjuguées
par rapport à tous les cônes du réseau asymptotique. Lorsque le
point A se déplace sur la variété dans la direction d'une de ces
tangentes, l'H^ tangent en A a pour caractéristique la direction
conjuguée.

7. En considérant les variétés planes à 3 dimensions oscula-
trices en A aux différentes courbes tracées sui la Yp, on est conduit
pareillement à la notion d'hyperplan osculateur du second ordre
à la Yp en A : c'est la plus petite variété plane contenant tous les
H3 osculateurs en A aux différentes courbes de la Yp. Si cet
hyperplan, qui contient naturellement l'hyperplan osculateur (du
premier ordre), a p-{-q-{-r dimensions, nous choisirons à son inté-
rieur les sommets Ap+7+4, ..., hp+q+r. L'H3 osculateur en A à une
courbe de V^ est [A dk. d2A d!3A], et d}A. s'écrit, en négligeant sa
projection dans l'hyperplan osculateur :

Cl TV — f p-^q^x jti.jp_f.gr_t_j -f- . . . -f- M p+q+j rVp+q+f .

Les coefficients W sont des formes cubiques en con ..., oô ,
linéairement indépendantes, qui ont pour expression :

et qu'on appelle les formes asymptotiques du second ordre,


