PAUL MENTRE

Les variétés de I’espace réglé étudiées dans leurs propriétés
infinitésimales projectives

Theses de I’entre-deux-guerres, 1923
<http://www.numdam.org/item?id=THESE_1923_ 43 1_0>

L’acces aux archives de la série « Theses de 1’entre-deux-guerres » implique I’accord avec les
conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commer-
ciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou im-
pression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

These numérisée dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=THESE_1923__43__1_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

T

{66 ( (0%

Wi THESES

PRESENTEES

A LA FACULTE DES SCIENCES DE PARIS

POUR OBTENIR

[{ [ S N y G »

LE GRADE DE DOCTEUR ES SCIENCES MATHEMATIQUES \jﬁ Ges SC’E/VO
&

(1]

?S'»

Par M. Paul MENTRE

INGENIEUR 1. E. N., AGREGE DE L'UNIVERSITE

BIBLIOTHEQUE
v
~ —

PARIS

{re THESE. — Les VARIETES DE L'ESPACE REGLE ETUDIEES DANS LEURS PROPRIETES
INFINITESIMALES PROJECTIVES.

9¢ THESE. — EQUILIBRAGE.

Soutenues le 22 novembre 1923, devant la Commission d’examen

Y MM, KOENIGS, Président.
,ﬁ;‘:;}\\\w?; Commission CARTAN Eraminateurs
ey ” VESSIOT raminateurs.
UL

. < -
e £ M
PARIS

LES PRESSES UNIVERSITAIRES DE FRANCE
hg, Boulevard Saint-Michel, 49

1923

255250



Faculte des Sciences de 'Universite de Paris

DOyen...oveveisvmenses

Doyen honoraire......

Professeurs honoraires. .

Professeurs. .....

Secrétaire......... N

—

MM.

MoLuawrp, Professeur.

P. APPELL.

P. PuIsgux.
VELAIN,
BOUSSINESQ
Pruvor.

Emile Picarp.
Keenies ...
GOURSAT . .
HALLER ............
JoAannts
JANET ....
WALLERANT ..
ANDOYER
PAINLEVE
Havuc
H. LE CHATELIER....
Gabriel BERTRAND...
M™ P, G
CAULLERY
C. CHABREE
G. URBAIN.

CARTAN
Cl. GUICHARD.
LAPICQUE

GENTIL ....
VESSIOT .

Charles PEREz..
Léon BERTRAND.
DANGEARD
LESPIEAU
LEDUG

MONTEL ..
MAURAIN .
RABAUD

“WINTREBERT

HEROUARD +....... .
Rémy PERRIER.
SAGNAC
PORTIER
DLAISE
PECHARD .
M. GUICHARD

Physiologie végétale.

Analyse supérieure el algdbre supérieure.
Mécanique physique et expérimentale.
Calcul différentiel et calcul intégral.
Chimie organique.

Chimie (Enseignement P. C. N.).
Electrotechnique générale.

Minéralogie.

Astronomie.

Mécanique analytique et mécanique céleste:
Géologie.

Chimie générale.

Chimie biclogique.

Physique générale et radioactivité.
Zoologie (Evolution des étres organisés)
Chimie appliquée.

Chimie minérale

Calcul des probabilités et Physique mathém.
Aviation.

Chimie physique.

Physique.

Mécanique rationnelle.

Géométrie supérieure.

Physiologie.

Géographie physique.

Théorie des groupes et calcul des variations.
Physique générale.

Application de Panalyse & la géométrie
Physique

Zoologie.

Géologie appliquée et géologie régionale.
Botanique.

Théories chimiques.

Physique théorique et physique céleste.
Mathématiques générales

Physique du globe.

Biologie expérimentale.

Anpatomie et physiologie comparées.

Zoologie.

Zoologie (Enseignement P. C. N)
Physique ihéorique et physique céleste.
Phvsiologie.

Chimie organigue

Chimie (Enseignement P. C. N.).
Chimie analytique

Chimle minérale

Physique.



A M. E. CARTAN.






PREMIERE THESE

LES VARIETES REGLEES

BTUDE PAR LE CALCUL EXTERIEUR DE LEURS
PROPRIRTHES INFINITESIMALES PROJECTIVES.

INTRODUCTION

La Géométrie réglée a été I'objet de nombreux travaux. Pour s’en convaincre
il suffit de lire la Prétace de I'important Mémoire de M. Keenigs sur La Géomélrie
réglée et ses applications (').

Les principales propriétés des surfaces réglées, des congruences et des com-
plexes sont données par M. Vessiot dans ses Legons de Géomélrie supéricure ().
Une étude détaillée des variétés de droites se trouve dans le livre de M. Keenigs
sur les propriétés infinitésimales de Uespace réglé (*).

Dans ses Le¢ons sur la Théorie générale des Surfaces (*), M. Darboux a
consacré de nombreux chapitres & la déformation; il a employé les méthodes du
calcul différentiel ordinaire. Comme en géométrie ponctuelle, le probléme de la
déformation présente en géométrie réglée un intérét lout particulier. M. Fubini
a généralisé aux espaces projectifs, la définition de 'applicabilité de deux variéiés ;
il s'est occupé toul particulierement de la déformation projective des suifaces

(1) Gauthier-Villars éditeur, Paris 1895.
(2) Hermann éditeur, Paris 1919.
{3) Gauthiers Villars, Paris 1882 .
(4) Gauthier-Villars, Paris 1896.
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mais il a consacré un court Mémoire a des considérations sur Uapplicabilité
projective des complexes et des congruences; il a employé dans ses nombreux
Mémoires (') les precédés du calcul différentiel absolu imaginé par Christoffel et
perfectionné par Ricci. Enfin M. Cartan dans une Communication au Congrés
de Strasbourg, a montré comment on pouvait étudier la déformation des variétés
engendrées dans un espace quelconque par un élément géométrique quelconque
en employant une méthode fondée sur 'emploi des « covariants bilinéaires ».
Le procédé de calcul avait été imaginé par Freebonius; il fut perfectionné et
mis au service de I’étude des groupes de transformations par M. Carlan qui l'a
appelé « calcul extérieur » et a fourni de nombreux exemples d’applications
géométriques de sa méthode. En étudiant les espaces conformes M. Cartan a
remarqué que le probleme de la déformation dans l'espace & 4 dimensions pré-
sentait des difficultés spéciales; il s’est borné dans ce cas particulier a la recherche
des hypersurfaces applicables sur une hypersphere ; cette question correspond
par une transformation qui change une hypersphére de rayon nul de I'espace &
4 dimensions en une droite de 'espace & 3 dimensions & 'application des com-
plexes sur un complexe linéaire, dans l'espace projectif a trois dimensions.
D’ailleurs, dans sa Communication au Congrés de Strasbourg, M. Cartan a
énoncé les nombreux résultats intéressants qu'il a obtenus sur I'applicabilité
projective des complexes et des congruences.

Dans ce Mémoire je me suis proposé d’employer le calcul extérieur a I'étude
des propriétés infinitésimales de 'espace réglé projectif. J’ai porté surtout mon
attention sur la déformation des variétés mais j'ai U'intention de poursuivre mes
recherches sur ce probleme difficile.

Je consacre les trois premiers chapitres & des généralités sur lUemploi des
symboles représentatits des principaux éléments géométriques, sur la détermi-
nation projective du vepére mobile associé a la droite qui décrit une variété et
enfin sur le probléme de 'applicabilité projective. J'étudie ensuite successivement
les variétés réglées & une, deux et trois dimensions.

L’emploi du repére mobile fournit aisément certaines propriétés projectives
des variétés; beaucoup de ces propriétés ont d’ailleurs été données par différenis
auteurs qui employaient la méthode ordinaire de calcul dans 'espace euclidien ;

la plupart des propriétés relatives aux complexes enveloppés par un complexe

(1) Dans l'avant propos de son Mémoire intitulé Fondamsnti di geomztria proiettivo-differenziale et para

dans les Rendiconti del Gircolo M. di Palermo (1918-19), M Fubini donne la lisie de ses principaux
Mémoires.
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linéaire dont la position dépend d'un ou de deux paramétres sont nouvelles (*). La
détermination projective du repére mobile fournit une classification projective
des différentes sortes de variétés; la classification des complexes présente un
intérét particulier

La méthode du calcul extérieur a été exposée par M. Cartan, notamment dans
son Mémoire Sur les variétés de courbure constante d'un espace euclidien el
non euclidien (*) et dansses Lecons sur les Invariants intégraux (¢)

(1) J’a1 résumé ces propriétés dans une note 2 YAcadémin des Sciences, C. R du 30 novembre 1922,
(2) Bulletin de la Soci1été Mathématique, années 1919 et 1920
(3) Hermann éditeur, Paris 1922




CHAPITRE PREMIER

Symboles de la Géométrie projective réglée

Symboles de points. Repéres. — Considérons l'espace ordinaire rapporté a trois
axes Oz, Oy, Oz.

Nous désignerons un point de I'espace par 'une des lettres @, b, ¢, m, n. Dans
une équation la lettre qui représente un point symbolisera I'ensemble des quatre
coordonnées homogénes de ce point.

Par un symbole tel que ha +kb+ lc + ... nous représenterons le point dont
les quatre coordonnées homogenes s’obtiennent en multipliant respectivement
celles de a, b, c,... par les nombres i, k, ... et en ajoutant les produits. Les
symboles a et ha correspondent ainsi au méme point géométrique.

11 est facile de rapporter I'espace & un repére formé de quatre points a, dont
les coordonnées homogeénes sont déterminées; il suffit que le repdre forme un
tétraédre ou ce qui revient au méme que le déterminant des seize coordonnées ne
soit pas nul. Etant donné le tétraédre a,a,a3a, on peut en effet écrire pour tout
point m de Vespace : m = tai+ {a;+nas + fay; les quatre coefficients déter-
minés ainsi s’appellent les coordonnées du point m dans le repére a; a: a; a.

Nous appellerons repére simple le repére constitué par les quatre points
b1 by by b, dont les coordonnées homogénes respectives sont: o, 0,0, 1;0,0, I, 0,
0, 1,0, 0; 1, 0, 0, 0. On peut alors écrire : m = by + zb>+ ybs +abs; les
coordonnées homogeénes cartésiennes du point m sont donc identiques aux
coordonnées du point m dans le repére 6,b2bsb:.

On sait qu'une transformation homographique de l’espace est déterminée
quand on connait les anciennes et les nouvelles coordonnées homogeénes de

quatre points. Si nous effectuons la transformation qui ameéne le repére

a1a:0,a, en coincidence avec le repere @ a:a; ¢ le point m = =a; + L@ +nay + ta,
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sera amené en coincidence avec le point m = <a; + {a, +70; +a,. Les coor-
données anciennes relatives & l'ancien repére sont donc les mémes que les
coordonnées nouvelles relatives au nouveau repére. On peut donc dire que le
repére mobile a,a,a;0, entraine avec lui tous les points de l'espace de telle
maniére que les coordonnées relatives soient respectées; on a ce qu’on appelle
un déplacement projectif de I'espace. En géométrie projective, on ne doit pas
considérer comme distinctes deux figures qui peuvent étre amenées en coinci-
dence par un déplacement projectif de ’espace. Deux figures (F') et (F’) seront
donc dites égales quand on pourra trouver deux repéres (a') et (a’) tels que les
deux figures soient définies par les mémes relations entre les coordonnées rela-
tives de leurs points.

Pour étudier les symboles de droites, planset complexes linéaires nous imagi-
nerons que 'espace est rapporté au repére simple 5:6,6;6, et a un autre repére quel-
conque a:tay1,. Pour abréger le langage nous appellerons « coordonnées abso-
lues » les coordonnées dans le repére (b) et « coordonnées relatives » les coor-
données dans le repere (a).

Les coordonnées ahsolues d’un point m sont donc les coordonnées homo-
génes cartésiennes. De plus les coordonnées relatives du point m sont identiques

aux coordonnées absolues du point m avec lequel le point m vient coincider
quand on effectue le déplacement projectif de l'espace pour lequel on a :

ai:bLZ

Nous désignerons par z, y, 2, ¢ les coordonnées absolues du point a: et

par x, y, z, { les coordonnées absolues du point m c'est-a-dire les coordonnées
relatives du point m.

Symboles de droites. — Considérons la droite qui joint le point m au point m’
Désignons par x, y, z, ¢, ', ¥, 2/, ¢, les coordonnées relatives des points m et m'.
Si nous appliquons le repére () sur le repére (b) la droite m m’ aura pour coor-
données pluckériennes cartésiennes :

X=tad'—tx, Y=ty —Lly, Z=1t—1tz, L =yt—y7,

M=z'—2z, N=ay—2oy;

ces six quantités déterminent la position de la droite m m’ dans le repére (b) et
par suite la position de la droite mm' dans le repére (a). Nous direns que ce sont
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les coordonnées pluckériennes relatives de la droite mm' et les coordonnées
pluckériennes absolues de la droite m 7'

Par le symbole [mm’'] représentons I'’ensemble des six coordonnées absolues
de la droite mm’ et pav le symbole [a,a,], représentons I'ensemble des six coor-
données absolues de la droite a,a,. Dans les calculs symboliques nous devrons
traiter les symboles de droites comme des déterminants a deux colonnes, puisque
chacune des coordonnées pluckériennes est égale & un déterminant & deux
colonnes.

Par un symboletel que : Afaa,] +k[aa,] +... nous représenterons la droite
dont les six coordonnées absolues s'obtiennent en multipliant respectivement
celles de [aia.], [asa:]... par les nombres h, k et en effectuant les sommes des
produits obtenus. Un calcul simple montre que 'on a la formule symbolique.

|mm'| = Z{aaz] + Y aas] + X[aua:] — N[ azas] — M|aua:] — Laaa,).

Symboles de plans. — Considérons le plan qui passe par lestrois points m, m/,
m". Appliquons le repére (b) sur le repere (a). Désignons par @, yo, 2, & les
coordonnées absolues d’un point variable du plan m m” m”.

L'équation cartésienne du plan mm'm’ peutsécrire E =o, E désignant
un déterminant & quatre lignes dont la premiére est : za'z"z,. En développant

E suivant les éléments de la derniére colonne on trouve
E = ax, + vy, +wz,+ri,;

les coefficients u, v, w, r sont égaux a des déterminants a trois colonnes
formés avec les coordonnées relatives des 3 points m, m', m'.

Les 4 nombres u, v, w, r déterminent le plan mm’m’ dans le repére (b)
ils déterminent donc le plan mm'm’ dans le repére (a); nous dirons que ces
nombres sont les coordonnées absolues du plan mm m” et les coordonnées rela-
tives du plan mm'm’.

Par les symboles [mm'm'], [aa,a;] représentons I’ensemble des 4 coordon-
nées absolues des plans mm'm” et a,a,a;. Dans les calculs un symbole de plan
devra manifestement se traiter comme un déterminant & trois colonnes.

Si l'on cherche les coordonnées absolues du plan mm'm” on voit qu’elles
satisfont & I’équation symbolique ;

[mm'm’| = ulaiwas] — v[a,wa,) + wlawa) — rlaa,).
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Ajoutons que tout point n du plan mm'm’ peut s’écrire
n =oam ~+gm’ —+ym'

et que I'on a par suite

[mm'm'n|=o,

si l'on convient de représenter le déterminant a quatre colonnes formé par les
16 coordonnées des points mm'm’n par le symbole

[mm'm'n].

Symboles des complexes linéaires spéciauxz — Un complexe spécial étant défini
par sa directrice nous le représenterons par le méme symbole que sa directrice.
Un complexe spécial peut donc se représenter par une expression telle que ;

olawa] + pilaias] + g2lamay) + ¢a,a) + 0| a,a] + ¢'2{a..)
si I'on désigne par

, ' /
PsP1sP2y — Py — P1s =~ P2

les coordonnées relatives Z, Y, X, N, M, L, de la directrice. Les six nombres ¢
s’appellent les coordonnées relatives du complexe spécial; ils sont liés par
I’équation :

pp’ = p1p} - papy = O.

Deux complexes linéaires spéciaux de coordonnées relatives respectives

!

es0'... et o,¢’ auront des directrices concourantes si l'on a :

00’ + 0p’ 4 p19) —+ G1p| —+ pa0s + 9y = O.

Symboles des complexes linéaires quelconques. — Considérons pour un instant
fes coordonnées ¢ d’'un complexe spécial comme étant les coordonnées homo-
génes d’un « point-image » s, dans un espace a 5 dimensions E;. Tous les points-
images des complexes spéeiaux sont situés sur '’hyperquadrique $dont 1'équation
est :

pe' 4 pipt = pa3y = O

Deux directrices se rencontrent quand les points images sont conjugués.
Soit un point quelconque y de l'espace E,. Désignons ses coordonnées par
9, 01,...0s. Les points conjugués de y satisfont a la relation :

00" - op - 0101+ 040) —+ P20 + 030y =0 ;
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les points conjugués qui sont situés sur ¢ sont donc les images des complexes
spéciaux dont les directrices satisfont a la relation :
Zs' + Yoi + Zoy — No — Ms; — Lo, = o.

Ces directrices sont donc situées dans un complexe linéaire.

A tout point y de l'espace E; on peut donc faire correspondre un complexe
linéaire de I'espace réglé.

Il est commode d’adopter dans I'espace E; des repéres formés par six points
dont on connait les six coordonnées homogénes.

A tout repére de l'espace réglé nous pourrons faire correspondre un repére
de l'espace E; en prenant les images des six arétes du tétraddre.

Au repere aiaxa,a, correspondra donc le repére rrirar'rir formé par les
images des complexes spéciaux :

[aias), [aias), (@], [aa,], [aa,), [aas)

Au complexe spécial dcnt le symbole est

p[(liaz] + ...
correspond le point image dont le symbole est
or ...
Considérons un point quelconque
Y=or—or + ...
de l'espace E;.

Si nous déplagons le repere a;a.as¢, qui entraine les points de ’espace réglé,
les points de l'espace E; subiront un déplacement non euclidien respectant
I'absolu ¢. Mais il est facile de connaitre la transformation subie par un
point de ¢ puisqu’on connait la transformation subie par la directrice du
complexe spécial correspondant. Si le repére (a) vient en effet coincider avec le
repére (a) défini par les équations :

@, = %101~ %50ty ~+ Xyl —+ Oyl
on obtiendra immédiatement les nouvelles coordonnées du complexe spécial
olaias)] —+ ps[anas) =+ ...
en remplacant dans son symbole les lettres ¢, par leurs valeurs.

Comme tous les points de ’espace E; subissent une méme transformation

projective, nous sommes conduits pour trouver la transformation subie pary &

chercher comment se modifie 'expression

o'[(ll(lg] —+ 0’1[01616] —+ e,
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Désormais par une expression telle que :
1 =0 [0as] + oi[anas] + [away] + dfa,a] + oila,m] —+ o3[ axas)

nous symboliserons un complexe quelconque dont I'image dans I'espace E; aurait
pour coordonnées

Gy Opyenve

et dont les droites satisfont par suite & I’équation :
Zs' + Yo —+ Xo}), — No — Moy — Zio, = o.

Deux complexes linéaires sont en involution quand leurs images sont
conjuguées.

Pour exprimer qu'un complexe linéaire est fixe il suffit d’écrire que la torme
y se reproduit & un facteur pres.

Pour trouver la nouvelle position d'un complexe linéaire aprés un dépla-
cement projectif, il suffit de chercher comment se modifie la forme y. Les six
nombres ¢ s’appellent coordonnées relatives du complexe.

Moment relatif de deux complexes. — Etant donné deux complexes linéaires
quelconques ¢, et o, de coordonnées g, p,... et o, o,... on appelle « moment relatif »
I’expression bilinéaire :

Uy ’ ! ’ ’ '
F = pd' +p101 4 po%) + 0’0 + 10y + 03,

Si le moment relatif est nul, les deux complexes sont en involution et si
l'un des complexes est alors spécial, sa directrice est contenue dans I’autre
complexe.

Le moment relatif de deux complexes est un invariant absolu vis-d-vis
des déplacements de 1’espace projectif quand on impose a ces déplacements
la restriction de ne pas modifier la valeur du déterminant.

[@0:05a,].

Donnons pour le démontrer un déplacement infiniment petit au repére
0,0,050,. Ce déplacement sera défini par les relations :

da, = 0,0, + 00,05 + O3 + Oy,

ol les o sont des expressions de Pfaff formées avec les variables qui servent
& déterminer la position du repére.
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Ecrivons pour abréger r, ..., r'; au lieu de [a,a,], ... [a,a;]. La forme du com-
plexe dr s’obtient aisément. On a en effet :

dr=d[a,a.] = [ada,] + [da,a,] = (011 + 0)7 + ©137) F= 05475 4wy} — Wyl

On trouve de méme dry, ... dr',. On peut alors aisément calculer la varia-
tion dF du moment relatif; on trouve :

dF = F(0;; + 0,5 4 053 =+ 0,4).
Mais on a :

d[a1azasa4] = (0}, + 0y + 055 + 0,,) [alazasa4]-
Par suite, si 1’on s’impose la restriction
D = [a,a,050,] = C*,

on aura dF =0 et par suite F sera un invariant absolu.

Il est important de remarquer que la restriction imposée au repdre ne:
diminue pas la généralité du déplacement projectif du repere si 1’on se place
au point de vue géométrique ; cela résulte de cette remarque que le déplace-
ment projectif qui transforme le repére

100,04
dans le repére

Ka,Ka,Ka;Ka,

laisse fixe tous les points de I’espace et modifie la valeur du déterminant D.
Nous supposerons désormais que l'on a

D=r1;
nous aurons done :
Ogg = g9+ gy +w, = 0.
Pour abréger 'écriture nous représenterons par le symbole p//s, le moment

relatif des deux complexes linéaires dont les formes symboliques sont p, et s;.
D’ailleurs un moment relatif a les propriétés d’un produit géométrique.
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Invariants fondamentaux d’une Variété.

Expressions fondamentales de Pfaff pour le repére (a) associé & une droite mobile
qui décrit une variété.

Pour étudier une variété V de ’espace réglé nous emploierons comme repére
fixe un repére quelconque c¢icacycy.
On se raméne immédiatement au cas d'un repére fixe simple : il suffit d’en-
trainer ’espace dans le déplacement projectif qui améne le repére (¢) en coin-
cidence avecle repére simple (b) ; les coordonnées anciennes (dans le repére ¢icacycs)
deviennent alors égales aux coordonnées nouvelles c’est & dire aux coordonnéces
homogetnes cartésiennes.

Nous associerons & chaque droite r de la variété un repére

Ma.a,
tel que les points

ay et a2

soient situés sur la droite r considérée. Nous pourrons donc écrire:
r = [01(12].
Si la variété considérée est & n dimensions et si 'on désigne par

D> J I Pn
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les parametres de position de la droite r mobile dans la variété, la droite r sera
immobile lorsque dp:, dp,.. dpn
seront nuls. Le repére le plus général que 'on peut associer a la droite r supposée
fixe dépend de 12 parameétres u;, u,...
Pour déterminer complétement les repéres associés aux différentes droites r, il
faudra donc fournir tous les paramétres u, en fonction des « parameétres fonda-
mentaux » pi, pPee..  Pa.

Si nous associons a la droite variable r un repére arbitraire le déplacement
infinitésimal de ce repére sera caractérisé par les équations :

da, = v, o + 0,50 + 0,a; + Ol

Les seize expressions de Pfaff

0).]

renferment les variables p et les variables u. Il est facile de voir que les quatre
expressions

Wy3, Wyyg, Weg3, Woy

ne peuvent renfermer que les différentielles dp:;, dp,,... dp,.

En effet si on considére un déplacement infinitésimal qui laisse nulles les diffé-
rentielles dp, la droite r restera fixe et par suite les points da: et da,

seront alors situés sur la droite

[aya,].
Les expressions
13, Wi, We3, Woq
. r | . ’ R
ne sont donc pas indépendantes & moins que 'on n’ait

n=4

ce qui n’arrive que dans le cas ou la variété étudiée se confond avec 1'espace.
On peut choisir n des expressions

Wig, W14, g3, Woy
et exprimer les

h—n

autres expressions linéairement au moyen de celles choisies.
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Nous écrirons pour abréger
Wy, Wy, w3

au lieu de

W3, Wog, Way, Wy,

et nous appellerons « expressions fondamentales » les n expressions w, au moyen
desquelles nous exprimerons linéairement les expressions v, non nulles.

Généralités sur la détermination intrinséque du repére (a).

Quand le repére («) est choisi completement, ce repere ne dépend plus-
que des paramétres fondamentaux p. Par suite toutes les seize expressions o, de-
viennent des expressions de Pfaff & n variables p,, Ps--- Dn. Elles peu-
vent donc s’exprimer linéairement au moyen de n d’entre elles ; nous les expri-
merons au moyen des n expressions fondamentales.

On peul réaliser un choix intrinseque du repere (@) en opérant par étapes
successives. Chaque étape consiste a imposer aux expressions v, de nouvelles
équations linéaires et homogeénes. Aprés une étape le repere dépend encore des
parameétres p et de certains paramétres u. Nous appellerons alors déplacement
d un déplacement infinitésimal quelconque du repére, pourvu qu’il soit compa-
tible avec toutes les restrictions déja imposées.

Nous appellerons déplacement § un déplacement d quelconque pourvu qu’il
laisse fixe la droite r. On obtient donc les valeurs des 4 quantités 8, en annulant
dpy,..., dp, dans les valeurs des quantités da,.

Pour éviter les confusions nous désignerons par e, ce que devient I'expres-
sion v, dans un déplacement 3.

Avec ces notations, puisque les déplacements d et ¢ correspondent & deux
modes différents de différentiation on pourra écrire :

w:’z = dem i awa
et
Lwawp] = Wy, — 4.0
d’aprds les définitions d’'un covariant bilinéaire et d’un produit (extérieur les

3
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indices « et P remplacent deux chiffres quelconques compris entre o et 5).
Le choix des points a, et a, sur la droite r impose ensuite :

€13 = €1y = €93 = €94y — O
puisque les points

3oy et day
sont situés sur

. lawas].

Quand le choix du repére sera terminé les seize expressions e ; seront nulles.
On considérera donc le choix du repére comme terminé quand, aprés une étape,
toutes les expressions e dont les 2 indices sont différents sont nulles tandis que

les quatre autres expressions e sont égales entre elles; il suffira en effet de s’im-
poser la restriction

[aas0.0.] = 1
pour avoir

Wy Wy Wgg -0y = 0
dans un déplacement d et par suite
€y —+ep ey +eu =0

dans un déplacement 3. Les quatre expressions égales e, seront alors annulées.

Pour trouver un choix intrinseque du repére nous utiliserons les covariants
bilinéaires des expressions w,,. Ges covariants satisfont & des équations qui nous
seront trés utiles; on déduit ces équations de celles obtenues en prenant les
covariants bilinéaires des deux membres de chacune des équations

da, = ®,101 + 0 o0y~ 0,305 =+ O 0.

On obtient finalement les seize relations :

“”u = [‘*’n“u] -+ [“’zz“’w] -+ “’13"’31] -+ [“’z4"’4;]~

Généralités sur la particularisation fondamentale du repére. Foyers et plans
focauzx.

La particularisation fondamentale du repére consistera & simplifier autant

qu’il sera possible les coefficients des 4 — n relations linéaires et homogeénes qui
existent entre les expressions w,.
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La seule restriction imposée & un déplacement 8 estde laisser fixe la droite r.
Il est facile d’avoir les effets d’'un déplacement 8 sur une expression o,.

Par exemple 1'équation

W] = ), = [wl(wﬁ) — )] 4 [0405] — [@gw04,]

peut s’écrire, puisque les expressions e, et les différentielles de, sont nulles :

N
By = wy(ey1 — €y;) + Wye; — WL,

Les valeurs des quatre quantités 8» montrent que les quatre expressions» con-
sidérées pour un instant comme les coordonnées homogénes d’'un point dans un
espace a trois dimensions subissent un déplacement a 7 parametres; c'est le

déplacement de la géométrie non cuclidienne pour laquelle la quadrique absolue
a pour équation

¢ = 3wy — wywy) = 0,
car on a
82 = ¢(ey + €y — €3 — eus)
et par suite I’équation
o = o est invariante.
D’ailleurs cette équation
¢ =0
a une signification géométrique simple : un déplacement d qui satisfait a la
condition
¢ =0
est tel que les deux droites infiniment yoisines
r et r—+ Ar
se renconfrent. En effet on a
¢ = — dr|dr = r|d*r;

par suite la forme quadratique ¢ est égale au double de la partie principale du
moment relatif infiniment petit

r|(r + Ar)
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Désormais nous appellerons « déplacementd, » tout déplacement d qui satisfait &
la condition

® = 0.
Nous allons étudier les déplacements d.
Considérons d’abord le cas pour lequel
n=r1;
la variété est alors une surface réglée. On peut poser
o, = hdp,;
si
(hihy — hohy)
n’est pas nul le déplacement dn’est pas un déplacement d,.
Etudions les surfaces pour lesquelles on a identiquement
hihs — heh, = o

On a alors, quel que soit le coefficient K :

[a @ wia;+wa, d(a, + Ka)] = o
ce qui moutre que le point

d(a, + Kay)
est situé dans le plan

(e, az hyas + h4a4] o
ce plan est donc tangent & la surface au point
(ha, + hya,).

Il en résulte que le plan tangent & la surface est le méme tout le long de la
droite r; les surfaces considérées sont donc développables. En posant

We = poy
on voit que le point

(ray — a)
est situé sur l'aréte de rebroussement car

d(pay, —ag) = () + (L. )a,



et cette équation montre que la droite

(@]

est tangente & la courbe décrite par le point

(ray — ay)

Considérons maintenant le cas d’une variété pour laquelle n est plus grand
que 1. On pourra imaginer des déplacements dy & un paramétre pour lesquels la
droite r se déplace dans la variété. La portion de surface développable ainsi
engendrée s’appelle « plan focal »; le point de la droite initiale r qui est situé
sur l'aréte de rebroussement s'appelle « foyer ». On peutdire que dans un dépla-
cement do la droite mobile reste sensiblement dans un plan focal tandis
qu’elle rencontre la droite r initiale en un point infiniment voisin d'un foyer.
D’aprés ce qui précede le plan focal et le foyer sont représentés par les symboles

[, (w105 + viay)]
et

[“’z(h — ("102] ,

Revenons a 1'étude de la particularisation fondamentale.

A toute relation linéaire et homogene entre les expressions », correspond un
plan de l'espace E & 3 dimensions dont les points (v) » ont pour coordonnées
homogenes

w,, 2 w3 et w,.

Si on considére le morceau d'une variété qui est constitué par les droites qui
sont situées au voisinage d'une position r de la droite génératrice on pourra
faire correspondre & ce morceau une image dans l'espace E : on obtiendra un
« plan © » dans le cas d'un complexe, une « droite » » dans le cas d’'une con-

gruence et « un point  » dans le cas d'une surface réglée.

BN

La particularisation fondamentale consiste donc a profiter des déplacements
non euclidiens de Vespace E pour simplificr les équations d’un plan, d'une

droite ou d’'un point. Nous désignerouns par 2 la quadrique absolue.

Pout tout déplacement non euclidicn de 'espace E les points situés sur la

quadrique absolue y restent: ces points sont d'ailleurs les images de déplace-
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ments d, ; cela explique le rdle important que vont jouer les déplacements d,
dans la particularisation fondamentale.

Classification fondamenlale des wvariétés en huit catégories. Parlicularisation
Jondamentale du repére dans les différents cas.

S'il s’agit d'une surface réglée on doit distinguer deux cas. En général le
« point » » n’est pas situé sur la quadrique absolue ¢ et on peut alors 'amener en
coincidence avec le point de coordonnées

Wy, W, = 0, W, = v, w, = 0,

il s'agit d'une surface non développable, caractérisée par I'absence de foyer sur
la droite n. Si le « point w » est situé sur ¢, on peut I'amener en coincidence avec
le point de coordonnées

Wy, Wy, = O, 63 = 0, (1)4:0;

il s’agit d'une surface développable caractérisée par la présence d'un foyer sur la
droite r.

§'il s’agit d’une congruence on doit distinguer quatre cas. En général la
« droite w » a deux points distincts communs avec la quadrigque ¢ et on peut
alors I'amener en coincidence avec la droite d’équations :
wy = 0, wy = 0,
il s’agit d’'une congruence qui admet deux foyers distincts sur la droite r. Si la
« droite » » a deux points confondus communs avec la quadrique ¢, on peut
Vamener en coincidence avec la droite tangente a ¢ dont les équations sont :
w, = 0, wg = Wy;
il s’agit d'une congruence qui admet deux foyers confondus sur la droite n.
Sila « droite @ » coincide avec une génératrice de ¢ appartenant a la méme
famille que la génératrice G, d’équations :
Wy = O, wy = 0
on peut I'amener en coincidence avec G, ; il s’agit d'une congruence qui admet

une infinité de foyers mais dont les plans focaux correspondants sont confondus ;
aprés la particularisation fondamentale on a en effet

w3=0 el wy=0
et il en résulte que da, et da, sont toujours situés dans le plan

[aa2as] ;



bien plus le plan
[aya.05)

est fixe car les équations

wg =0 etwy =0
entrainent

[@ewg] = 0
et

[“’1‘”34] = o,

ce qui exige que vy soit nul; on a donc

dla,a,a.) = (©;; + 035 + wg)[a,0,a,

ce qui montre bien que le plan

[a,a005] est fixe;
comme la droite

[a,00])
reste situé dans le plan fixe

[a1a.as]
il s’agit d’'une « congruence plane » formée par I'ensembledes droites d’un plan.
Enfin sila « droite » » coincide avec une génératrice appartenant & la méme
famille que la génératrice G, d’équations
w =o0etw, = o0
on peut 'amener en coincidenceavec G- ; il s’agit d’'une congruence qui n’admet

qu'un foyer auquel correspondent une infinité de plans focaux ; aprés la particu-
larisation fondamentale on a en effet

W, = Q et w, = 0
et il en résulte que da: est toujours situé sur la droite
[a1as]

ce qui montre que a, est foyer pour tous les déplacements ; d’ailleurs da, est situé
dans un plan quelconque ; bien plus le point a; est fixe car les équations

w, = 0 et w, = 0

entrainent

ce qui exige que v, soit nul, on a donc

da, = wya,
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ce qui montre bien que le point ¢, est fixe; comme la droite
[a.a,]

passe toujours par le point fixe a, il s’agit d’'une « congruence ponctuelle »
formée par ’ensemble des droites qui passent par un point.

Si la variété considérée est un complexe, on doit distinguer deux cas. En
général le « plan w » ne sera pas tangent a 9; on pourra 'amener en coincidence
avec le plan d’équation :

w; + Wy = 0.

Sile « plan @ » est tangent & ¢ on pourra 'amener en coincidence avec le plan :

w, =0
Dans ce dernier cas, aprés la particularisation fondamentale on a donc :

w, = (6]

c’est-a-dire que dg, est situé dans le plan
[a1a2a3] >

par suite le point a, décrit une courbe ou une surface. Le plan
[aiazas]

qui ne cesse d’étre tangent en a, a cette courbe ou a cette surface, contient la
droite

[a1as] 5
la génératrice r du complexe reste donc tangente & une surface ou ne cesse de
rencontrer une courbe. 1l s’agit alors d’'un complexe spécial. Réciproque-

ment si une droite reste tangente a une surface ou ne cesse de rencontrer une

courbe on peut aisément choisir un repére tel que 1'on ait
w, = o.
Etudions les foyers et les plans focaux dans les deux cas relatifs au complexe.
Dans le cas général on a aprés la particularisation fondamentale
W, + , = 0.
On pourra poser pour un déplacement d, a un parametre

Wy == Wty et W, = — Q.
Le point
(pas — ay)



qui a une position quelconque sur r est donc un foyer auquel correspond le plan
focal

[aay(as — pa, ).
Remarquons que ce plan focal passe par le point
(aa — k)
situé sur la droite
[asas).
11 y a donc une correspondance homographique simple entre les foyers et les
plans focaux correspondanls. Dans le cas particulier on a aprés la particularisation

fondamentale

w; = 0.
Les déplacements d, satisfont donc a
W =0 ou a W, = 0}

les déplacements de premiére espéce admettent tous pour foyer le point o, tandis
que les déplacements de deuxiéme espéce admettent tous pour plan focalle plan

[aaqa,].
Remarquons d’ailleurs que le complexe a pour image un plan tangent a ¢ et par
suite les déplacements dy ont pour images les points situés sur les deux géné-

ratrices de 7 qui sont dans lec plan tangent; a chacune de ces deux génératrices
correspond une espéce de déplacements d,.

Les reperes que nous emploierons dorénavant auront toujours subi la parti-
cularisation fondamentale. Nous supposerons donc que l'on a :
w, = w; =w, =0
pour les surfaces développables
g == tng — W, = wy = [¢]
pour les surfaces non développables (symbole D),
wg = wy = 0
pour les congruences planes,
Wy = w; =0
pour les congruences ponctuelles,
W, = Wy — w; = 0

pour les congruences a deux foyers confondus (symbole U),

mg_—.(o,’:()
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pour les congruences a deux foyers distincts (symbole V),

(1)4:0

pour les complexes spéciaux et

Wy 4w, =0
pour les complexes non spéciaux. Nous voyons que la particularisation fonda-
mentale oblige a distinguer huit catégories de variétés.

Aprés la particularisation fondamentale le repére attaché a une droite r
déterminée dépend encore suivant la catégorie de la variété de 8, g, 10 ou 11
parametres arbitraires (g parametres par exemple pour les surfaces non dévelop-
pables, pour les congruences a deux foyers confondus et pour les complexes non
spéciaux).

Invariants fondamenicux d’une variété. — Apres la particularisation fondamen-
tale les 16 paramétres dont dépend dans l'espace un repere quelconque sont
amenés a satisfaire a un systeme de Pfaff (Z:). Par exemple, dans le cas d'un
repére associé a une conférence & deux foyers confondus on aura les deux équa-
tions de Pfaft :

©, = 0. w; — W = 0,

Pour poursuivre la détermination intrinséque du repére on commence par
prolonger le systeme (S) en satisfaisant de la maniere la plus générale possible
aux équations quadratiques extérieures entrainées par les équations (=i). On
obtient ainsi de nouvelles équations de Pfaff’ formées avec les expressions o,
affectées de certains coefficients «. Quand on modifie le repere attaché & une géné-
ratrice déterminée r, les coefficients « subissent un groupe de transformations.
On trouve daailleurs aisément les transformations infinitésimales du groupe. On
profite du groupe pour simplifier les coefficients o« qui doivent élre amenés a
étre nuls ou égaux a des constantes (le plus souvent ces constantes seronl 4 1
et — 1) ou a des invariants.

On adjoint alors les nouvelles équations de Pfaff simplifiées aux équations
(21) de maniere a former un nouveau systeme (s,).

On opére ensuite avec (3,) comme on a opéré avec () et ainsi de suite
jusqu'a ce que le déplacement & permis au repere laisse fixe tous les points

de I'espace, parce qu’on a annulé toutes les expressions

e (i5=])

et égalé les quatre expressions e, .
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A moins que la variété étudiée n’admette un groupe projectif de déplace-
ments on peut déterminer le repére d’'une maniére intrinséque en employant
quelques « particularisations spéciales » successives. On adjoint alors aux équa-

tions de Pfaff imposées par les différentes parlicularisations, I’équation
Wy +wxn -t wyy + Wy = 0
cetle équation est la conséquence de la restriction
[asasaste,) = 1
que l'on s'impose de maniére & annuler les e, puisque 'on a ainsi
ey +en—+ ez + ey = 0.

On peut, dans ces conditions, exprimer toutes les expressions v, linéairement au
movyen des n expressions fondamentales que nous désignerons par
wy,... O,

On peut ensuite transformer les valeurs des différentielles da, ce qui donne :
(1) da, = ko, ... A0,
Certains cocfficients X sont nuls. Les autres sont d’aprés la maniére méme dont
ils ont été obtenus des invariants puisque l'on a

Sh = o]
ils ont des valeurs numériques déterminées pour une génératrice r déterminée ;
ces invariants s’appellent « invariants fondamentaux » de la variété; ce sont des

fonctions des parametres fondamentaux

Py P2 P
que l'on a adoptés.
Les équations (1) entrainent

[d)\uwd -+ ... [d)\mwn-] = 0.
On peut donc poser pour chacun des invariants
dh = gy .+ awy,.

Les coefficients p sont de nouveaux invariants que 'on appelle invariants dérivés
du premier ordre.




CHAPITRE III

Applicabilité projective de deux Variétés

Définition de Uapplicabilité projective de deux variétés réglées.

Considérons deux variétés réglées a n dimensions : v et V; adoptons
comme infiniment petits du 1 ordre les différentielles des quatre parameétres de
position d’une droite dans I'espace (de fagon que

dr et dR

soient du 1°" ordre). Les deux variétés » et V sontapplicables d’ordre h s'il est
possible de trouver une correspondance entre les droites r et R telle qu'un
déplacement projectif de V suffise pour amener une droite R arbilrairement
choisie en coincidence avec la droite r correspondante tandis que, aux infini-
ment petits d’ordre
h+1

pres, les droites qui avoisinent R sont amenées en coincidence avec les droites
correspondantes qui avoisinent r.

Si nous représentons par V la nouvelle position de V apres le déplacement
projectif deux morceaux infiniment petits de v et de V coincident aux infini-
ment petits d’ordre

h—+1

prés. On dit que v et V ont alors un contact d’ordre h.
Imaginons que la droite r décrive la variété v; la variété V occupera suc-
cessivement différentes positions. Associons & la droite r un repere mobile

a1 a,aa;,
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et & la droite correspondante R le repéere mobile
ArdeAsAs.
Quand r se déplace la droite R correspondante reste en coincidence avec
Supposons pour simplifier que pour les différentes positions de r les points
A, Ag, Ay, Al
sont choisis en coincidence respective avec les points
@y, @y, 05, Q.
Enfin a chaque droite R de la variété fixe V nous associerons le repeére
AARAGA,
qui s’obtient en imprimant a la variété V dans laquelle est fixée le repére
AArA3A,

un déplacement projectif inverse de celui qui aménerait cette variété mobile de

la position V a la position de contact V.

Attribuons & deux droites correspondantes les mémes valeurs numériques
des parametres fondamentaux, ce qui revient a supposer que ces paramétres sont
choisis de maniére que la correspondance de droites soit réalisée par les équa-

tione<

PI = Payeeey Pn = Pn-

La variété V est telle que pour l'une quelconque de ses positions les com-

plexes spéciaux
R + AR et r—+Ar

coincident aux infiniment petits d’ordre
h—+1
prés. On peut donc poser d'une maniére approchée :
(R-+AR) = k(r-+ Ar).

On aura donc :

<R+dR e+ WI‘- d’tR> = <ko + k1+....+kh><r +dr +...+ FI'- d"r>+

termes d’ordre
h+1

au moins, si 'on désigne par k, une quantité finie et par k. une expression

homogene et de degré « par rapport aux différentielles

dp1,...,dpn.

r.



Cela exige :
R = kyr; dR = kdr+Er;...;

I —_ kO h ki - -
T d*R = 7T dhr + —(7z-——1)‘ drtr 4o+ Bpadr 4 kar.

D’ailleurs

Ay et A
coincident avec

par suite
R = [A:4,)| et r=[a,a,)
sont égaux ; cela montre que
ky, = 1.
Les conditions analytiques d'applicabilité se traduisent donc par

h—1
équations :
dR = dr + kr; L ar=-1_ rid —+ kdr + kr;...; ! d"R — Lo
2! 2! h! h!

Insistons sur ce point que ces conditions peuvent étre réalisées avec un choix
quelconque du repére mobile de la variété v.

On dit qu’une variété est déformable quand on peut la considérer comme

faisant partie d'une suite continue de variétés sur chacune desquelles elle est
applicable.

Systéme de Pfaf] imposé par une applicabilité du premier ordre. — L’applica-
bilité du premier ordre exige

dR = dr~+Fkr.
Posons
da, = wa, 4+ ... puis dA, = 2.2+ ... et Q, =9, — u,
Puisque le repére
A Ay Az A,

se déduit du repére

A, A A A
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par un déplacement projectif, on aura :

dA, = 94, + ...
et par suite

d4, = Qa,+ ...

puisque les points A, coincident avec les points «,.
Des deux équations

dr = (W11 + ©p)r 4 Wry = wyry + W — Oy, et dR = (Qu +Qu)r + ...,
il résulte que 'on n’a
dR = dr+kwr
que si les expressions
Q, 9, Q, Q

sont nulles.

Nous voyons que si deux variétés sont applicables [du premier ordre les
32 variables qui sont nécessaires pour déterminer la position dans l'espace des
deux repéres

a4y, et A AAGA,
satisfont au systéeme de Pfaff
9 =0=20=20%=o0;

dans ce systemeil y a d’ailleurs n variables indépendantes : ce sont

Pise-. Pn.

Quand deux variétés sont applicables d’un ordre queiconqne, elles sont mani-
festement applicables du premier ordre, On peut supposer que la; particularisation
fondamentale a été imposée au premier repere (a).

Les équations

Q =0

2
montrent que le deuxiéme repeére (A) devra alors subir aussi la particularisation
fondamentale et que deux variétés applicables doivent appartenir arla méme
catégorie ; on le voit en supposant successivement que la premiére variété appar-
tient a l'une des huit catégories.

Systéme de Pfaff imposé par une applicabilité du deuziéme ordre. — 1,’appli-
cabilité du deuxiéme ordre impose la nouvelle condition

d*R = d*r + 2kdr + k.r
avec

ki = Q4 + Q.
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Il est facile de calculer d'r en différentiant la valeur de dr.
On en déduit d?R par changement de notations.
La nouvelle condition imposée n’est satisfaite que si ’'on a :

( ) @ Q5 — Qpy + 0,25 — w2 = 0 @y — Q) + 0039—4.3_— w2y =0
I —_— R PR _ S

2, — Q)+ weQy — 0w,y = 0 0 Q — Qy 4 0 Qy — w3 = 0.
Remarquons que les équations 2p = Q4 = @, = @, = o qui sont satis-

faites (puisque l'applicabilité du deuxiéme ordre exige celle du premier ordre)

entrainent :

/

(2)

Donnons aux deux repéres («) et (A) la particularisation fondamentale.
Désignons par o,... w, les expressions fondamentales.

s 9_13’=[w1933—ﬂu]—k[wz.ﬁa—[ngTz]:o; imz[lﬁzgm"ﬂﬂ]+[w3:34—3]—[w162:]=0

( 924/——-‘-[0’39“ - 921]‘4—[0)_?33” - [l%:*?_\]:o ; Qﬁw':[iﬂaﬁw—gul“”[w@_‘sﬂ - [wsg_m]z().

Remarquons que les équations (2) se déduisent, au point de vue de l'écri-

ture, des équations (1) par 'introduction de crochets dans les premiers membres;

cela transforme d’ailleurs les produits ordinaires en produits extérieurs.

En tenant compte des relations simples auxquelles satisfont les expressions

o, on peut mettre 'une quelconque des équations (1) sous la forme :
ol =+ ... + wdl, = 0}
I'équation (2) correspondante se mettra alors sous la forme :
[wlfL] -+ ...+ [U’nﬁn] = 0.

Cette derniere équation montre que les expressions de Pfaff

o,... 1,
s’expriment linéairement au moyen de
Wi,.. Wy,
et que le tableau des coefficients est symétrique.
On peut donc poser
Tla = hoywy = ... + hagop(a = 1,...,)
avec les conditions
hfa = haf.

On a donc :
o0l —+ ... +oil, = huwi + 2h50,0; + Apwd ...
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Mais le premier membre est nul. Le second membre est une forme quadra-
tique en

Wyyen. Wy,
qui doit, étre nulle quelles que soient les expressions indépendantes
Wyeees Wn.

Il en résulte que tous les coefficients » sont nuls. Les expressions de Pfaff

Uy,... 10,
sont donc nulles.

Aux quatre équations (1) correspondent 4n expressions 1I'; mais cerlaines de
ces expressions sont nulles d’elles-mémes. D’ailleurs il ne peut pas y avoir plus de

sept expressions 11 indépendantes, car toutes les expressions 1 s'annulent mani-
festement en méme temps que les sept expressions

Qiay Qapy Quuy Q3o Loy — Qpyy Qyy — Qy, Q) — Q.

En résumé les 32 variables définies au paragraphe précédent doivent satis-
faire au systeme de Pfaff formé par les quatre équations @, = o auxquelles on
adjoint celles des équations 1T = o qui sont indépendantes.

Systéeme de Pfaff imposé par une applicabilité d’ordre quelconque. — On pour-
ait trouver le systeme de Pfaff imposé aux 32 variables par une application des
3¢, 4°, 5° ordres en continuant & employer la méthode que nous venons d’utiliser
pour l'application du premier et du second ordres, mais il n’y a lieu de faire le
calcul que pour les variétés pour lesquelles 'application du 2° ordre est possible.
11 suffit de s’occuper des surfaces réglées et des congruences car nous verrons
bientdt que 'applicabilité du 1= ordre de deux espaces projeclifs réglés est impos-
sible et que V'applicabilité du 2¢ ordre de deux complexes est impossible.

Dire qu'une applicabilité est impossible signifie d’ailleurs qu’elle ne peut
&tre réalisée que par deux variétés égales. 1l est en effel évident que deux variétés
égales sont applicables d'un ordre aussi élevé que Von veut; il en résulte d'ail-
leurs que le systeme de Pfaff imposé par une applicabililé n’est jamais impos-
sible car il admel au moins la solution banalc fournie par des variétés qui ne
difterent 'une de l'aulre que par un déplacement projectif.

Mais il est plus rapide d’appliquer la regle énoncée par M. Cartan dans sa
communication au Congrés de Strashbourg sur le probléme général de la défor-

mation. Considérons le systéme de Pfaff imposé par une applicabilité d’ordre A.

5
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Sil'on suppose que le premier repére est complétement choisi les équations
quadratiques extérieures entrainées par les équations de ce systéme peuvent se
mettre sous la forme

[6.dp,] + [6.dp>] —+ ... +[@.dp,] = o.
On obtient les nouvelles équations de Pfaff imposées par une applicabilité d’ordre

h + 1 en annulant les expressions 6.
Il revient évidemment au méme de mettre les équations quadratiques sous la
forme

wlﬁd -+ [(’)QHZJ -+ .. [“’nﬁn]

—

et d’annuler toutes les expressions 11 : cela résulte immédiatement de ce fait que
les expressions fondamentales w, sont des formes de Pfaff indépendantes qui

renferment les différentielles dp,,..., dp. car on en déduit que les expressions H
s’expriment linéairement au moyen des expressions 6, La régle qui consiste a

annuler les expressions 1T est celle que nous avons trouvée pour l’applicabilité de

deuxiéme ordre. Nous l'appliquerons pour les applicabilités d’ordre supérieur.

L’applicabilité du premier ordre est impossible pour deux espaces projeclifs. —
L’applicabilité du premier ordre de deux espaces projectifs impose le systéeme de
Pfaff & quatre variables indépendantes :

(1) Q =Q =9, =9, =o.
En formant les équations quadratiques extérieures entrainées par le sys-
teme (1), on constate que le systeme (1) n’est pas en involution.

Mais il est facile de voir que l'on peut profiter de l'arbitraire laissé aux
repéres en prolongeant le systéme (1) par les nouvelles équations :

(2) Q= Q) =Q, =Q3 =0 et Q= Qy, = Q3 = Q;

ces équations de Pfaff entrainent des équations quadratiques qui ne peuvent étre
satisfaites que si les expressions

Qzp, Q39, Q1 et Qe
sont nulles. En tenant compte de I’équation
Qy + Qo + @y + 2y =0

qui est unc conséquence de

[aaa, | = [A1AAA] = 1,



on ‘oit que toutes les expressions Q—,J sont nulles. Cela impose aux deux espaces
de ne différer que par un déplacement projectif.

L’application projective de deux espaces réglés est donc impossible. Ce
résultat surprend quand on sait que deux espaces ponctuels possédent loujours la
propriété d’étre applicables du premier ordre (on le démontre en remarquant
que les conditions d’applicabilité de l’espace engendré par A, sur lespace
engendré par ¢, sont:

et que ces trois équations de Pfaff forment un systéme en involution avec
st = 3).
L'applicabilité du deuxieme ordre est impossible pour deux complexes. — Consi-
dérons d’abord deux complexes spéciaux. La parlicularisation fondamentale des
reperes donne :

w, = O et Q, = o.

Les conditions d'applicabilité du premier ordre sont

Q) =Qy = Q) = ¢ =0,

&

la derniere condition est d’ailleurs remplie d’elle-méme. On trouve immédiate-

ment que les nouvelles conditions imposées par I'applicabilité du deuxiéme ordre
sont

Qg = Qoy = Q3, = Q3 = 0 Qi = Qg = Q33 = Q.

-~

Ces équations de Pfaff entrainent des équations quadratiques qui ne peuvent étre
satisfaites que si I'on a :

Q= Q3y = Qy = Qi = 0.

On doit donc pouvoir annuler toutes les expressions €,,, ce qui impose aux deux
complexes spéciaux d’étre égaux.

Considérons maintenant deux complexes non spéciaux. La particularisation
fondamentale donne

wy 4+ w, = O et Q, + 9, = 0.

Les conditions d’applicabilité du premier ordre sont

On trouve immédiatement que les nouvelles conditions imposées par I'applica-

bilité du deuxitme ordre sont les mémes que dans le cas précédent. Les nou-
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velles équations quadratiques qui sont entrainées ne peuvent étre satisfaites que
si I'on a :

Q= Qy = Q) = Qu = 0.

On doit donc pouvoir annuler toutes les expressions ¢,,, ce qui impose aux deux
complexes non spéciaux d’étre égaux.



CHAPITRE 1V

Propriétés projectives des surfaces réglées

non développables

Premiére parlicularisation spécialz du repére ussocié & une surface D. — Sup-
posons qu’une droite r engendre une surface réglée non développable D.
La particularisation fondamentale du repére consistera a s’imposer

Wy — W) = W, = Wy = 0.
Ces trois équations de Pfaff entraineni trois équations quadratiques qui con-
duisent a poser :
Wy, — wyy = 1y, Wi = Wy T W -y = (o, W43 — W1 = (Jywy.
Dans un déplacement 3, les coefficients g subissent des transformations
linéaires non homogeénes, qui permettent d'annuler ces trois coefficients. Par

suite, la premiére particularisation spéciale du repére est commune & toutes les

surfaces D ; elle consiste a s’imposer :

W3, — Wy == Wy == W) — W3 ~ W = Wy — Wy = O.

Ces trois équations entrainent trois équations quadratiques qui conduisent &
poser :

Wio = Wy, Wy = W9 = O, Wy = A Wy,

Dans un déplacement 3, les coefficients o subissent la transformation linéaire et

homogene qui laisse invariante V’équation :

(% P huyrg = o
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Clussification des surfaces réglées non développables D en 3 genres D,, Dy, D,
— La transformation subie par les coefficients x nous oblige & distinguer trois
genres de surfaces. En général la quantité

(@) + hayay
n’est pas nulle; nous dirons qu'il s’agit de surfaces D,. Pour certaines surfaces D,
on a
(9%) + hayay = O
mais 2, @, et 73 ne sont pas nuls en méme temps.

Enfin certaines surfaces trés particulieres D, sont telles que I'on a

11=‘12:1j=0,

Les surfaces D, sont égales entre elles; ce sont des quadrigues non dévelop-
pables. — Pour toute surface D, on a :

Wiy = W3 = Wy —— Oy T 0y —— Wy T W) — Wy —— Wy~ Ly T g — Wy = Wy =0
Wy — W o = Wy = O.

Ces neuf équations de Pfaff n’entrainent aucune équation quadratique; elles

suffisent pour caractériser projectivement les surfaces D;; celles-ci sont donc

égales entre elles ; de plus toute surface D, admet un groupe projectif de dépla-
cements.

On peut achever la détermination du repére en adoptant
Wy == Wy = g == Wy — Wiy = W3 — Wy == 0 ;

on a alors

""1 = 0,
ce qui permet de choisir p, de fagon a avoir

wy = dp,.
En tenant compte de I'équation

Wy —+ W2 = W33 4 Oy — @,

on obtient pour équations de Frenet :

da, = aydp:, da. = adp:, da;, = o, da,=o;

.

on obtient en intégrant
a, = ¢, a, =c,, Gy = €y ~+ PsC, a, = €+ P,y
Un point quelconque m situé sur la surface a pour symbole :

m = @ + qa, = (¢1 + PiC;) + q.C2~+ P,C,)
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Si nous déplacons le repére cic.c;e, de fagon qu’il devienne simple, les coor-
données homogeénes cartésiennes de m seront :

t= 1, z=4q, Y= Dun T = Puq-
On aura donc réduit I’équation d'une surface D, a

y:—lx = o.

Les surfaces D, sont donc des quadriques non développables.
On pourrait d’ailleurs le déduire de cette remarque que la droite mobile r
est assujettie & appartenir & un réseau fixe de complexes linéaires :

v =l oy o(ry 1y

Deuxiéme particularisation spéciale du repére associé & une surface D,. — Dans
le cas d’une surface D, la transformation subie par les trois cocfficients o permet
de supposer que l'ona :

a4 ==a 1 = 03= 0.
Les équations nouvelles de Pfaft :
Wyy = Wy —(,0‘
entrainent trois équations quadratiques qui conduisent & poser
Wiy = hlwi, Wy — 0y = haoy, vy = hyoy.

Dans un déplacement ¢ on a :

thy =—h, (e — ey,

o

hz = 26“, ehg = h3 €y — eu).
chacunc des équations

hy =o et h,=o0

on a donc une signification invariante. De plus le produit hih, est invariant.
On peut d’ailleurs toujours supposer que h, est nul. Nous pouvons donc
imaginer une deuxiéme particularisation spéciale du repére, commune a toutes

les surfaces D,; cette particularisation consistera & s’imposer quatre équations
de Pfaft :

Wg) == Wy —— W= Wy = Wy = W3g3— 014 = O.
L’équation
Wy — Wy = O,
entraine
[‘*’1‘”31] = 0.

Posons donc



gy = &y,
Nous aurons
k=0 5
X est donc un invariant fondamental.
Nous aurons de plus

Wy = O
et par suite

‘W = 0,
Nous pouvons donc poser

w = dp

Cette équation définit, & une constante additive prés, un paramétre intrinséque p
de position de la droite » sur la surface D,.

Deuxiéme particularisation spéciale du repére associé & une surface D,. — Dans
le cas d’une surface D, on peut supposer que l'on a:

ay = oy = o3 — I = O.
Les équations nouvelles de Pfaff :
W3 = Wy — W42 = Wy — W = 0

entrainent deux équations quadratiques qui conduisent & poser :

wi2 = Mo, et 2wy — gy — wiy = Mowy.
Nous aurons

Shy = (e, — e,) et Shy = hy(es; — ey,) — 2hiey, — fey,.

L’équation 2, = o a donc une signification invariante, mais on peut toujours
supposer que h, est nul. Nous obtiendrons donc une deuxieme particularisation

spéciale du repére, commune a toutes les surfaces D, en nous imposant quatre
équations nouvelles de Pfaff :
Wy = Wy — Wy = wy — wy = 2wy = gy — wy, = 0.

Classification des surfaces réglées Do en 3 familles D'y, D'y et D",. — La trans-
formation subie par les coefficients hy et h; nous oblige a distinguer trois familles
de surfaces réglées D,. En général A et h, ne sont pas nuls; nous dirons qu'il
s’agit de surfaces D/;. Pour certaines surfaces D/, I'un des coefficients h, ou h,

est nul; nous supposerons par exemple que h, est nul ; si on avait

hi:O,



on s¢ ramenerait au cas

en changeant
40,0, en a,a,a.a,.
Enfin certaines surfaces trés particulieres D”; sont telles que 1'on a :

h|=h = O.

3

Classification des surfaces réglées D, en 2 familles D', et D",. — La transfor-
malion subie par le coefficient h; nous oblige a distinguer deux familles de
surfaces réglées D,. En général h: n’est pas nul; nous dirons qu'il s’agit de
surfaces D';. Au contraire pour certaines surfaces D', le coefficient h, est nul.

Equations de Frenet d’une surface réglée non développable, dans le cas général.

— En général, une surface D appartient a la famille D';. On peutachever la déter-
mination du repére en s’imposant

l7| = 1.

Le coefficient h; devient alors un invariant que nous désignerons par },. On est
ainsi conduit aux équations de Frenet :

da, = dp (—2,a,~+ a, + a;) ; da, = dp Oua, 4+ @+ a,);
day = dp (Oay— 2105+ a,) 3 da, = dp (Aaz — a. + ha,+ ha,).
Les trois invariants fondamentaux 3, % et }, sont des fonctions arbitraires du
paramelre intrinséque p.
Equations de Frenet d’une surface D',. — On trouve aisément les équations de
Frenet d'une surface D,. Ce sont les équations de Frenet d'une surface D', dans

lesquelles on annule l'invariant %,. On voit immédiatement sur ces équations
que toute surface D', admet la droite fixe ', pour directrice.

Equations de Frenet d’une surface D”,. — Apres la deuxiéme particularisation
spéciale du repére on a dans le cas d’'une surface D', :

wyy = 0O, w2 = O, wy = Aoy,
Ces trois équations de Pfaft n’entrainent que :

l'd.l (uiJ = 0
Drailleurs si l'on pose

wy = dp,
celte équation quadratique montre que % ne dépend que de p bien que le repére
ne soit pas encore complétement fixé. On ne peut pas achever d'une manitre

6
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projective la détermination du repére. Un calcul assez long montre que l'on peut
profiter de l'arbitraire laissé au repére en annulant l'expression

Woy — Wy,
On a alors pour équations de Frenet :
da, = a,dp, day = a,dp, das = Jaudp, da, = (.— 1) a.dp.

On voit immédiatement sur ces équations que toute surface D"y admet les deux
droites fixes r, et r', pour directrices.

Dans les équations de Frenet d'une surface D", n’intervient qu'un seul inva-
riant fondamental. D’ailleurs les surfaces D", ne dépendent manifestement que
d’une fonction arbitraire d'un argument.

Détermination projective du repére associé & une surface D';. — Imposons la
deuxiéme particularisation spéciale au repére associé & une surface D,. Nous
pourrons achever la détermination projective du repére en imposant d’abord
I'équation de Pfaff

puis enfin 1'équation

Nous poserons alors :

w1 = Moy et wg = Ay,
Si nous choisissons le paramétre de position de maniére & avoir
Wyg = dp,
nous obtiendrons les équations de Frenet sous la forme :

day = (@ +a2)dp ;s da, = (hay+-a,) dp 5 das = Qe -+a)dp
=da. = (a, + a2+ ha,)dp.

Equations de Frenet d’une surface D} proprement dile. — Imposons la deuxiéme
particularisation spéciale au repére d’une surface D:. Nous aurons
Wy = 0.
Nous serons conduits a poser
Wy = f Wy,

L’équation
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a d’ailleurs une signification invariante. Si f-n’est pas nul nous dirons qu'il
s’agit d'une surface D, proprement dite. On peut alors supposer que

JS=1
On est ainsi conduit & poser
Wyg — Wy = 20wy,

g étant un invariant. Le repére n’est pas complétement déterminé puisque e.
n’est pas nul. Comme on a

w, = 0,
on peut poser
W = dp;
comme
|dgws] = o,

g ne dépend que de p. On ne peut achever la détermination du repére d’'une
maniere projective, mais on peut profiler de l'arbitraire laissé au repere en
annulant v,,.

Nous obtenons alors pour équations de Frenet :

da,=(ga,+a,)dp; dax=(a,— 3ga+a,)dp; du, = (a,43ga;)dp, daw = (a,+a,—ga,)dp.

Equations de Frenet des « surfaces de Cayley ». — Dans la détermination du
repére d'une surface D] nous avons écarté le cas pour lequel f serait nul. Il est
facile de voir qu’il s’agit de « surfaces de Cayley » égales entre elles.

Un choix convenable du repére donne pour équations de Frenet .

da, = a,dp, da, = a dp, da, = o, da, = adp.
En intégrant on trouve immédiatement :
: : LI PP
a; = Cy; a,=C —+C3p; a,=c¢,+cp +7c3p 3 a.2=c.z—+—ckp+ci—2 +c3~6—-

En appliquant le repére ¢,c,c;c, sur un 1epére simple on obtient pour équa-
tion de la surface en coordonnées cartésicnnes homogénes :

Remarquons que le point @, décrit la directrice [¢,c5], que le point a; reste
fixe, que le point a. décrit une conique et que le point «, décrit une cubique
gauche.
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Les surfaces trés spéciales D', et D, dans Uespace ordinaire. — Considérons
une surface D dans l'espace ordinaire. Nous pouvons par une transformation
homographique amener les deux directrices rectilignes en coincidence avec I'axe
Oy et avec la droite de l'infini du plan yO:. Les équations cartésiennes de la droite
génératrice sout alors

* = az, y =y (a).

Les surfaces D] sont des conoides a plan directeur.

Considérons maintenant une surface D’,. Elle appartienta une congruence
linéaire spéciale. Par une transformation homographique on peut se ramener au
cas pour lequel cette congruence est définie par les deux équations

b=o et =q.
Les équations cartésiennes de la droite génératrice sont alors

x =az+ ¢ (a), y=a.

Propriétés projeclives communes & toules les surfaces D. Complexes linéaires
osculateurs. — Un grand nombre de propriétés d'une surface réglée D résultent
de I’étude du contact de D avec un complexe linéaire y. On dit qu'une variété V
admet un contact d’ordre h avec un complexe linéaire y lorsqu'une droite r de V
appartient a y et que les droites

r—Ar
qui sont infiniment voisines de r et situées sur V appartiennent & v aux infini-
ment petits d’ordre h + 1 prés; on a donc
ylr = yldr = ... = 4[d"'r = 4]d'r = o.
Considérons une surface D engendrée parla droite mobile r. Imposons au
repére la particularisation spéciale. Posons :
1= pr oyl + pola —+ s +phr’y
les complexes linéaires | contiennent r. Les complexes linéaires tangents y
seront des complexes qui satisferont a
tldr = o;
mais
dr = (w“ —f—wgz)l‘ —+ wylr, —"f"g) H

on aura donc
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D’ou

Y = ol ouly + oy py Py 1Y),

Nous obtenons ainsi ®® complexes linéaires tangents ; ce sont les complexes
linéaires qui contiennent la droite r et sont en involution avec un complexe
linéaire non spécial

J
rg.

Iy

Parmi les complexes 7' il en existe =® qui sont spéciaux ; ces complexes
¥, satisfont a
pip't + pa? = 0
on les obtient en adoptant
pr=1,p =K, ¢ =—K%
On peut donc poser :
V't = or + [(a +Kas)(as + Kai).

Donnons & X une valeur fixe. Les directrices des ') correspondants passent par le
point

(a1 -+ Kag)
et sont situées dans le plan I défini par les trois points

a a et as + Ka,.
Mais le plan 11 est tangent a la surface au point

(a1+Ka2)‘
Les directrices des complexes spéciaux tangents sont donc tangentes & la

surface.
Les complexes linéaires osculateurs ¢ sont des complexes ¢ tels que I'on ait

{ld'r = o
c’est-a-dire
20(w1)? = 0.
On a donc
p=o0

et par suite
Y =pry 4 Py pe (P2 4 Iy).

Nous obtenons donc un réseau de complexes linéaires osculateurs. Les com-
plexes 7, qui sont les complexes spéciaux du réseau sont fournis par

1"y = (1 + Kay)(as + Ka,)].
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Les droites s communes a tous les complexes ¢' doivent satisfaire a

‘{”/S = o,
on peut donc poser

§ = or 4+ a'r' 4 o(r, — r's).

On aura

*(“1/.5‘ = O.
Cela prouve ce qui est d’ailleurs un résultat classique que les droites communes
du réseau rencontrent toutes les directrices des complexes spéciaux du réseau.

Les directrices des complexes v', rencontrent les deux droites r et ' et
clles tracent sur ces droites des divisions homographiques. Elles coincident donc
avec les génératrices d’un systéme d’une quadrique non développable . 11 est
facile de voir que les complexes osculateurs spéciaux ont pour directrices les
deuxiemes directions asymptotiques (la droite r fournit une direction asymp-
totique). 1l suffit de le démontrer pour le complexe [a,as]
qui correspond a

K=o
car le point @, occupe une position arbitraire sur

[a).
Orona:

[dPa, a, ay as]= ©;(w;y + w3).
D’ailleurs le plan tangent en a, est
[aiazaa].
Le point d%a, sera donc silué dans le plan tangent si l'on a
Wy + Wy = 0
c'est-a-dire si
2um12 = 0

le point @, devra donc étre choisi de facon qu’il. se déplace dans la direclion
asymptotique.

La surface D et la quadrique Q sc raccordent tout le long de r, puisque la

deuxiéme direction asymptotique est située dans les plans tangents & D ct & ¢

Il est en outre facile de démontrer que la quadrique 2 est osculatrice & D. On



a en effet :

n/(r +dr + Ig—d’r) =o.

Par suite au 3° ordre pres, les droites
r -+ Ar

rencontrent les directrices des complexes y"; et par suite sont situées sur la qua-
drique ». Les deuxieémes directions asymptotiques sont donc situées sur une

quadrique » non développable et les deux surfaces réglées D et ¢ admettent

k3

un contact du 2° ordre.

Caractéres géomAlriques distinctifs des surfaces D des différentes catégories
D,D,D,. Poinls principaux. — Les complexes linéaires surosculateurs "' sont des
complexes y' qui satisfont a la condition

Y'"dir = o
c’est-a-dire a I'équation
20,3y, — g2y — p'yag) = O.
Les complexes 7', qui sont les complexes yv* spéciaux s’obtiennent donc en
adoptant

si K est racine de 1'équation du deuxieme degré :
a,K2 4+ 2,K — «, = o.
Il y a donc lieu de distinguer trois cas. Si
o4y %9 et a3

sont nuls le coefficient K est arbitraire et il existe une infinité de complexes ¢ ;
si le discriminant

ag? 4 f1q04
n’est pas nul on aura deux complexes 1" distincts ; enfin si le discriminant est
nul on aura deux corﬁplexes v"1 confondus. Nous sommes ainsi amenés 3
distinguer les trois catégories de surfaces D d’aprés le nombre des complexes 1,
distincts.

Dans le cas d'une quadrique D, les complexes v, sonl les mémes que les
complexes v";; leurs directrices sont les deuxiemes direclions asymptoliques ;
ces directrices sont donc situées sur la surface D, sur laquelle elles constituent les
génératrices d’'un systeme.
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Dansle cas d'une surface D, ou D, on a :
I I
1 (r+dr+ 5 dir + 6 d’r) = o.

On a donc au quatriéme ordre pres
1"|r+Ar = o.
La directrice d'un complexe spécial surosculateur rencontre donc au quatrieme
ordre prés les droites infiniment voisines de r. Par suite en général les géné-
ratrices infiniment voisines d’une génératrice r s’appuient au quatriéme ordre
pres, sur deux droites singuliéres qui rencontrent r; si les deux droites singu-
lidres se confondent on a une surface D;; enfin s'il y a plus de deux droites
singuliéres on a une quadrique D.. Nous appellerons pour abréger « point prin-

cipal » le point de rencontre de la génératrice r avec une directrice de com-
plexe linéaire surosculateur et « direction principale » la deuxigme direction

asymptotique en un point principal.

Supposons d'abord qu’il s’agisse d'une surface D;. Donnons au repere la
deuxieme particularisation spéciale. Les complexes surosculateurs v satisfont
alors a la condition

P2 = 0.
On a donc :
Ym = oy + P"r'l'
On obtient donc un faisceau de complexes y"'. Les droites communes du faisceau
forment la congruence linéaire non spéciale dont les directrices sont
r, et ry,

on peut dire que cette congruence est « surosculatrice ».

Les deux complexes "' ont pour directrices

[a,0s) et [axa).

Par suite, les particularisations du repére sont telles que les points q, et a,
coincident avec les deux points principaux et que les droites

laua,] et [aaa4)
soient les directions asymptotiques en
a et a,.

On peut méme ajouter que la droite

[aa,]
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est située sur la quadrique surosculatrice ¢ et qu’elle est une génératrice du
systéme qui contient la droite

[a,a2].

Supposons maintenant qu’il s’agisse d'une surface D,. Donnons au repere la

deuxiéme particularisation spéciale. Les complexes surosculateurs satisfont alors & :
oy = o.
On a donc
‘{"’ = p,r1 + Pz(f‘z -+ ",2).

Nous obtenons encore un faisceau de complexes y”, mais ce faisceau cst
singulier ; les droites communes forment en effet la congruence linéaire spéciale
qui admet pour directrice la droite r; et dont les droites sont situées dans le
complexe

(ra=4r's)

contenant la droite r;. La congruence des droites communes peut étre appelée
« congruence surosculatrice ». Le complexe v”; a pour directrice

ry = [a.a,).

Par suite le point @, coincide avec 12 point principal double.

Les surfaces qui admetlent un groupe projectif de déplacements. — Les surfaces

dont les invariants fondamentaux sont des constantss admettent un déplacement
a un paramelre :

p=p+ce

Les autres surfaces qui admettent un groupe projectif sont celles pour les-
quelles on ne peut achever projectivement la détermination du repére. Si les
équations de Pfaff imposées par les particularisations projeclives possibles ne
renferment pas d’invariants fondamentaux toutes les surfaces considérées sont
égales entre elles. Les seules surfaces riglées non développables qui ont une telle
propriété sont les quadriques et les surfaces de Cayley.

Enfin si les équations de Pfaff imposées renferment des invariants fonda-
mentaux, toutes les surfaces qui ont mémes invariants fondamentaux pour les
génératrices de méme paramdtire p, sont égales entre elles. Les seules surfaces
réglées non développables qui ont une telle propriété sont les surfaces D, et

D', qui sont caractérisées par ce fait que les génératrices appartiennent a une
congruence linéaire.
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Caracieres distinetifs des surfaces D, des différentes familles D'y, D', D",. Com--
plexes linéaires hypertangents. — Nous avons vu qu'une surface D, admettait pour
complexes surosculateurs :

Y = el g,
Les complexes v qui admettront un contact du quatriéme ordre seront des

complexes y quisatisferont & la condition

Y'|d'r =o
ou encore a la condition
dy'""|dPr = o.
On aura donc
P1Wyy — r’leI =0

pour un complexe « hypertangent » v . Par suite
r’qh] — P’1h3 = 0.

Les complexes hypertangents spéciaux doivent satisfaire a la condition

i
o,p, = 0.

Ils n existent donc que si h; ou A, est nul ou si A, et h; sont nuls tous deux ; dans
ce dernier cas tous les complexes surosculateurs sont en méme temps hyper-
tangents.

Nous sommes amenés a distinguer les trois familles de surfaces D, d’aprés le
nombre de complexes spéciaux hypertangents: les surfaces D'y, n’en admettent
pas, les surfaces D’; en admettent un cl les surfaces D | en admettent deux.

Drailleurs il est facile de voir que les complexes spéciaux hypertangents ont
leur directrice situées sur la surface ; par suile le contact de ces complexes est
aussi élevé que 'on veut.

Supposons en effet que hy soit nul; on aura alors :

dry = (04 ~+ o)

la droite r, sera donc fixe et elle sera située sur la surface puisqu’elle passe par a,.
De méme si A, est nul, la droite r’; est située sur la surface.

Donc les surfaces D', n'ont aucune directrice rectiligne ; les surfaces D”; ont
une directrice rectiligne et les surfaces D , ont deux directrices rectilignes.

Le point de rencontre d'une directrice rectiligne avec une génératrice est
évidernment un point principal.

Dans le cas d'une surface D , tous les complexes y sont hypertangents. Mais
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il est facile de voir qu’ils ont un contact d’ordre aussi élevé que l'on veut; ils
contiennent en effet la surface D’; puisque les génératrices de D", rencontrent les
droites fixes

ry et r.

Dans le cas d'une surface D", pour laquelle %, est nul les complexes vy’ doi-

vent satisfaire a

pr =103
le seul complexe hypertangent est donc le complexe spécial 1, ; mais le contact
de ce complexe est aussi élevé que I'on veut puisque la droite fixe r'y est située
sur D",.

Les surfaces D', sont donc les seules surfaces D, qui admettent un complexe
linéaire hypertangent ne contenant pas les génératrices de la gurface ; ce complexe
n’est d'ailleurs jamais spécial.

Le complexe hypertangent appartient d’ailleurs au faisceau de complexes
qui admet pour direclrices les deux directions principales.

Caractéres distinelifs des surfaces D, des différentes familles D', et D",. Complexe
spécial kypertangent d’une surfuce D', — Nous avons vu qu'une surface D; admet-
tait pour complexes surosculaleurs les complexes du faisceau

v o=+ o + ).

Les complexes v' qui admettenl un contact du quatriéme ordre sont des com-
plexes y" qui satisfont & la condition

Y”'Id‘l‘ = 0.
On aura donc
Py = O
ou
\olhl =0

pour tout complexe y"".

Nous sommes amenés & distinguer les deux familles de surfaces D,. Pour les
surfaces particuliéres D";, A, est nul et par suite tous les complexes suroscula-
teurs sont hypertangents. Mais il est facile de voir que ces complexes suroscula-
teurs ont un contact d'ordre aussi élevé que l'on veut car ils conliennent la
surface D";. La congruence linéaire surosculalricc commune a fous les com-
plexes v est en effet fixe caron a:

dri = (011 4+ wp)r et d ry+ 1y = (0n 4+ ou)(r + ') 4 2k
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La directrice fixe ry est d’ailleurs située sur la surface puisque r, contient q,.
Drailleurs la génératrice r est située dans les y". Les génératrices d'une surface D,
appartiennent donc & une méme congruence linéaire spéciale.

Dans le cas général des surfaces D'y, hy n'est pas nul et par suite p, est nul
pour un complexe Y. Le seul complexe hypertangent est donc le complexe
spécial qui admet la droite ry pour directrice.

Le contact du complexe r; avec D'y n’est jamais d'ailleurs d'ordre supé-
rieur a 4 car

ri‘df’l‘ = llhlzwls et h1
n’est pas nul.

Surfaces D', doni les générairices apparliennent & un complexe linéaire. —
Nous avons vu qu'une surface D', admettait un complexe hypertangent :

"

1" = piry 4y
On peut adopter :
oy = hy et ¢1 = hi.
Achevons la détermination projective du repére. Nous aurons alors
"= hr+r et %(g_/ = <_zll_% — 2)011>r1+2)\0r’,.
On a
"|d'r = o;

1y

si le complexe v a un contact d’ordre supérieur & 4 on devra avoir
,YIU/‘ /Pr = 0

ou, ce qui revient au méme

dy"|'r = o.
Le complexe dy” doit étre conjugué avec le complexe d'r. Mais " est le seul
complexe conjugué avec d'r; il en résulte que les deux complexes

dy' ol "

doivent coincider géométriquement; cela exige la fixité du complexe y”. D’ail-
leurs la droite r est située dansy”. Donc si le contact de y"" atteint 'ordre 5 il
atteint en méme temps un ordre aussi élevé que l'on veut puisqu’alors " con-
tient la surface D',.

Lorsque le complexe v est fixe on a des surfaces D', particuliéres dont

les génératrices appartiennent @ un complexe linéaire non spécial. Pour qu il en



—_ 53 —

soit ainsi il faut que les formes
p

et dy"
soient proportionnelles ce qui impose la relation :
d"j = [])\O)qdp.

Un cxemple simple de surface dont les génératrices appartiennent & un

complexe linéaire non spécial est fourni pour le cas particulier :
d = 0, ) = 1,160 = 7;
il est facile d’intégrer les équations de Frenet correspondantes.

Courbes principales. — Nous appellerons courbe principale, une courbe dont
tous les points sont principaux. Si une surface admet une directrice rectiligne,
cette ‘directrice est une courbe principale. En général une surface admet deux
courbes principales. Sur une surface D, les deux courbes principales sont con-
fondues. Un calcul simple montre qu'une courbe principale ne peut coincider
avec une ligne asymptotique que si elle est rectiligne. Dans le cas d'une surface
D’y la courbe principale décrite par «, est une droite. La courbe principale
décrite par «; est plane lorsque * et &, satisfont a I'équation :

diy = (%*+1 — Mdp.
Dans le cas d'une surface D', la courbe principale double est plane si l'on a

)\:‘7\1.

Propriété caractéristique des points principaux. — Le calcul montre qu'une
courbe passant par un point principal et admettant en ce point la direction prin-
cipale pour tangente d'inflexion a quatre points confondus communs avec le plan
tangent au point principal.

Cette propriété permet de trouver assez rapidement les points principaux
d'une surface dont on connait les équations finies par rapport a un repére fixe
C1CaC5C,
on commence par appliquer le repére fixe sur un repére simple et I'on est ramené

ainsi a un probléeme de ’espace ordinaire. Soient

a, b, p, q
les 4 paramadtres habituels qui servent a fixer la position d'une droite dansl’espace
ordinaire.

Désignons par o
a, a,a, ...



les dérivées successives de «, b... par rapport au parameétre de position sur la
surface considérée. Posons pour abréger

u=daq —bp et v = dq¢"+d'q — bp' — b'p.

Dans ces conditions les cotes des deux points principaux sont données cn fonc
tion du paramétre de position sur la surface par I'équation du second degré en < :
3uf(dz+p)b'z+¢q) — (b2 + ¢')a"z+p"))
—auf(@z+pY)bz+q)— 2+ qgNaz+p)] = o.
Le calcul conduit au procédé géométrique suivant de détermination des
points principaux. On considéere l'intersection (C' de la quadrique surosculatrice
¢ avec le plan de cdte nulle. Quand on fait varier la génératiice r on obtient
une famille & un paramétre de coniques (G). Deux coniques infiniment voisines
ont deux points communs confondus avec le point d’intersection du plan de cote
nulle avec la génératrice r. Les deux autres points communs sont les pieds des

droites principales. 1l est facile de tracer ces droites principales puisqu’elles sont
des génératrices de 9.



CHAPITRE V

Déformation des Surfaces Réglées non développables

Deux surfaces réglées non développables sont toujours applicables du premier
ordre. — Donnons-nous deux surfaces réglées non développables. Nous réalise-
rons une application du premier ordre si nous pouvons choisir les deux repéres
de maniére a avoir .

O = Q= 0y = &y = 0.
Imposons au premier repére la particularisation fondamentale. Nous aurons

Wy, == W3 == Wy, = W3 = 0.

Le deuxiéme repere doit donc subir la méme particularisation. Pour satisfaire a
toutes les conditions imposées par l'application du premier ordre, il suffit alors
de choisir les repeéres et la correspondance de droites de maniére que I'on ait :

Q= wy.

Cette équalion entraine I'équation quadratique
[01Q3 — Q] = o.

Cette équation quadratique n’est pas une conséquence des restrictions imposées
aux deux repeéres. L'équation

Q3 = wyy
admel donc une solution qui dépend d'une fonction arbitraire d’'un argument
(elle entraine en effel un systtme involutif avec

Mais la correspondance de droites la plus gén(rale ne dépend que d’une fonction

arbitraire d'un argument. Il en résulte que 'applicabilité du premier ordre est
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toujours possible et qu'on peut la réaliser avec une correspondance arbitraire
entre les droites.

Deux surfaces réglées non développables sont toujours applicables du deuxwieme
ordre. — Donnons la particularisation fondamentale aux repéres associés a deux
surfaces non développables. Les équations de Pfaff imposées par 'application du
premier ordre entrainent :

(0@ — 2] = [0 — 0] = (0,95, — 2,] = [0,0; — 0] = 0.

L’application du deuxi¢me ordre exige donc quatre nouvelles équations de Pfaff :

Qyy — Qy = 2y — Qp = Qu — Qp = Q3 — Qy = 0.

By

Puisque nous pouvons choisir & notre guise le premier repére, imposons-lui
la premiere particularisation spéciale.

Nous aurons alors :
Wy, — Wiy = W3 — Wy T Wy — Wy — W3 + Wy = O
et ces équations entraineront :
[mlwoz] = [w‘(wel — &)52)] = [w1w“] = 0.

Pour réaliser une application du deuxiéme ordre, nous devons imposer au
deuxiéme repére la premiére particularisation spéciale. Il suffira ensuite de
satisfaire au systéme de Pfaff :

Q;=o0 Wy — W = O.

Ce systéme qui fournit la correspondance de droiles n’entraine qu’une équa-
tion quadratique :
[031931] =0,
cette équation quadratique n'est d’ailleurs pas unc conséquence des restriclions
imposées aux repeéres. Le systéme de Pfaff formé par les deux équations

Q3=o0 et Q3 — Q=0

est donc en invo'ution et sa solution générale dépend d’'une fonction arbitrairce
d'un argument. On en déduit que deux surfaces D sont toujours applicables du

deuxiéme ordre avec une correspondance arbitraire.

Généralités sur Tapplicabilité du troisiéme o-dre pour deux surfuces D. — On
voit immédiatement que I"applicabilité du troisieme ordre pcur deux surfaces D
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-exige quatre équations nouvelles de Pfaff :

Qg = Qp = Q;; = Q;, = 0.

Donnons au premier repere la premiére particularisation spéciale; cette méme
particularisation est imposée au deuxiéme repere. Puisque ’on doit avoir
Q) = Wy, Oy — Ly, = Wy — gy et Qy = wy,

deux surfaces D applicables du troisitme ordre doivent appartenir au méme
genre Dy, D, ou D,. Rappelons que deux surfaces de genre D, sont égales et par
suite peuvent étre considérées comme étant applicables d’'un ordre quelconque.

Le systeme de Pfaff qui fournit les surfaces applicables du troisieme ordre
sur une surface donnée entraine Jes équations quadratiques suivantes :

[on0y] = [0,8y] = [w,0,] = o,
si 'on-pose
B = o,Qy — %2, 0y = 0@y — Qy ~+ %,Qp, - 0, = 0,0y, — Q) + a;;'?z‘.

Excluons le cas pour lequel les trois coefficients « seraient nuls; la surface

donnde serait alors une quadrique D,. Nous avons l'identité :

a0, — 2,03 —+ 2,0, = 0.
Par suite que la quantité
(2,2 + Neyoq
soit nulle ou non, on a toujours deux expressions 0 indépendantes; le systéme
quadratique :
[00,] = [0,8,] = [wb] =0
est donc involutif avec
8 = 2.
La solution générale du systétme de Pfaftf qui fournit les surfaces applicables du
troisieme ordre sur une surface D, ou D, dépend donc de deux fonctions arbi-
traires d'un argument. Puisque les surfaces réglées les plus générales dépendent
de trois fonclions arbitraires d’'un argument, deux surfaces réglées ne sont pas en
général applicables du troisieme ordre.

Applicabilité du 3° ordre sur une surface D,. — Les surfaces D, dépendent de
3 fonctions arbitraires d'un argument. Deux surfaces D, ne sont donc pas en
général applicables du 3¢ ordre.

Donnons-nous une surface D, et cherchons les surfaces applicables du
3e ordre. Imposons au 1 repére la 2¢ particularisation spéciale. Le systéme de

8
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Pfaff exigé par 'applicabilité montre que le 2° repére devra subir aussi la 2 par-
ticularisation. Il ne reste alors qu’a satisfaire aux 2 équations

Q3 = o3 et Qy = wy s

cela exige que la valeur numérique de 'invariant fondamental / relatif a la droite
r soit égale a la valeur numérique de l'invariant fondamental 2 relatif a la
droite R qui correspond & la droile r. Si nous posons

w3 = dp et Q3 = dP
et si nous remarquons que 8wy et 92;; sont nuls, nous obtiendrons :
dP = dp.

La correspondance de droites qui réalise I'applicabilité d’un ordre égal ou supé-
rieur & 3, associe donc des droites dont les paramétres intrinséques ne différent
que par une constante. On peut d’ailleurs annuler cetle constante par un choix
convenable des parametres intrinséques, puisque ceux-ci ne sont définis qu’a unc
constante additive pres.

Il est facile de déduire de ce qui précéde qu'une surface D, est toujours défor-
mable du 3° ordre. Supposons par exemple que la surface donnée soit une surface
D'y, ce qui est le cas général. Imposons au repére associé a cette surface toutes les.
particularisations projectives ; soient Mp), »,(p) et 2(p) les trois invariants
fondamentaux. Considérons le systéme d’équations différentielles :

da, = [—F(p)a: = a; +as]dp ; da, =|®(p)as + F p a. + a;] dp ;
das = Dx(p)ai — F(P)as -+ G@Jdlﬂ da, = [Np)ag — Uy + d)(p‘a3 +F p)a,, dp.

A chaque détermination des deux fonctions I p) et ®(p), ces équations différen-
tielles font correspondre une surface dont les tiois invariants fondamentaux sont
Ap), F(p) et (?)p. Donnons-nous alors une suite continue de déterminations des
fonctions F(p) et ® p): & partir de la détetmination 2,(p et ?,/p); nous obtien-
drons ainsi une suite continue de surfaces; la premiére surface de la suite sera
la surface donnée tandis que les autres surfaces de la suite satisferont aux condi-
tions d’applicabilité sur la surface donnée. Celle-ci est donc déformable.
Donnons-nous deux surfaces D, et cherchons 3 reconnaitre si elles sont

applicables du troisitme ordre. Donnons aux repéres la deuxiéme particularisa-
tion spéciale. Nous aurons

Wy == AW, et Q3 = Awy,.

Un premier cas particulier serait celui pour lequel  serait identiquement nul ; il
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faudrait alors que A soit nul ; U'identité
A=o0

a d’ailleurs une signification géométrique simple : quand elle est satisfaite la
droite r' reste fixe et par suite les différentes quadriques surosculatrices con-
tiennent une droite fixe. Un autre cas particulier serait celui pour lequel X
aurait une valeur constante; il faudrait alors que A ait la méme valeur cons-
tante. Dans le cas général » aura une valeur variable; il faudra alors que A ait
aussi une valeur variable. D’ailleurs on a

[dh wi3] = o et [dAQs) =o0;

si nous posons par suite

d)\ = )\’w13 et dA = AIQH,
1a condition que 'on ait
A=
pour chacun des couples de droites correspondantes impose que l'on ait aussi
Al = ut,
D’ailleurs l'invariant % et linvariant dérivé »' ne dépendent plusque d’'un para-
metre (intrinséque ou non); ils sont donc unis par une relation de la forme
M= (7\),
Pour que la 2° surface donnée soit applicable il faudra que 'on ait
M=vw (A).
Cette condition nécessaire est d’ailleurs suffisante. Supposons en effet qu’elle soit
remplie et imposons la correspondance définie par
M(p) = A (P1);
nous aurons

dy = dA
et par suite, puisque
M (p,) = Al (Py);
la condition
Q; = w3
sera réalisée.
Remarquons enfin que s'il s’agit de deux surfaces D", 'égalité des uniques

invariants fondamentaux * et .\ entraine 1’égalité des deux surfaces, comme on
le vérifie aisément.



—_— G0 —

Généralités sur Uapplicabilité du A° ordre pour deux surfaces D,. — Considé-
rons deux surfaces D, et supposons que le 1* repére a subi la 2° parlicularisation
spéciale. L’applicabilité du 3¢ ordre exige, comme nous ’avons vu, qualre équa-
tions nouvelles de Pfaff :

&7;:(_2;;:;2;:1242’:0.
Ces équations dec Pfalf entrainent deux équations quadratiques :
[w0,] = o0 et |0,9z] = o.

L’applicabilité du 4° ordre cxigera donc deux équations nouvelles de Pfaff :

Q,= 0 et Q) = O.

On en déduit immédiatement que deux surfaces D, qui n’appartiennent pas-
a la méme famille D', D", ou D", ne sont jamais applicables du 4° ordre.

Drailleurs deux surfaces D', applicables du 4° ordre sont a forlioriapplicables
du 3° ordre et par suite, en vertu d'une remarque faite précédemment, sont
égales. Aussi ne nous occuperons-nous que de l'applicabilité du 4° ordre de deux
surfaces D', ou de deux surfaces D",

Applicabilité du quairiéme ordre pour deux surfaces D'y. — Donnons-nous une
surface D', et imposons & son repére toutes les particularisations projectives. Le
repére associé & une autre surface D’y applicable du quatrieme ordre sur la sur-
face donnée devra subir aussi toutes les particularisations projectives. Il suffira
alors, pour satisfaire a toutes les conditions exigées par 'applicabilité, de réaliser
les trois équations de Pfaff :

9y =0 = 05—y = o.
1l est donc nécessaire que les invariants %et %, aient les mémes valeurs numé-
riques que les invariants A et A, pour chacun des couples de droites correspon-
dantes (c’est-d-dire pour des valeurs égales des parameétres intrinséques p et P
convenablement choisis).

Il est facile de déduire de ce qui précéde qu’'une surface D', est toujours
déformable du quatrieme ordre.

Applicabilité du 4° ordre pour deux surfaces D',. — Donnons-nous une
surface D’; et imposons a son repére toules les particularisations projectives.
Nous aurons donc

Wiy = 0y et wy; = O.

Le repére associé a une surface D', applicable du 4* ordre sur la surface
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donnée devra subir aussi toutes les particularisations projectives. On aura alors
Q1 = ©Q et 2, = o.

Pour réaliser une application du 4° ordre, il suffit donc de réaliser une applica-

tion du 3° ordre car les deux équations de Pfaff

Q4 = 0 et 0. = o0

scront satisfaites par un choix convenable des repeéres,

Deux surfaces D, applicables du 5° ordre sont égales. — Nous avons déja

remarqué que 2 surfaces D", applicables du 3¢ ordre étaient égales.
Considérons ‘deux surfaces D',. L’applicabilité du 4° ordre impose les équa-
tions nouvelles de Pfaff :
Q= o0 et @i, = o.
Ces deux équations entrainent
[01 9y — Q1] = 0.

L’applicabilité du 5 ordre exige donc

922

2, = o.

On peut d’ailleurs supposer que 'expression

Qpp = Qpp + L33 + 4y
est nulle. 11 en résulte que I'applicabilité du 5° ordre entraine les seize équations
g, =0;
dcux surfaces D, applicables sont donc égales.
Le méme raisonnement s’applique au cas de deux surfaces D7,.

Deuzx surfaces Dy sont loujours applicables du 3 ordre. — Donnons nous deux
surfaces D. et cherchons a réaliser 'application du troisi¢me ordre. Imposons au
premier repere la premieére particularisation spéciale puis une deuxieme parti-
cularisation spéciale partielle telle que 'on ait

W3g = W3g — W4p == Wy — W3 = O.
Les mémes particularisations seront imposées au deuxiéme repére. Par suite du
choix des reperes, on aura alors satisfait aux équations quadratiques :
[0)1 ‘*’12] =0 [wl(2wll_w3?—wuﬂ et [lei?I =0
(130 — Qs — Q)] = o.

Pour satisfaire & toutes les conditions imposées par 'applicabilité du troi-
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sieéme ordre, il suffira de choisir la correspondance de droites et les repéres de
maniére & avoir :

9—1; = 933*—-911:@: 0.

Ces trois équations de Pfaff constituent donc un systéme qui fournit la corres-
pondance de droites. Ce systéme est d’ailleurs compleétement intégrale : il
entraine l'équation quadratique
[1Q53] = 0
mais cette équation est identiquement satisfaite puisque l'on a
[wwy] = 0 et [012::] = 0.

11 est donc toujours possible de trouver une correspondance de droites qui réalise
'application du troisiéme ordre. De plus le choix des reperes et de la correspon-
dance dépend de trois constantes arbitraires.

Il est intéressant de remarquer que l'on peut d'une infinité de maniéres
choisir le repére associé & une surface D de maniére & satisfaire aux condi-
tions imposées par la particularisation fondamentale et par la premiére parlicu-

larisation spéciale ainsi qu'aux conditions :

W39 = W3y — W4y == Wy —— ) == W33 — W} = W3y = 0.

On peut méme ensuite modifier le repere de maniére & changer I'expression
w3 en 'expression

oy = Ko,
K étant une constante arbitraire. (Je ne donnerai pas ma démonstration car elle
est un peu longue. Pour obtenir un repére convenable, je suis conduit a chercher
une solution particuliere d’une équation de Ricatli et a effectuer une quadra-
ture).

Choisissons alors les reperes associés a deux surfaces D’ données, de la
maniere qui vient d’étre expliquée. Pour réaliser une application du troisieme
ordre, il suffira d’adopter une correspondance de droites qui satisfera a la condi-
tion

Qi3 = o3
ou, ce qui revient au méme, a la condition
Q3 = Kuwys
(il suffit dans ce dernier cas de modifier ensuile le premier repére).

Adoptons des paramétres de position tels que I'on ait

oy = dp et Q3 = dP



—_ 63 —

On réalisera une correspondance donnant l'application du troisiéme ordre en
s'imposant 'une quelconque des relations :

k et h étant des constantes arbitraires.

Généralités sur Uapplicabilité du qulriéme ordre pour deux surfaces D,. — Con-
sidérons deux surfaces D,. Donnons au premier repére les deux premicres
particularisations spéciales. Nous avons vu que l'applicabilité du troisiéme ordre
imposait quatre équations nouvelles de Pfaft :

|

©

3= Qs = &y =&y = 0
ces équations entrainent deux équations quadratiques :
{wl—ﬂ—l_zj =o0 et [0Q:e — Q| = 0.

L'applicabilité du quatrieme ordre exige donc deux équations nouvelles de Pfaft :

lis = O et Q: — 2 = o.

t

Les deux premiéres particularisations spéciales sont imposées au deuxiéme
reperc. Posons alors
wyy = hyw, et Q5 = Hi2
Si h, est nul, H, devra étre nul. 1l en résulte qu'une surface D, n'est jamais
applicable du quatrieme ordre sur une surface D'.
Nous allons étudier l'applicabilité de deux surfaces D'y puis nous démon-
trerons que deux surfaces D', applicables sont égales.

Applicabilité du he ordre pour deux surfaces D';. — Considérons deux sur-
faces D',. Imposons a la ' surface un repére qui a subi toutes les particulari-
sations projectives. Si l'on veut appliquer la 2¢ surface sur la 1'e, on devra faire
subir & son repére toutes les parlicularisations projectives. Les deux équations de
Pfaff

Q3 = wyy et Q= oy
sont alors les seules qu’il suffit de satisfaire pour réaliser une application du
4¢ ordre. Puisque l'on a

w3 = Mo et Qy = A'Q,
il en résulte que sur deux droites correspondantes les invarianls %" et A" doivent
avoir méme valeur numérique.

L’étude de I'applicabilité du 4e ordre de deux surfaces D', s'effectuerait d'une
maniére analogue A celle de l'applicabilité du 3° ordre de deux surfaces D,. On
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verrait qu’en général deux surfaces D', ne sont pas applicables du 4° ordre mais
qu’une surface D', est toujours déformable du 4° ordre.

Deux surfaces D1 applicables du 4° ordre sont égales. — Considérons deux
surfaces D";, Donnons aux deux repéres les deux premiéres particularisations
spéciales. Nous aurons

Wiy = 0, Q4 = o, wy = fo et Q@ = FQ;
I’équation
173: =0
montre que si f est nul, F sera nul aussi, mais les deux surfaces considérées
seront alors égales puisqu’il s’agira de deux surfaces de Cayley.
Supposons donc que les deux surfaces soient des surfaces D", proprement

dites. Imposons a la 17 surface le repére défini au chapitre précédent. Nous
aurons en particulier

ey = O.
Toules les expressions ¢,, sont nulles sauf ©,;. Donc 2. n’est pas nul. Mais
une surface D's admet un groupe projectif de déplacements qui permet d’annuler
@y, La 2° surface est donc égale & une surface pour laquelle on aurait en outre
Q3 = 0.

Avee cette nouvelle surface on aurait

Moy

Les deux surfaces applicables du 4° ordre sont dont égales puisque loutcs les

expressions @, doivent pouvoir étre annulées.

Deux surfaces Dy applicables du b° ordre sont égales. — Deux surfaces D,
applicables du 5¢ ordre sont a fortiori applicables du 4° ordre et par suite elles
sont égales. Considérons alors deux surfaces D', applicables du 5° ordre. Les
équations nouvelles de Pfaff imposées par l'applicabilité du 1 ordre entrainent
I'équation quadratique

[£1Qa1] = O.
L'applicabilité du 5° ordre exige donc la nouvelle équation de Pfaff

Z)T:O.

11 en résulte que les deux surfaces D) sont égales.
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Remarques sur Uapplicabilité des surfaces non développables. — De 1’étude de
I'applicabilité des surfaces non développables résulte un réle important des inya-
riants fondamentaux. Les déformations du 3° et du 4° ordre d’'une surface D, et
la déformation du 4° ordre d’'une surface D'y respectent en effet certains inya-
riants fondamentaux.



GHAPITRE VI

Propriétés projectives des Congruences.

Nappes focales d'une congruence V. — Les congruences V possédent deux
foyers distincts sur la génératrice r. Chacun des deux foyers engendre une
« nappe focale » & une ou deux dimensions. La particularisation fondamentale
du repére donne

Wy = W, = O,

les déplacements d, satisfont &

PN

Wy = 0 ou a wg = 0.
On en déduit que les deux foyers sont ai et a, et que les plans focaux
correspondants sont respectivement
[amaya,] CRCTAR

Le premier plan focal est tangent a la deuxiéme nappe focale tandis que le
deuxieme plan focal est tangent & la premicre nappe focale.

Classification des congruences V. Premiére particularisation spéciale duw
repére. — Considérons une congruence V. Aprés la particularisation fonda-

mentale du tepére nous sommes conduits a poser
Wy, = UL A+ Vg, Oy = — Doy + W3, 0,1 = Wy 400y, 0 = — Vo + W

On peut toujours annuler les coefficients v et v mais chacune des 4 équations

!

w=o0,0 =0 wWw=o0. 0=o0
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aune signification invariante; d’ailleurs chacun des coefficients u,u', w,w’' peut
subir une dilatation; les 4 dilatations ne sont assujetties qu’a laisser invariant
le rapport X des deux quantités w.w' w«'.w. Nous devons donc distinguer
différents genres de congruences V. On déduit des valeurs de da, et de d[a,a:a,)
que la position du premier foyer dépend de 1 ou 2 paramétres suivant que w
est nul ou non et que la position du deuxiéme plan focal dépend de 1 ou
2 paramétres suivant que u est nul ou non. Si u et w sont nuls & la fois la
premiére nappe focale N, se réduit & une droite R,

Dans le cas général aucun des coefficients w,w,u’,w', ne sera nul et 'on
pourra se ramener a

u=w=u =1;

on aura alors A= '

les deux nappes focales seront des surfaces non développables. Les différents
cas particuliers se distinguent par la nature de chacune des deux nappes focales
(surface non développable, surface développable, courbe ou droite); dans chaque
cas particulier la premiere particularisation spéciale consistera a égaler a l'unité
ceux des coefficients w,w,u,w’ qui ne sont pas nuls. Il n'est pas nécessaire
d’étudier tous les neuf cas particuliers possibles si 'on tient compte de celte
remarque qu'une transformation par polaires réciproques change une nappe
focale « courbe » en une surface développable. Les congruences V les plus

singuliéres sonl celles pour lesquelles les 4 coefficients u,w,w.w' sont nuls;
ce sont les congruences linéaires non spéciales.

Propriétés des Congruences V générales. — Considérons une congruence &
deux surfaces focales distinctes et non développables. Imposons au repere la
premiére particularisation spéciale. Nous aurons :

W = Ly, = 0F @y = 0 = O Wy = W) Og = Jw,.
Portons d’abord notre attention sur les déplacements d,; ils satisfont &
I'une des deux équations
wy = 0 w; = O.
D'ailleurs chacune de ces deux équations est completement intégrable; un

choix convenable des paramatres p: et p, permettra d’avoir :
Wy = gidpx w3 = Qde2.

Les déplacementls d, peuvent s’associer de maniére & engendrerdes développables.
Grice au choix des paramétres p les deux familles de développables sont



fournies respectivement par

pr =Gt p. = Cte;
aussi dirons-nous que la congruence a été « rapportée & ses développables ».

Occupons-nous des lignes asymptotiques des nappes -focales N; et N,.
Les directions asymptotiques sont fournies respectivement par :
[ama.as d*ay] = o [ara:a.d’a,] = o.

Les lignes asymptotiques de N, satisfont donc a l'une des deux équations
diftérentielles

W = iw;, W, = — [y

tandis que les lignes asymptotiques de N, satisfont a

o

w1 = [hw, ou w, =-— jAwg,

Propriétés des congruences V dont les deux nappes focales sont des surfaces
développables. — Considérons une congruence a deux surfaces focales distinctes
et développables. Imposons au repére la premiére particularisation spéciale. Nous

aurons.

. — . . - ’ a— . — .
Wy, = Wez3 = 0; Wz, = W3 =0, W1y == W3; Wy =— W, w34-[032w3§-—0,

o'y = [‘%1‘01] = O.
Les déplacements d, sont fournis par
vy=0 et w3=o0; siw = 0
la droite r'; reste fixe tandis que si w3 =0
la droite 7, reste fixe. Les deux nappes focales contiennent donc respectivement

les droites r, ;. D’ailleurs les développables de la congruence sont aplaties sur

des plans : dans un déplacement d, pour lequel
W =0

le premier plan focal reste fixe tandis que dans un déplacement d, pour lequel
wy = 0

le deuxiéme plan focal reste fixe.

On peut donc engendrerde deux maniéres différentes une telle congruence

par les tangentes a une famille de sections planes d'une surface développable.

Choix projectif du repére associé @ une congruence V générale. — Aprés la
premiére particularisation spéciale du repeére associé & une congruence V géné-



1ale on doit poser :
w33 — Wy = hw, + hyws Wy~ gy == k,co, —-{—kw;;.

11 est aisé de voir qu’on achévera de déterminer le repére par une deuxiéme
particularisation spéciale qui consistera & annuler & et k; on posera donc ;

w33 — 0y = } oy W4y = Oy = Age,
en désignant par ), et % deux invariants fondamentaux de la variété.

Drailleurs on aura :

w', = )1[&)10)3] w'3 - —)g[w,wg].

Classificalion des congruences U en trois genres U,, U,, U,. — Considérons
une congruence a nappes focales confondues. Imposons au repére la particulari-
sation fondamentale. Nous devons poser:

Wy = 0, Wy == W3, Wy, — W, = gy, W@y — Wy — Wz -,

= 1w Yatvey Yok = oy == YWy - Vw2
Nous pourrons toujours annuler y et v, mais les valeurs de 2y, et 3y; nous obligent
a distinguer trois genres de congruences U : 1" les congruences U, pour lesquelles
1 n'est pas nul; 2° les congruences U, pour lesquelles v, est nul tandis que v
n’est pas nul; 3° les congruences U, pour lesquelles v: et v, sont nuls.

De la valeur de da, on déduit que la nappe focale double d'une congruence
U, est unc surface tandis que la nappe focale double d'une congruence U; ou U,
est une courbe.

Propriétés des congruences U,. — La premiére particularisation spéciale du

repére associé a une congruence U, consistera & s'imposer les trois équations :
gy = Wy Wy = Wy, Wy — Wy — Wy + wy, = O.

Les déplacements d, sont fournis par

le foyer ¢, se meut alors sur une courbe qui admet r pour tangentc et [a,a,a:]
pour plan osculateur. Mais ce plan est tangent a la surface focale en «,; il en
résulte que dans un déplacement d,, le point a; décrit une ligne asymptotique de
de la surface focale.

Les congruences U, peuvent donc étre engendrées par les tangentes aux
asymptotiques d'une famille, sur une surface. Cette propriété et sa réciproque ont

d’ailleurs été démontrées par M. Keenigs.
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Propriélés des congruences U, et U,. — La premiére particularisation spéciale
du repére associé a une congruence U; ou U, consistera a s’imposer respective-
ment 'un des deux groupes de trois équations:

wge T Wie = 0, 0= 0y — g — W33 4wy = 20y Wy = wy = 0, 0 =o0.
Pour un déplacement d, on a
wy = 0}
le point a: et le plan [aia.as] restent fixes ; ilen résulte que la droite r engendre
ce plan en tournant autour du foyer a..

De la valeur de dlaia:as] on déduit que les congruences U, sont formées par
les tangentes & une surface développable le long d’'une courbe arbitraire (1) et
que les congruences U, sont formées par les tangentes & une surface développable
le long de son aréte de rebroussement.

Les congruences U, dépendent de trois fonctions arbitraires d’'un argument

tandis que les congruences U, dépendent de deux fonctions arbitraires d'un
argument.

Classification des congruences en trois familles U's, U, U",. — Apres la pre-

miere particularisation spéciale du repére associé & une congruence U,, on est
conduit a poser :

wgy = hw, Wy — 0y = ko,
L'équation
h =o0
et le systéme
h=k=o0

ont des significations invariantes. On doit alors distinguer trois familles de con-
gruences U;. En général h n’est pas nul ; la courbe focale double n’est alors pas
rectiligne ; la deuxiéme particularisation spéciale pour ces congruenceé « Uy »
consistera & se ramener a

h=1,k=o.
Pour les congruences particulieres « U's », & est nul mais k£ n'est pas nul; la
courbe focale double est alors une droite ; la deuxiéme particularisation spéciale

pour ces congruences consistera a se ramener a

k=1.

(1) Cette propriété est étudiée dans le livre de M. Kcenigs sur La géoméirie réglée el ses Appli-
calions.
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Pour les congruences trés particulieres « U”, » h et k sont nuls; la courbe focale
double est encore une droite ; on ne peut achever la détermination du repére
d’'une maniére projective ; les congruences « U" » sont donc égales entre elles -
une congruence « U”, » coincide avec la congruence linéaire et spéciale définie
par les deux complexes linéaires

ry et - ro—+r

car cette congruence reste fixe quand la droile » se déplace.

Etude des congruences U's. —— Imposons au repere associé a une congruence
U’, la deuxiéme parlicularisation spéciale. Nous sommes conduits & poser

w3z — Wy = Uy
et nous pouvons ensuite annuler ¢; nous devons alors poser
W3y = )\‘”1,

% étant un invariant fondamental. Nous ne pouvons d’ailleurs pas achever la
détermination du repére d’'une maniére projective; les congruences U’: pour les-
quelles I'invariant % a méme valeur numérique sur deux droites de mémes para-
meétres p:, p.sont donc égales.

Il est facile d’éludier les congruences U’y dans l'espace ordinaire. On voit
aisément que pour obtenir la congruence U’ la plus générale il suffit d’associer
d’une manieére arbitraire les points M de l'axe Oy avec les plans P qui passent
par Oz : les droites de la congruence qui passent par M sont situées dans le plan
P correspondant.

Classification des congruences de la famille U.. — Donnons au repére associé
a une congruence U’ la deuxiéme particularisation spéciale. Nous sommes alors
conduits & poser

Wiy + Wy — 2gzz = 1 mo1 —H Wy3 = §aWy,
Nous pourrons toujours annuler s; mais I'équation
$; =0
a unc signification invariante. Nous distinguerons donc les « congruences U's
singuliéres » pour lesquelles s, est nul.

Considérons une congruence U, singuliére. Nous pouvons annuler par des
particularisations projectives

wi1 - Wyy — g3 ﬁw:n — 3w, et Way.
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Grace a ce choix du repére le complexe linéaire
ry 472

sera fixe; par suite toutes les génératrices d’'une congruence U'; singuliére appar-
tiennent 4 un complexe linéaire non spécial v ; la courbe focale double a donc ses
tangentes situées dans un complexe linéaire .

On engendre une congruence U’y singuliére en considérant une surface déve-
loppable dont l'aréte de rebroussement est une courbe dont les tangentes appar-
tiennent & un complexe linéaire non spécial ; les génératrices de la congruence

seront les tangentes & la surface développable aux différents points de 1'aréte de
rebroussement.

L’équation

Wy = O

conduit & poser
Wy = §300y

l’équation

83 =0
a une signification invariante. Parmi les congruences U’; singuliéres nous distin-
guerons donc les congruences « U’y trés singuliéres » pour lesquelles s; est nul.

Etude des congruences U, trés singuliéres. — Les particularisations projec-
tives du repére associé a une congruence U, nous ont donné des équations de
Pfaff ne renfermant que des constantes numériques comme coefficients, et
n’entrainant aucune équation quadratique extérieure; il en résulte que les con-
graences U, trés singuliéres sont égales cntre elles et qu'une congruence U’
admet un groupe de déplacements projectifs.

Cherchons la courbe focale double d’'une congruence U', trés singuliére.
Cette courba sera engendrde par le foyer @, si 'on donne & r un déplacement a
un paramatre; il est simple de considérer le déplacement pour lc'quel

w, = 0.
On a alors & étudier une surface réglée telle que le déplacement infiniment petit
du repére satisfasse a :

W = Wy = wy; — u)“ = 03 = W = oWy = oy = Wy — Wy = Wy = wgy = Wy = Q

Wy — Wy = Wyy — Wy = (1)33 — Wy,

Pour achever de déterminer le repdre, il suffit de fournir la valeur de l'expres-



sion
Wiy — W33

dont le covariant bilinéaire est nul; on peut supposer que cette expression est
nulle ; en tenant compte de la relation

Wiy + wog - 33 +wy, = O

on annule ainsi les quatre expressions o, ; d’ailleurs on peut choisir le paramétre
p, de fagon que V'on ait

W, = dp1

puisque o', est nul. Dans ces conditions on a pour le déplacement infiniment
petit du repere :

day, = (t:;dpl H das, = a:.dp; H das = Ctad[h; da‘ = 0.
Ces équations différentielles ont pour solution :
I
a, = ¢, a, = Cyp1—+C,, ay = —2—04[)12 + Cpy +Cs,
T 3 I 2
air = 5 Cypi” + —2— CoP1” = 3Py + €y,

Si 'on amene le repére fixe cicacsc, en coincidence avec un repére simple les
coordonnées cartésiennes ordinaires du point «, deviennent :

P I 3 I 2

B CE Aat S e
Le point @, décrit donc une cubique gauche unicursale. Il en résulte que toute
congruence U’, trés singuliére est formée par les droites qui passent par les

différents points d’'une cubique gauche unicursale et sont situées dans les plans
osculateurs correspondants.




GHAPITRE VII

Déformation projective des Congruences.

Généralités sur Uapplicabilité du premier ordre pour deux congruences. — Deux
congruences sont applicables du premier ordre si les quatre formes fondamen-
tales de Pfaff @, relatives & la deuxiéme congruence sont respectivement égales
aux quatre formes fondamentales o, relatives a la premiére congruence. Il en
résulte immédiatement que 'application du premier ordre établit une correspon-
dance entre les développables des deux congruences puisqu’a un déplacement d,
de la droite r est associé un déplacement D, de la droite R.

Donnons au premier repére la particularisation fondamentale qui intéresse
précisément les formes @,. Nous devrons imposer en méme temps la méme parti-
cularisation au deuxiéme repere. D’ailleurs 'application exige que les deux con-
gruences appartiennent 8 un méme groupe fondamental.

Deux congruences ponctuelles ou deux congruences planes sont égales; elles
sont donc «a fortiori applicables du premier ordre. Nous allons étudier 'applica-
tion de deux congruences V et de deux congruences U; nous verrons qu’elle est
toujours possible comme I'a indiqué M. Cartan dans sa communication au Con-
grés de Strasbourg.

Deux congruences V sont toujours applicables du premier ordre. — Donnons_
nous deux congruences V et cherchons a réaliser l'application. Imposons aux
deux repéres la particularisation fondamentale. Il suffira de réaliser les équations



de Pfaff :
(1) Q3 = wyy Qyp = 054

Ces deux équations entrainent deux équations quadratiques extérieures :

(2) {“’1933—911} = [‘*’3944~ 922] = 0,

Drailleurs les deux expressions auxiliaires de Pfaff qui interviennent dans le
systéme (2) sont indépendantes malgré les conséquences de la restriction imposée
au choix des repeéres.

Le systéme (2) est alors manifestement involutif avec
S = 0, Sy = 2.

Le systéme (1) qui fournit la correspondance et le choix des repéres admet donc
une solution générale qui dépend de deux fonctions arbitraires d’'un argument.
L’application du premier ordre est donc toujours possible.

La correspondante de droites dépend de deux fonctions arbitraires d’'un argu-
ment ; d’ailleurs elle doit associer les développables; si nous rapportons les deux
congruences a leurs développables, nous prévoyons que nous pourrons réaliser
I'application au moyen de I'une quelconque des correspondances définies par les
deux relations

Pl = F,(pi) P2 = Fg(pg)

Il est facile de montrer qu'il en est bien ainsi. Grace a la correspondance
adoptée les expressions w, et ws s’annulent respectivement en méme temps que
les expressions @, et @;; le calcul montre que par une modification du premier
repére, on peut réaliser I'égalité des expressions fondamentales de Pfaff relatives
aux deux congruences.

En résumé on peut toujours réaliser 'application du premier ordre de deux
congruences V au moyen d’une correspondance qui associe les développables
famille a famille.

Deux congruences U sonl toujours applicables du premier ordre. — Donnons-
nous deux congruences U. Imposons aux deux repéres la particularisation fonda-

mentale. Pour réaliser I'application, il suffira de satisfaire aux deux équations de
Pfaff :

(1) Q3 = Wy Qo3 = wo3.

Ces deux équations entrainent :

(2) [‘J)sza - Qu] —_ [sz = [0:Q;; — Q] + [“’AQH ~ Q| =o.



D’ailleurs les équations
Wy == Wy — w3 = Qyp = Qy — Q3 = 0.
conduisent a poser
201 = (y2 —Y)or + ys0 20, = ([~ P — y; + 7)o, + (Fs = 15)os.

Le systéme (2) ne contient alors que trois expressions auxiliaires indépen-

dantes ; il est involulif avec
$1 = 2, S = 1I.

Par suite, 'application de deux congruences U est toujours possible et la corres-
pondance dépend d’une fonction arbitraire de deux arguments.

Une correspondance arbitraire dépend de deux fonctions arbitraires de deux
arguments mais une correspondance d’application doit associer les développables

doubles. Rapportons les deux congruences a leurs développables doubles, de telle
maniére que ces développables seront fournies respectivement par les équations :

pr = Cte P, = Cte.
La correspondance définie par les deux équations :
P, = 411(131) P, = Oop1, pz)

associe les développables et dépend d’une fonction arbitraire d’un argument.
Le calcul montre qu'on peut choisir le premier repére de maniére a réaliscr
l'application avec une telle correspondance.

Généralités sur Uapplicabilité du deuxieme ordre pour deux congruznces V. —
Deux congruences V sont applicables du premier ordre lorsque l'on a:

(1) Qy =9, =0y = O = o.

Donnons aux repéres la particularisation fondamentale. Formons les équa-
tions quadratiques entrainées par le systéme (1); nous en déduisons que lappli-
cabilité du deuxiéme ordre exige six équations nouvelles de Pfaff.

(2) G =8, =8, =0, =&, — 0y =0u — Gy =o0.

On voit que si 'on impose au premier repére la premiére particularisation
spéciale, on doit imposer en méme temps cette particularisation au deuxieme
repére ; de plus pour étre applicables du deuxidme ordre, deux congruences V
doivent appartenir au méme genre, c'est-d-dire doivent avoir des nappes focales
de méme nature. Enfin & une surface focale d'une congruence correspond une
surface focale d'une congruence applicable et les asymptotiques sont en corres-

pondance car on a pour équations des asymptotiques sur une premiére et sur une



seconde surface focale de la premidre congruence :

01,03, <+ 03,01, = O, W10g) + 3ty = O.

Les congrusnces V sont en général indéformables du deuxiéme ordre. — Le

systéme de Pfaff qui fournit tous les couples de congruences V applicables est ;

(I) Wy, — We3 :51_3- 29_1;:

= Q3 — Q4 = Q,, — Q) — 0.

Ces équations entrainent huit équations quadratiques extérieures. Le systéme
(1) devient un systéme en involution par une prolongation partielle qui consiste
a poser :

(2) Uy — Gy = 2wy + Pu,,

Le systtme de Pfaff (1) prolengé par (2) entraine neuf équations quadra-
tiques, dansle cas général pour lequel « et 8 ne sont pas nuls tous deux :

5 (01 Qg2+ 2w, + rewu\r] = [“’3(532 T ¥y — p‘*’u\)] = (“N“’s‘] —- [‘*’3“’12] = o.
(3) [0dQu — avg — fw, | = (01 Qus =+ e 5+ Roy)] = [0y ] — [wawasj = o.

[wtﬁal] = [030u] = [wi(dr+ avy — aoy, | = [oy(d3 +fuy — Buw)] =0

Le systéme quadratique (3) est manifestement involutif; les trois équations

de chaque ligne forment des systémes partiels involutifs et 'on a

s =g, S$)= I.
Il en résulle ue le systeme de Plaff (1* admet une solution générale qui dépend
d’une seule fonction arbitraire de deux arguments; c’est un résultat donné par
M. Cartan dans sa communication.

Si 'on remarque qu'une congruence V générale dépend de deux fonctions
arbitraires de deux arguments, on voit que sur une congruence V donnée il
n'existe pas en général de congruence applicable ; les congruences V sont donc
en général indéformables. Un probleme intéressant mais difficile consiste a
rechercher les congruences V déformables.

A pplicabilité du deuxzi>me ordre pour deux congruences V générales — Deux con-
gruences V générales données ne sont, en général, pas applicables. Si on impose la
deuxiéme particularisation spéciale au premier repere, cette méme particularisation
est imposée par une application du deuxieme ordre; de plus les trois invariants
fondamentaux ?, %y, 7», et tous les invariants dérivés doivent avoir les mémes
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valeurs numériques dans les deux congruences sur deux droites correspondantes.
Cette remarque permet de recherchersi deux congruences sont applicables.

En particulier si » est égal & 1 pour la premiére congruence, il doit en
étre de méme pour la deuxi®me congruence : sur une congruence W on ne peut
donc appliquer que des congruences W.

Généralités sur Uapplicabilité du deuxiéme ordre pour deux congruences U. —

Deux congruences U sont applicables du premier ordre quand on a

(1) Q—”:E;—_—ﬁ;zﬂuzo.
Donnons aux repéres la particularisation fondamentale. 11 est facile de trouver
les nouvelles équations de Pfaff imposées par une applicabilité du deuxitmeordre :

(2)

|

= Q, = Q,;,—Q,, = o,

=Q,, =0, = 0,.

O

I3
w0

=1

On voit que si 'on impose au premier repére la premiére particularisation spé-
ciale, on doit imposer en méme temps cette particularisation au deuxiéeme
repére; de pius deux congruences U applicables appartiennent au méme genre.

Si la premiére congruence a une sarfuce focale, il en est de méme pour la
deuxieme congruence applicable; les lignes asymptoliques des surfaces focales
se correspondent puisqu'elles sont fournies par :

wigwy =+ wp) = 0 Qp,(Qyy + Qi) = 0.

Les congruences U sont loujours d4formables du deuziéme ordre. — Donnons
nous une congruence U,. lmposons au repére la premieére particularisation spé-
ciale. Le systeme de Pfaff qui fournit les congruences applicables sur la con-
gruence donnée comprend les dix équations écrites au paragraphe précédent. Ce
systéme entraine un systéme quadratique involutif avec

st = D, s, = O.
I1 en résulte qu'on pourra toujours déformer la congruence donnée.
Les congruences U, dépendent d’une fonction arbitraire de deux arguments.
Deux congruences U, ne sont pas en général applicables.

On démontre aisément qu'une congruence U, est toujours déformable.

Deua congruences U, sont toujours applicables du deuxiéme ordre. — Donnons
nous une congruence U,. Choisissons son repere de facon que les restrictions
imposées par la premiére particularisation spéciale soient satisfaites.

Le systtme de Pfaff qui fournit les congruences applicables et la maniére de



réaliser I'application est :

(I) Qy = Q) = Q= Dy = &, = O, = Q3 — Ly, =0,

ce systéme de Pfaff entraine six équations quadratiques :
(2) [“’r@) = 21”1_5—3:' -+ [u’zQ‘:u —f—Qul =0,
t“hf}_;l = I‘%ﬁ:z] —+ [miak—Z] = [5::@11]"*‘ [532—‘”2] = ?}—A—:QHJ
ce systéme quadratique ne peut étre satisfait que sil'on a:

(3) Q,, = o.

Le systtme de Pfaff formé par les équations (1) et (3) entraine trois équations
guadratiques :

(4) [‘Diﬁ;] = [ﬁ’if_l:z‘] = 2[0’16:] -+ [wﬁa:i-l -+ @ = 0.

Le systéme (4) est involutifavec s, =3 et s, =o.

Par suite une congruence applicable et la correspondance dépendent de trois
fonctions arbitraires d’'un argument. Comme toute congruence applicable est du
genre U, et que les congruences U, dépendent de deux fonctions arbitraires d’un
argument, on prévoit que deux congruences U, sont toujours applicables en vertu
d’une correspondance qui dépend d'une fonction arbitraire d’'un argument. Nous
allons montrer qu’il en est effectivement ainsi.

Donnons-nous une congruence U,. Imposons a son repére la premiére par-
ticularisation spéciale. Nous devons poser :

vy, = ho, 0wy — 0y = ho,.
Placons-nous dans le cas général pour lequel la congruence donnée est de la
famille U’,. Nous pouvons choisir le repére de maniére a avoir
h = 1.

Si I'on cherche a appliquer une autre congruence, on constate qu’il faut
d’abord imposer & son repére les mémes particularisations que nous venons
d’imposer au repere de la congruence donnée; toute' congruence applicable doit
aussi appartenir a la famille U-.

Nous sommes conduits & poser :

Wi = ) — 2033 = JUWT.
puis annuler g, ce qui oblige & poser :
o, 3o, = 3w, + luy.

Le repére d’une congruence applicable devra subir les nouvelles particula-
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risations. Considérons alors deux congruences U, données. Associons & chaque
droite un repére satisfaisant aux particularisations qui viennent d’étre défimies.
Le systeme de Pfaff qui fournit la correspondante de droites est ;

D) fm=923:§243——921=0 517:5—25

car les équations (1)et (3) seront alors toutes satisfaites. Le systéme (5) entraine

(6) 2[(0:Q4) |+ [0.Q5 + Q] = o, [0:Q0 — 251] = 0.
La derniére de ces deux équations quadratiques est identiquement satisfaite tandis
que la premiére peut s’écrire :
[0 {420 4L+ K — I — B, }].
Le systtme de Pfaff (5) n’entraine donc qu'une équation quadratique; il est en

involution avec

S1 =1, S == O.
Il en résulte que la correspondance dépend d’une fonction arbitraire d’un argu-
ment. L’application est donc toujours possible.

Si on immobilise a; en annulant »,, on immobilise en méme temps A, ainsi
que les tangentes en a1 et A; aux courbes focales doubles. Toute correspondance
qui réalise 'application associe donc chacune des tangentes & la premiére courbe
focale avec 1'une des tangentes a la deuxiéme courbe focale.

Généralités sur Uapplicabilité singuliére pour les congruences V. — En consi-
dérant les équations quadratiques entrainées par le systeme de Pfaff qui fournit
les couples de congruences V applicables du deuxiéme ordre, on remarque que
tout élément intégral pour lequel on a:

Qp — Q,, = a0y +fu, = 0
est un élément singulier. Nous obtiendrons donc des solutions singuliéres du
systtme de Pfaff considéré en étudiant le cas particulier pour lequel « et B sont
nuls. Le systeme des équations quadratiques entrainées est alors résolu par les
équations nouvelles de Pfaff.

0n= @ = o; Q1 = aw; ; Q40 = buy;
Wy == U0 D3 ) 0y = — DOy 4 Wy Wy = Uw +0'wg; 0y = — Vo 4 Wes,
Les quatre premiéres de ces équations exigent que 1'on ait :
bu—+aw =o0; bu' +aw' = o; 2a0'y = [wida); 2bw'y = [wdb]

D’ailleurs il faut supposer que a et b ne sont pas tous deux nuls car on obtien-
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drait alors la solution banale formée par les couples de congruences égales. Les
seules congruences sur lesquelles on puisse effcctuer une application singuliére
du deuxi¢me ordre sont donc telles que 'on ait :

uw' — u'w = o.

S’il s'agit de congruences V générales, ces congruences devront donc appar-
tenir & la famille W comme d’ailleurs les congruences applicables sur elles.

Applicabilité singuliere pour deux congruences W. — Donnons nous une con-
gruence W. Imposons & son repére la premiére particularisation spéciale puis
choisissons complétement ce repére. On ne pourra réaliser une application singu-
liere qu’avec un coefficient b égal et de signe contraire au coefficient a.

De plus le coefficient a devra satisfaire aux deux conditions :

(I) 2qv, = [w1d(t] ; 2003 = [wsdaJ

Rapportons la congruence donnée & ses développables et posons:

wr = gdps, Wy = g,.dp,
Les deux équations (1) s’écrivent alors :
[dpd(ag:®)] = o, [dp:d(age’)] = o

On peut donc poser :
ag® = A(p:), ag?——— B(pz)
L’équation différentielle qui fournit les deux familles d’asymptotiques sur l'une
quelconque des deux surfaces focales devient :
A(p1)dp:* + B(ps)dp,* = o (01® 4+ 0g® = 0)

Sur une congruence W arbitraire on ne peut donc pas en général réaliser
une application singuliére.

Considérons une congruence W telle que I'équation différentielle des
lignes asymptotiques présente la forme spéciale :

(2) Fi(p)dp:® + Faop)dps* = o
Les fonctions F, et F, ne sont manifestement définies qu’a un méme facteur
numérique pres.

Posons

Fi(p) = j.A(ps), Te(p2) = j.B(p),

la quantité j étant une constante numérique. Considérons la fonction a définie
par lidentité :

F,(p.\dp.® +Fy(p:)dp,? = a(w,2+ o) = a(g,*dp,*+ g:’dp,?).

11
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On aura :
J-A(p) = ag?, J-B(p:) = ag,*.
Considérons alors le systeme de Pfaff :

Q= avy, Q. = —av,, ﬁl,—]- = o(ij =~ 31 et 42).

Ce systeme & 3 variables indépendantes p est complétement intégrable d’apreés
la régle de Frobenius. Il impose d’ailleurs toutes les seize expressions Q. La
solution générale dépend de constantes arbitraires : ce sont les paramélres de
position dans l'espace d’une congruence applicable sur la congruence donnée.

En faisant varier la conslante j on obtient une suite de congruences appli-
cables. On peut donc réaliser une déformation singuliére d’'une congruence
singuliére donl I'équation des asymptotiques présente la forme (2). C’est, aux
notations pres, un théoréme énoncé par M. Cartan dans sa communication au

Congres de Strasbourg.

Propriété des surfaces focales d'une congruence W déformable d une facon sin-
guliere. — Il est facile de vérifier que les surfaces focales d'une congruence W a
déformation singuliére sont déformables projectivement du deuxieme ordre.
Considérons en effet une telle congruence. Les conditions d’applicabilité de la

premiere surface focale engendrée par «, sont

Q, =Q;= Q= o; 0y = 0y = Qi = O, = o, El=@:2=§{3-

Les conditions d’applicabilité de la deuxieéme surface focale engendrée par a, sont :

=0, =0, =o0; 0, =0,=0,=0,=o0, Q= Qy = Qe
Toutes ces conditions sont précisément remplies. Par suite les deux surfaces
focales sont applicables; il en résulte que ces surfaces focales sont déformables

d’aprés un théoreme de M. Cartan (r).

Application singuliére de congrueaces V particulieres. — Les congruences par-
ticulieres pour lesquelles on a, aprés la particularisation fondamentale
uw' —wu' =o
sont celles dont 'une des nappes focales est une droite ou celles qui admettent

pour nappes focales unc courbe et une surface développable.
Le calcul montre que certaines de ces congruences admettent une déforma-

(1) L'applicabilité projective des surfaces est étudiée dans un Mémoire de M. Cartan (Annales Eec.
Norm., tome XXXVIJ, septembre 1920).
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tion singuliére. Les congruences linéaires non spéciales admeltent méme une
déformation singuli¢re sur elles-mémes.

La déformation d'une congruence qui admet pour nappes focales une surface
non développable et une droite est analogue a la déformation d’une congruence
W : cette déformation n’est possible que si I'équation des asymptotiques de la
surface focale présente la forme

Alp)dp* =+ B(pu)dp* = o

quand on a rapporté la congruznce a ses développables; si cette condition est rem-
plie, on obtient une infinité de déformées dépendant d’une constante arbilraire ;
d’ailleurs la surface focale prend une déformation projective du deuxie¢me ordre.

Les autres cas qui doivent encore étre considérés sont analogues entre eux ;
on obtient ce résultat que la déformation est toujours possible avec des déformées
qui dépendent d’une fonction arbitraire d’'un argument.

Titudions par exemple le cas d'une congruence dont la premiére nappe focale
est une surface développable tandis que la deuxieme nappe focale est une courbe.
Donnons au repere la particularisation fondamentale. Nous aurons u et «' nuls et

il faudra que a soil nul; de plus la quantité b devra satisfaire & la condition :
| dbw,] + 2bv’y = o
Pour réaliser une application singuliére on devra annuler toutes les

expressions Q sauf :

Q,, = bu,.
Si la congruence donnée est rapportée a ses développables, on devra avoir
bh.? = B(p,).
Cette équation sert a définir b par I'inlermdédiaire de la fonction arbitlraire B.
Les équations de Pfaff imposées par l'application singuliére forment un

systéme completement intégrable. On obtient donc, pour chaque détermination

de la fonction B, une congruence applicable sur la congruence donnée.

Deux congruences V applicables du troisieme ordre sont égales. — On trouve
aisément les nouvelles équations de Pfail’ imposées par une application du
troisieme ordre sur une congruence V dontle repére a subi la particularisation
fondamentale. Ce sont :

|

O, =0,=wo=wg=ud=0Qa=o0; Q5 = 0 Q;

©
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Si les 4 coefficients u,uw,w,w’, ne sont pas tous nuls il faut que l'on ait
52_2 - 5{1 = O.

Il faut alors que toutes les expressions @ soient nulles, ce quiexige que les deux
congruences applicables soient égales.

Si les 4 coefficients sont nuls la premiére congruence estlinéaire; il doit en
étre de méme de la seconde; les deux congruences applicables sont donc encore
égales car les congruences linéaires ne différent que par des déplacements
projectifs.

Déformution du troisiéme ordre pour une congruence U:. — Donnons nous
une congruence Ub. Imposons & son repére la deuxiéme particularisation spé-
ciale. Le systéme de Pfaff qui fournit les congruences applicables du troisieme
ordre sur la congruence donnée s’obtient en annulant toutes les expressions
o sauf

Qy = Oy

-

Ce systéme de Pfaff n’entraine qu’'une équation quadratique :

(1) [w.Q_m] = o.

La solution générale du systéme de Pfaff considéré dépend alors d’'une fonc-
tion arbitraire d'un argument. Il en résulte que sur une congruence U, quel-
conque on peut appliquer une infinité de congruences.

L’équation (1) conduit a poser :

Q,; = aw,.

Cette nouvelle équation de Plaff entraine 'équation quadratique :

(2) [M(—%—:— + Wy — ’-%4)] = 0.

Supposons qu'il s’agisse d'une congruence donnée non singuliére ; il est facile

de voir qu’on peut achever de choisir le repére de maniére a avoir :
[wi(w — )] =0 oy = (0w — oy)] =0

Posons alors
Wy, = dp,

La quantité a devra alors satisfaire a :

|dxdp,] = o
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Il suffira de choisir pour « une fonction quelconque de p, :

a= ®(p)
En faisant varier ® d’'unc maniére continue on obtient une famille de défor-
mées dépendant d’'unc fonction arbitraire d’un argument.
Remarquons enfin que deux congruences U’, ne sont en général pas appli-
cables du troisieme ordre ; cela résulte de cette remarque qu’une congruence U,
générale dépend de deux fonctions arbitraires d'un argument.




CHAPITRE VIII

Propriétés projectives des complexes non spéciaux,

Complexes lindaires tangents. — Considérons un complexe non spécial ;
imposons a son repére la particularisation fondamentale. Nous aurons :

Ar = (o =+ ) 7= 0, (P — 1))+ 00 — o,

On dit qu'un complexe linéaire v est tangent quand il contient, au deuxieme
ordre pres, les droites s situées dans le complexe considéré au voisinage de la
droite r.

On peul poser :

I T
s = r-+4Ar, Ar = dr—+ —-2—d2r+Td3r+
La forme v doit satisfaire aux deux conditions :
YVWr=o v'dr = o.
On a donc un faisceau de complexes lindaires tangents :
v =or—+ o(ri—+ry)

Les droites communes de ce faisceau rencontrent la droite r et sont situées
dans le complexe linéaire tangent :

Yo = (m+ ’;) :
elles forment donc une congruence linéaire spéciale tangente. Cette congruence
établit une correspondance homographique entre les points m de la droite r et
les plans ¢ passant par la droite . Chaque point m est le foyer du plan ¢ corres-

pondant dans 'un quelconque des complexes linéaires tangents. On trouve
aisément la correspondance entre les points m et les plans ¢:

m = (0, — w1a2), q= [a1az(wza4 _ ("1613)].
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Couples inflexionnels. — Cherchons les droites s exceptionnelles qui sont
« osculatrices » & y,: ce sont les droites s qui sont situées, au troisiéme ordre
prés dans ¥, ; elles satisfont donc a la condition :

(1) b = Yoldzl‘ = 0 ou b= —d‘{o!dl’ = 0B + 0,5, + 3T = 0,
si I'on pose, pour abréger

Wy = w3y — W)y, T == 0y T W)+ g T Wy W3 == Wy — Wy,

e

Les trois expressions » sont lindaires et homogeénes en o,, v,, w;. On a,

en effet,
w,+ w, =0 (0}_)_ -+ (,34)' = [wiml] -+ [w_)_sz -+ |w3m3] = 0.

On peut donc poser:

w = av, + b'o, +bu;,  w = o+ du, + boy,  w = b, 4+ bw, 4 @'w,.

Lorsque le repere est completement choisi, la condition (1) est une équation
de Monge a trois variables p.

Le complexe v, est d’ailleurs un complexe tangent quelconque, car la forme 7,
est modifiée par un changement de repére. Proposons-nous maintenant de
chercher les droites s exceplionnelles osculatrices & 'un des complexes tangents

1= P piY,

Ces droites satisfont a :

y|dr=o0 ou po+po¥ = o0
si 'on pose :
o =r|dr=—dr|dr = 200+ v?),

Les droites s exceptionnelles les plus intéressantes sont & la fois osculatrices
& tous les complexes linéaires tangents ; nous les appellerons « droites s, ». Ces
droites s, satisfont aux deux équations de Monge :

=0 Y = o.

-G

La premiére de ces deux équations exprime ce fait que les droites s, ren-
contrent la droite r. Le systtme des deux équations a une signification géomé-
trique; par suite le faisceau de formes quadratiques différentielles ternaires

0+ oy
doit rester invariant quand on modifie le repére. On le vérifie en calculant,
grice 4 ’emploi des covariants bilinéaires, les variations infiniment petites subies
par ¢ et par y:
8“2 = 2(311 -_— 844)(? 8"{ = (egz+ er,l) ? —+ (ell —_— 644)4!.

Pour étudier les droites s, il est commode d'utiliser une représentation
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géométrique. Considérons pour un instant o,, @, w; comme étant les coordonnées
homogenes d'un point M dans un plan Q. A toute droite s correspondra un point
M. Inversement & un point M correspondront les droites s pour lesquelles
w;, W), w; sont proportionnelles aux coordonnées homogenes de M; toutes ces
droites définissent sur la droite r une méme « corrélation anharmonique » (1); nous

pourrons dire pour abréger qu’elles sont situées sur une méme direction de
droiles.

L’équation
=0
représente une conique E dont les points définissent les directions de droites
pour lesquelles la droite r est rencontrée par les droites s ; cette équation définit
donc les direclions ¢y, qui engendrent des développables du complexe considéré.

Si I'on modifie le repére, la conique E reste fixe.

L’équation

Y= o0

représente une conique Iy, dont les points définissent les directions de droites
osculatrices au complexe v,.

L’équation

o+ ¥y =0

représente une conique F qui appartient au faisceau défini par les deux coniques
E et Fo ; les points de la conique F définissent les directions de droites oscula-
trices a I’'un des complexes y.

On peut aussi remarquer que si le point M décrit une droite, les droites s dont
ce point est I'image restent situées dans une congruence tracée dans le complexe
considéré.

Les deux coniques E et Iy ont en général quatre points communs M, Les
droites s, ont manifestement pour images les quatre points M. Il existe donc, en
général, au voisinage d'une droite d'un complexe non spécial, quatre directions
d, singuli¢res dont les droites sont osculatrices & tous les complexes linéaires
tangents. L’ensemble du foyer m, et du plan focal ¢, relatifs & une direction d,
singuliere constitue un « couple inflexionnel» (1).

11 est facile de former une équation qui fournit les positions des quatrepoints
m.. Posons, pour une direction d, singuliére :

w, = — .0y, 0wy = 2.0, nm, = a&+z, a.

(1) La définition de ce terme est donnée par M. Koenigs dans son livre sur les propriétés infinitésimales
de I'Espace réglé, (Gauthier-Villars, Paris 1883),



En exprimant que I'expression quadratique ¢ est nulle on trouve 1’équation

algébrique du quatridme degré en = dont les racines sont les valeurs des quantités z :
P(2) = 'zt + 2028 + (@' — 2b)2* — 20"+ a = o.

On a d’ailleurs la propriété remarquable suivante. Le rapport anharmonique

des quatre points m, (et par suite aussi celui des quatre plans ¢,) est égal au

rapporl anharmonique des quatre points M; de la conique E. Adoptons pour le

montrer des coordonnées cartésiennes ordinaires dans le plan Q. Nous aurons :
W, = T W, = wsy.

ct la conique E passera par l'origine O. Le rapport anharmonique des quatre
points m, est égal aurapport anharmonique des quatre nombres z, ou des quatre

quotients y,: x,; il est donc égal au rapport anharmonique des quatre droiles Om,

(lomplexes linéaires langents stationnaires. — On dit qu'un complexe linéaire v
est stationnaire lorsqu’il est tangent le long de la droite r et le long dune
droite s déterminée.

Si I'on désigne par A la variation infiniment petite subie par une quantité
lorsqu'on passe de la droite r & la droite s, on doit avoir pour toutes les dépla-
cements d possibles :

1|(s+ds)y=0 ou y|dAry=o0 ou Ay|dr= (pAr+ piAy,) | dr = o.
Le calcul montre qu’en général il existe trois complexes y stationnaires qui
sont les complexes y dont la conique F est dégénérée. A chaque complexe

stationnaire correspond une direction de droites s qui sont osculatrices et dont
I'image est au centre de la conique dégénérée

Premiere particularisalion spéciale du repére. — La premiére particularisa-
tion spéciale du repére consiste & simplifier dans toute la mesure possible les six
coefficients qui interviennent dans la forme cuadratique ¢, en profitant du
groupe des transformations subies par ces coefficients quand on modifie le

repere. Les transformations infinitésimales du groupe s’obtiennent au moyen
des covariants bilinéaires. On trouve :

g 8a = a(esn + €3 — 2ey) — 2b'ey; 30’ = @' (e, — eq)+ hbey — hb"esy + 2(€n + €,4) ;
8" = d'(ey—+ ey — 2ey)+ 2bey, ; 8b = ble,, —ep)+ 2d'ey, + (@' — 2b')en;

( 8b' = b'(ess—en) — bea + by, + (€3, + €,,); 86" = b"(e3— ey,) — 2ae,, — (@' — 2b)ean.

On déduit de ces équations :

3a — ab) = (@' — 2V) (en—e,,) + 6bey, — 6b"e,,.
12
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On voit immédiatement que les 5 coefficients du polynome @ (z) subissent les
transformations linéaires et homogénes d’un groupe que nous désignerons par
« groupe g ».

En tenant compte des relations ;

€y, =—Cq1 = €1 = Cpp+ C33— €4, = €43 €1y = €+ €y 1+ €33 +€,, = O

on constate que le groupe g ne dépend que des 4 paramétres qui servent de
coordonnées homogénes pour les points «, et «, mobiles sur la droite r.

Quand on modifie le repeére, les 4 foyers inflexionnels restent fixes tandis
que les symboles a; et a, subissent la tranformation lindaire et homogene la plus
générale. Les quatre racines de I'équation en z subissent donc une méme transforma-
tion homographique. Le groupe g est donc le groupe connu des transformations
subies par les coeflicients d'une équation algébrique du quatrieme degré quand on
donne a la variable une transformation homographique. Changeons légérement
les notations pour pouvoir profiter plus aisément de résultats classiques. Posons :

D (2) = a2t hnd + 62,22 + gz +ay.
On sait que les deux expressions
S = apa, — hayry + 3(a)?, T = agagns + 200,05 — o 0 2 — o (1,2 — (ay)®

sont des invariants relatifs tandis que le rapport du cube de S au carré de T
est un invariant absolu. On vérifie d'ailleurs ces propriétés par le calcul qui
donne :

38 = — aS(es; + exn), 8T = — 3T(ey, + e:2).

Revenons a l'étude de la premieére particularisation spéciale du repére.
Excluons le cas singulier pour lequel I'équation en z aurait tous ses coefficients
nuls. Tous les points de la droite r seraient alors des foyers inflexionnels. Il
est facile de montrer que le complexe étudié serait linéaire.

Occupons-nous d'abord du cas trés particulier pour lequel les quatre
racines de I'équation en z sont confondues. Commencons par choisir le point a,
en coincidence avec le foyer inflexionnel quadruple; 1'équation en : est ainsi
réduite & son premier terme. Aprés cette restriction ¢’ subit une dilatation tandis
que ¢ subit une transformation linéaire non homogene. Nous pourrons donc
annuler a’ et égaler ¢’ a I'unité.

Supposons enfin que 'équation en z n’ait pas toutes ses racines confondues.
Commencons par choisir @ et « en coincidence avec deux des foyers
inflexionnels; I'équation en 2z est ainsi privée de son premier et de son dernier
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termes. Aprés cette resiriction on aura :

3 = —b'(er, + ey,) +(es,4e,,): 3(a'— 2b) = —(@ —2b) (e, +€5); b = —2bey;

s

3" = —2b'ey,.

On doit donc étudier a part les cas particuliers pour lesquels I’équation en
z privée de ses termes cxtrémes n’a qu'un ou deux termes au lieu de trois.

Dans le cas général on pourra profiter des dilalations subies par b et " en
égalant ces deux coefficients & 'unité positive ou négatlive ; ensuite on profitera
de la translation subie par & en annulant ce cocfficient. Remarquons que le
complexe 7o sera alors stationnaire puisque la conique F, sera dégénérée.

Etudions le cas parliculier pour lequel @' est double de b', tandis que b et
b’ ne sont pas nuls. On peut alors amener b et " & étre égaux a I'unité. Grace a
la nouvelle forme de l'équation en z, on voit immédiatement que les quatre
foyers inflexionnels forment une division harmonique. On pourra enfin annuler
b’ et par suite o' .

Les autres cas particuliers sont faciles a étudier; ils sont caractérisés par
I'existence d’unc racine double, d'une racine triple ou de deux racines doubles.

En résumé, la premiére particularisation spéciale du repeére conduit a dis-
tinguer six catégories de complexes non spéciaux et non lindaires ;

1° Les complexes quelconques G dont les foyers inflexionnels sont distincts
et ne forment pas une division harmonique;

2° Les complexes G, dont les foyers inflexionnels sont dislincts ct forment
une division harmonique ;

3° Les complexes H qui admettent un foyer inflexionnel double;

4° Les complexes I, qui admettent un foyer inflexionnel triple:

5° Les complexes K ui admettent deux foyers inflexionnels doubles ;

6° Les complexes K, qui admettent un foyer inflexionnel quadruple.

La forme quadratique ¥ peut étre réduite respectivement a :

0 (@ wy + 205 — 201); 202( W5 — ©1) ;] W oy + 205); 20w, W21 w2

Surfaces réglées asymptotliques. — Nous appellerons « surfaces réglées asymp-
totiques » les surfaces réglées du complexe étudié telles que, pour tout déplace-
ment élémentaire de la droite génératrice sur 1'une de ces surfaces, on ait un
complexe linéaire tangent stationnaire.

Occupous-nous du cas général pour lequel les foyers inflexionnels sont
distincts. Donnons au repére la particularisation fondamentale. Adoptons ensuite
pour positions des points @, et @ les deux points doubles de I'involution définic
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par les deux couples de points m, et m,, ms et m,. Nous annulerons ainsi b et &'.
Nous pourrons ensujte annuler @' puis égaler a et ¢’ a 'unité. Dans ces conditions
nous aurons

b= (1) + 2b/0,0, + (w)2

Les directions de droites pour lesquelles il existe un complexe tangent
stationnaire ont pour images les trois sommets du triangle autopolaire relatif aux
deux coniques E et Fy. Il en résulte qu’il existe trois familles de surfaces réglées

asymptotiques. Chacune des familles satisfait a un systéme de deux équations de
Pfaff a trois variables p .

W = 0, + w; =0, W2 = W — W3 = 0, 0wy = w3 = 0.

Chacun de ces trois systémes de Pfaff peut élre considéié comme un systéme
de deux équations diftérentielles ; on voit ainsi que par une droite du complexe,
il passe une surface réglée asymptotique de chaque famille.



CHAPITRE IX

Géométrie tangentielle des complexes non spéciaux

Généralités sur la géomélrie langenlielle des compleres non spécicur. — Je me
propose dans ce chapitre de porter mon attention sur les complexes linéaires
tangents & un complexe non spécial.

Désignons par r une droite mobile qui engendre un complexe non spécial.
Pour obtenir tous les complexes linéaires tangents y relatifs a la droite r, il nous
suffira de connaitre I'un quelconque d’entre eux que nous désignerons par v;;

on peut poser en effet :
Y= 11+ ur,
le symbole p représentant un paramétre arbitraire.

D'ailleurs y, dépendra en général des trois parametres p. Il en résulte que les
complexes linéaires tangents v dépendent en général de qualre paramétres dont
I’'un joue un roéle accessoire.

Considérons unc famille de complexes lin3aires & n paramétres, le nombre
n étant supposé égal ou inféricur a 3. Désignons par v, la forme d'un de ces
complexes et posons

7= plerea] + ... ~+ p2escs ] dy. = dp[eier] + ... + dayezes]

Les droiles communes au complexe y; et aux complexes infiniment voisins

apparliennent aux complexes linéaires de formes :

oI o .
Yl» T g eeceenn y 3
opr T dpn
I'ensemble de ces droites communes constitue ce que nous appellerons 1' « élé-

ment caractéristique ».
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Supposons que n soit égal a 3. L'élément caractéristique est alors en général
constitué par deux droites dont nous désignerons l'une par r. La droite r dépend
de trois parameétres p; elle engendre donc un complexe que nous appellerons
I' « enveloppe » des complexesy. Il est facile de voir que chacun des complexes

11 est tangent (suivant la droite r correspondante) au complexe enveloppé, car
ona:

Y/r=o0; d(yi/7r) = o; dy/r=0; yi/dr =

Remarquons en outre que la famille & trois paramétres formée par les com-
plexes v tels que :

v = Y- w(py, Doy pa)-
enveloppe le méme complexe que la famille formée par les complexes vi.

On peut d’ailleurs considérer un complexe non spécial comme enveloppé
par le complexe vy, ; donc, en général, un complexe non spécial est une enveloppe
a trois paramelres.

Remarquons qu'un complexe tangent non stationnaire dépend toujours de
trois paramétres p. Supposons en effet que la premiére particularisation spéciale
n’ait pas été effectuée, de telle sorte que le complexe adopté pour 7y, puisse élre
Pun quelconque des complexes linéaires qui sont tangents suivant la droite r.
On a:

dy, = 084 (0 + 0n) o+ o, — Yy — w3, avee 8= w;, 4 Wiy,

Pour immobiliser le complexe tangent y,. il faut donc annuler les trois
expressions » el {’expression 9. Si la conique F, n'est pas dégénérée, c’est-a-dire
si le complexe vy, n’est pas stationnaire, on doit annuler les trois expressions
fondamentales » pour égaler & zéro les lrois cxpressions = ; il est alors nécessaire
de laisser fixes les trois parametres p.

L’étude tangentielle des complexes est surtout intéressanle quand l'un des
complexes tangents y, ne dépend pas effectivement des trois parametres p; ce

complexe vy, est alors stationnaire et il est naturel de choisir le repére de facon
que 7; joue le role du complexe vo.

Généralités sur les enveloppes ¢ un parameélre. — N’imposons au repére associé
a la droite génératrice r que la particularisation fondamentale. Supposons que le
complexe v, ne dépende que d'un_parametre. Les expressions = s’annulent en
méme temps que 'une d’entre elles. 11 en résulte que la conique I, est dégénérée
en une droite double et par suite cette conique a deux points doubles distincts ou

confondus communs avec la conique E. Les seuls complexes susceptibles d'étre



— 93 —

considérés comme des enveloppes & un paramétre sont donc les complexes K
et K,.

Il est facile de vérifier que tous les complexes K sont des enveloppes & un
parameétre ; en donmnant au repére la premiére particularisation spéciale, on voit
aisément que non seulement les expressions = mais aussi I'expression 6 s’annulent
en méme temps que l'expression w,, ce qui prouve que la position du complexe
v, ne dépend que d’un paramétre.

On peut vérifier d'une maniére analogue que tous les complexes K, sont des
enveloppes & un parameétre

L'élément caractéristique d’une enveloppe & un parameétre est fourni par les
droites communes a deux complexes linéaires; il se confond donc avec une con-
gruence linéaire L. Nous allons voir que dans les complexes K la congruence L
n’est pas spéciale tandis que dans les complexes K, cette congruence est spéeiale.

Propriéiés des complexes K,. — Considérons un complexe K, Aprés la
premiére particularisation spéciale on peut poursuivre la détermination projec-
tive du repére, de maniérc a avoir :

b =wptwy = 0; Wy = Wy, = 0 wg = 2w,

D’ailleurs le coefficient « n’est nul que pour des complexes particuliers. On

a d’ailleurs :
dyy, = (011 wa3)y, — 0’

Le complexe v, ne dépend donc que d'un parameétre. De plus 1’élément
caractéristique est formé par les droites communes aux deux complexes v, et r,;
c’est une congruence linéaire spéciale.

Si on étudie un déplacement pour lequel I'expression «; est nulle, on cons-
tate que la droite » rencontre la droite fixe r, tout en restant dans le complexe
Y,- Il en résulte que toutes les droites de 1’élément caractéristique appartiennent
au complexe étudié.

Il est intéressant de remarquer gue les droites du couple inflexionnel qua-
druple appartiennent au complexe étudié.

Le foyer inflexionnel quadruple engendre une surface régléc dont les géné-
ratrices sont les directrices des congruences caractéristiques ; cette surface réglée

est développable ou non suivant que le coefficient « est nul ou non.

Propriétés des compleres K. — Considérons un complexe K. Aprés la
premigre particularisation générale du repére on peut annuler I'expression 6. On
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a alors :
dYo = (wu -+ w33)"1 -+ (022—}— ’-"33)"'1

Le complexe y, ne dépend donc que d'un paraméetre. L’élément caractéris-
lique est formé par les droites qui rencontrent les droites ry et r,.

Si on étudie un déplacement pour lequel 1'expression v, est nulle, on cons-
tate que la droite r rencontre les deux droites fizes r,, et 7).

La congruence linéaire caractéristique est tout entiére comprise dans le
complexe étudié.

Il est intéressant de remarquer que les droites de chacun des deux couples
inflexionnels doubles apparliennent au complexe étudié.

Chacun des deux foyers inflexionnels doubles engendre une surface réglée

dont les génératrices sont des directrices des congruences caractéristiques.

Classification des complezes K. — Aprés la premiére particularisalion spé-
ciale du repére on peut toujours, d'une maniere projective, annuler les expres-
sions, 6, v, et v,

On doit alors poser :

Wy, = dwy; gy — Wy = Nw,} wyy = —Ju; + Gu; Wiy = — 0y —+ gw,.

Les coefficients X et %’ sont des invariants fondamentaux mais les coefficients
g1 et g, dépendent du choix du repére tandis que le produit ¢.g. est invariant.

Les coefficients ¢, et g, ne sont nuls que dans des cas particuliers.

On est ainsi amené A distinguer parmi les complexes K : ceux pour lesquels
g: et g» ne sont pas nuls; ceux pour lesquels I'un des deux coefficients g est nul ;
ceux pour lesquels g, et g, sont nuls.

Lorsque ¢: est nul, la surface réglée décrite par le foyer double a: est unc
quadrique. Lorsque ¢, et g, sont nuls, chacun des deux foyers doubles décrit
une quadrique; nous allons étudier de plus prés ce cas trés particulier et nous
verrons que les deux foyers doubles restent situés sur une méme quadrique.

Complexes K dont tous les foyers inflexionnels sont silués sur une quadrique.
— Considérons un complexe K pour lequel les coefficients g, et g, sont nuls.
Nous aurons pour un déplacement du repére ;
da, = wna, + was — Wolly 5 da, = weyl, -+ Wyt + Wy, ;
day = — w3y ~+ hwela + w33y ; da, = —10,a1 — dwd, + W,
On en déduit que le réseau de complexes linéaires :

pals =+ p,ry + ' + 1)



ést fixe, puisque l'on a:
Moy = 0y — gy — 0,,) = — dh.

Les deux droites r, et r, sont situées sur la quadrique Q formée par les
droites communes de ce réseau ; mais le point a, est situé sur r, tandis que le
point a, estsitué sur ry; par suite les deux foyers inflexionnels doubles restent
situés sur la quadrique fixe Q.

Etude d'un complexe K trés particulier. — Supposons que non seulement g,
et ¢, soient nuls mais que l'invariant fondamental % soit aussi nul.

Les points a; et a: sont alors fixes ainsi que les deux plans [aasa.| et [a,a:a,].

Les points inflexionnels doubles restent donc situés dans deux plans fixes.
D’ailleurs chacune des deux directrices de la congruence linéaire caractéristique
pivote dans un plan fixe autour d’'un point fixe.

On peut choisir le repere et les parametres fondamentaux de maniére a avoir :
2
a; = €y~ PiC3 + IT Cys ay = Cz + P, + 2pscs ;
3

Cu
o

On obtient ainsi un exemple trés simple de complexe a foyers inflexionnels
quadruples.

as = P3Cs3; a

&

Généralités sur les enveloppes a deux paramétres. — Nous venons de voir que
tous les complexes K et K: étaient des enveloppes & un paramétre. 11 est facile de
vérifier que tous les complexes I et H, sont des enveloppes a deux paramétres.

Considérons un complexe H ou un complexe H,. Donnons au repére la
premiére particularisation spéciale. Nous aurons dans le cas d'un complexe H :

®, = 0, Wy = w3 - 0y, w; = W, [(wg—!—ws)wm] —+ lﬁms] =0

et dans le cas d’'un complexe H, :

w; = 0, w, = O, B3 = W, [w5w21]+— [ﬁwg] = o.

Dans les deux cas, le complexe y, reste fixe pour un déplacement qui annule
v, et w;; par suite le complexe emveloppant y, ne dépend que de deux para-
métres.

I1 nous reste & chercher si les complexes & foyersinflexionnels distincts G ou
G, peuvent étre des enveloppes & deux parameétres. Nous pouvons supposer,
pour cette recherche, que la premiére particularisation spéciale a été donnée au
repére et nous contenter d’étudier s’il est possible que le complexe v, ne dépende

13
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que de deux paramétres (cela résulte de ces deux remarques que le complexe v,
est stationnaire aprés la particularisation spéciale et que 'on peut adopter pour
v, U'un quelconque des trois complexes stationnaires).

Pour un complexe G on a, aprés la premiére particularisation spéciale :

B = — ), By =-—ou +0u; +w, T = + 0y,
0 = py(ws— ) + paws -+ Ma(wz — o).
Si le complexe v, ne dépend que de deux paramétres, le coefficient p; est nul.
Cela ne "peut arriver que pour certains complexes G exceptionnels car le
coefficient p3est uninvariant fondamental; ces complexes G seront des enveloppes

a deux parametres.
On voit de méme que pour certains complexes (; exceptionnels le com-

plexe v, ne dépend que de deux parameétres.

Eléments caractéristiques des enveloppes ¢ deux paraméires. —— Un élément
caractéristique d'une enveloppe a deux parameétres est fourni par 'ensemble des
droites qui sont communes & trois complexes lindaires; cet élément est donc une
« demi-quadrique » (dégénérée ou non),

On voit aisément que cette demi-quadrique n’est pas dégénérée quand il
s’agit d’'un complexe G ou d'un complexe G,.

Supposons qu’il s’agisse d'un complexe H. Il est possible de choisir le repere
de maniére & annuler 0. On a alors :

dyy = (0104 033) 7o+ (02405} P — war2.

L’élément caractéristique est alors formé par les droites qui rencontrent les
trois droites ri, r; et r,. 11 est constitué par deux « couples » dont I'un est pré-
cisément le couple inflexionnel double.

S’il s’agit d'un complexe H,, I'’élément caractéristique est formé de deux
« couples » dont l'un coincide avec le couple inflexionnel triple.

Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant : quand 1’'élément caractéris-
tique d'une enveloppe & deux paramétres est une quadrique dégénérée en deux
couples le complexe enveloppé admet 'un de ces couples pour foyer inflexionnel

multiple.




CHAPITRE X

Déformation projective des complexes.

Généralités sur LCapplicabilité du premier ordre pour deux complexes non spé-

ciaux. — Le systeme de Pfaff qui fournit les couples de compiexes non spéciaux
applicables du premier ordre est:

(1) wgt+wy, = O} Q,=0, =0, =20, =o.
Ce systeme de Pfaff’ enlraine un systéme non involutif de cinq équations
quadratiques extérieures. On peut d’ailleurs profiter de l'indétermination laissée

aux deux repéres en prolongeant le systéme (1) par les qualre équalions de
Pfaft :

(2) Quy—Qy = Q,, —Q,, =Q_ +Q,; = Qoy + Q,, = O.

Le systeme de Pfaff formé par les neuf équations (1) et (2) entraine six équa-
tions quadratiques extérieures :

[03171’1:] + [(o_,mz]+(w-;m,] = 0},
[wlﬁj -+ [wzgzz - Qn] -+ [‘”3?12] =03 [wlf!;] + [w2932 - QM] -+ [‘*’354_2] =0;
(3) [QI—Q—;] — [w;@] -+ 2[@ 5‘;} -+ [921‘33] —_ [%‘31] =0,
L@, — 0 — alglp | 42858, - @y | — [@m] + (3, = 95m] =0
. — [‘%932—‘941] -+ 2[‘02?31] -+ 2[9_21 Qpy — 911] -+ [@mi] — erz — 911551] = 0.

Le systeme quadratique (3) est involutif. Par un élément linéaire intégral
arbitraire & deux dimensions §, il passe en effet comme nous allons le démontrer
un élément linéaire intégral &,. Nous pouvons supposcr que I'élément arbitraire
& est défini par deux éléments linéaires intégraux qui satisfont respectivement a :

wy; = W3 = O et W = w, = 0.
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Cela résulte de cette remarque que par un changement du premier repére
les trois expressions v, w; w3, considérées comme les coordonnées homogénes
d’un point M dans un plan Q, subissent la transformation projective qui laisse
fixe la conique E; on peut donc amener une droite quelconque du plan Q (image
d’un élément §,) en coincidence avec la droite qui joint les deux points situés sur
E et de coordonnées respectives i, 0, o et o, 0, w:.

Considérons alors les deux éléments linéaires intégraux (a) et (b) pour lesquels
les expressions :

vy, Wy, o, w, B, W, Qp, Qy — e, Ly, Dy, Q5 — Qy,

sont respectivement proportionnelles a:
1, o, o, o, a, d, o, « o« A, A A" et o, o, 1,¥,.. B.

Exprimons que les éléments linéaires (@) et (b, sont en involution et qu’un
élément linéaire intégral (v) est en involution avec (a) et avec (b). Nous obtien-
drons ainsi des équations qui traduisent ce fait que 1'élément §, & deux dimen-
sions défini par (a) et (b) et que l'élément & & trois dimensions défini par (a,
(b) et (v) sont tousdeux intégraux. Ces équations montrent que I'on peut exprimer

linéairement en o, w,, v les neuf expressions :

®y, Wy, W3, Qua,  Q — Doy, Qay, Ly, Qe —- Ly, Q.

Par suite ces équations définissent un seul élément & qui contient 1’élément §&..

En employant les notations du Mémoire de M. Cartan sur I'intégration des
systémes d’équations aux différentielles totales on voit ainsi que le nombre entier
r; est nul, ce qui exige que le nombre entier s; soit aussi nul.

La solution générale du systéme (1), (2), qui fournit les couples de com-
plexes non spéciaux applicables ne dépend donc certainement pas de fonctions
arbitraires a plus de deux arguments. Puisqu’'un complexe non spécial, arbitraire,
dépend d’une fonction arbitraire a trois arguments, nous devons en conclure
qu’en général deux complexes non spéciaux ne sont pas applicables et que sur
un complexe non spéeial donné arbitrairement on ne peut en général appliquer
d’autres complexes. Les complexes non spéciaux sont par suite en général ind(-
formables.

Pour connaitre le degré de généralité de la solution du systéme (1), (2), il faut
chercher la valeur de l'entier r,. Il est facile de vérifier que par un élément
linéaire intégral du premier ordre &, il passe une infinité d'éléments &, dépendant
de quatre parameétres; par suite 7, est égal & 4 et s, est égal & 3. La solu-
lion générale du systeme de Pfaff (1) (2), qui fournit les couples de complexes

\
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applicables ainsi que la correspondance de droites, dépend donc de trois fonctions

arbitraires de deux arguments.

Expressions de Pfaff qui sont égales sur deux complexes non spéciaux appli-
cables. — Considérons deux complexes non spéciaux applicables. Les équations
(1) et (2) du paragraphe précédent expriment que les huit expressions de Pfaff

~

Wy3, Oy, Wz, ey, W33 = Wiy, Wy — Wn, O3 = Wiy, Wizt 0y
sont égales aux expressions correspondantes du deuxiéme complexe.

Posons pour abréger en supposant que le premier repére a subi la particu-
larisation fondamentale :

2

2ay = d'a” — b2, 2d, = a'a — b2, 20dv=da — b?;
2by = 00" — ab, 2b,= b'b —d'b, 2b'=bb — d'b.
En vertu des équations (3) du paragraphe précédent, les quatre expressions
quadratiques :
[wleiJ -+ [wz(waz —_ ﬁ’u)] =+ [wgw,,z],
— (w5 — o4)] + 2waw,e] 4+ gl wws] + 0" [wswy] + b [ww:]
~+ [0105,] — [w30,5] 4 by [05] 4+ @'o[030,] + bolww,]
2[‘*’2‘1’31] + (‘*’3(&)32 - (-)“)] -+ b,ol“'z‘ﬂs] —+ bo[‘”a"’;] + a’ﬁ)[‘*’x‘*’?]q
sont égales aux expressions correspondantes du deuxiéme complexe.
Posons alors :

291 = 20y — A"yw1 — 2byw. 4+ d'w,

e = (w2 — wu) — bywy — (@' — bo)o, — b'g0s
29; = 2040 + @'ow; — 20" (ws + Qovg.

D’aprés ce qui précede, les quatre expressions quadratiques

[onpi] = [or22) + [00na], — [orp.] 4+ 2[0rz], [wi0] — [037], — 2 0,21] + [wsg]
doivent étre égales aux expressions correspondantes du deuxiéme complexe.

Cela ne peut d'ailleurs étre réalisé que si les trois expressions de Pfaff

2., 92, ¢; sont égales aux expressions correspondanles du deuxieme complexe.

Remarque sur le choiz du deuxiéme repére — Si deux complexes sont appli-
cables on peut réaliser les équations de Pfaff.

Qy = Qu = 0y = 0 T Qg+ O = Q5 + 0 = Qg — Oy
En considérant les équations quadratiques entrainées, on arrive & cette con-
clusion que le second repere peut encore étre modifié sans nuire aux conditions
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d’applicabilité. Pour eette modification du repére les deux expressions égales
Ey, et By

ne sont pas nulles et le complexe linéaire qui joue le rdle de I, est changé. On
peut donc supposer que le deuxiéme repére a été choisi de maniére que I’on ait
un complexe linéaire tangent déterminé pour jouer le réle de T,.

Appliquons cette remarque & I'étude de I'applicabilité d’un complexe linéaire
non spécial sur un autre complexe. Nous adopterons le complexe linéaire étudié

comme complexe T,. Dans ees eonditions la forme Ty sera fixe, ce qui entraine
les équations de Pfaff :

M=1,=1,=6=o.

Déformation des complexes enveloppés par un complexe linéaire dépendant d’un
parameire. — M. Cartan a démontré que dans un espace conforme « les hypersur-
faces enveloppes d’une familled’hyperspheres dépendantd’un parameétre admettent
une représentation conforme sur 'hypersphere ». Si on applique ce théoréeme a
Iespace conforme & qualre dimensions on Lrouve par transposilion dans I'espace
réglé que les complexes enveloppes d’'uue famille de complexes linéaires
dépendant d'un paramétre sont applicables sur un complexe linéaire.

Faisons la démonstration directe de I'applieabilité d’un complexe linéaire
sur un complexe K.

Donnons au repére associé a un complexe K la premiére particularisation
spsciale et supposons le repere completement choisi. Les paramétres qui fixent la

N

position du repére associé & un complexe linéaire supposé applicable devront
satisfaire aux équations de Pfaff :

Op =05, =0, + 0, =9, 49, = 0;,—0, = 0,0, =0

22

Qg — Qg = Oy —Q,, Qug— Q= Q3 — Q;, = Qg+ Q, = 0.

Ces équations de Pfaft n’entrainent que quatre équations quadratiques exté-

rieures qui exigent pour étre satisfaites que U'on ait (rois nouvelles équations de.
Pfaff :

Qg = Qp— 9y = Q,, = O.

Ces derniéres équations m'entrainent que F'équation quadratigue

Posons donc 0, = how
Cette équation nouvelle de Pfaff entraine :

(F) 2Nt wyfeys — wss)] + [wgamy| = [2dﬁwz]-
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Nous pouvons d’ailleurs supposer que le premier repére a été choisi de

maniére que 'on a :
Wy = O et wy = 0}

(il suffit pour cela de profiter de I'indétermination laissée au repére apres la pre-
miére particularisation spéciale).

L’équation (1) devient

[dhw,] = 0.
Drailleurs w, est une différentielle totale exacte, car son covariant est nul. 1

suffira pour réaliser I'application d’adopter :

si p; est choisi de facon que sa diftérenticlle soit égale & w..
On peut ainsi réaliser d’'une infinité de maniéres, l'application d’'un com-

plexe K sur un complexe linéaire, puisque la fonction f est arbitraire.

Les complexes G applicables sur uin complexe linéaire. — Donnons au repere
associé & un complexe G la premiere particularisation spéciale. Supposons qu’un
complexe linéaire non spécial soit applicable sur le complexe donné. On peut
choisir le deuxiéme repére de maniére a avoir :

M =0, =1 =0 = o0,

Qy =0, = Oy, = Z: = Qu+Qy = Qs+ Q. = Qp-—Qy = Q,, — Q. = 0.

Ces équations de Pfaff entrainent quatre équations quadratiques qui exigent que
Pon ait :

£y = — vy, 203, — Q) =+ vy, 48 = — .

Dés que le premier repére sera compléetement choisi, toutes les expressions
2, seront donc connues. On aura en effet :

20 = — 204 = w3 20, = —2 94 = By 20 — Qi = wy

’

(4951 = — o1 ; 48 = —oy; B, = wy—205 400 = —w,— af.
D’ailleurs, on aen particulier |’équation quadratique extérieure :
(w1 +w3) = 0.
On peut donc choisir les parameétres fondamentaux du complexe G applicable de
facon a avoir :
W) 4wy = dpl-

En cherchant les trois familles de surfaces réglées asymptotiques, on trouve
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que les surfaces de deux familles satisfont & 1’équation :-
w; -4 w3 = O ou d[h = 0.
Donc quand un complexe G est applicable sur un complexe linéaire, les

surfaces réglées asvmptotiques de deux des trois familles s’assemblent en con-
gruences dépendant d'un paramétre.

Déformation d'un complexe spécial. — Donnons-nous un complexe spécial.
Imposons au repére associé la particularisation fondamentale. Le systeme de

Pfaff qui fournit les complexes spéciaux applicables cst :

(1) 12—;:::_13-7—‘923:924:0-

Ce systéme n’est pas involutif. On peut d’aillcurs profiter de 'indétermina-
tion des repéres en prolongeant le systeme (1) par les deux équations de Pfaff .

—_—

(2) Qi = 934 = 0.
Le systéme formé par les équations (1) et (2) entraine cing équations quadra-
tiques :
['J)JQ:M - Qn] = [“’19—21] -+ [&)2922 - 933] - [wsﬁ;;l = 0.

3) e R
[w:;Q“ — Q| = [015Qy — Q1] + [‘01932] = [034Qy — Q3] — [“’3932] = 0.

I1 est facile de donner au systéme (3) une forme simple en donnant au pre-
mier repere une premiére particularisation spéciale qui intéresse les deux expres-
sions vz et wy,.

Dans le cas général, on peut réaliser les deux équations de Pfaff :

(4) Wiy = — Wy, wy = .

Il s’agit alors d’'un complexe spécial donné a surface non développable comme
support. (Dans les cas particuliers ou le support est une surface développable,
une courbe ou une droite, 'une au moins des deux expressions est nulle).

Placons-nous dans ce cas général. Les complexes applicables devront, en
vertu des équations (2) avoir pour supports des surfaces non développables
et de plus les lignes asymptotiques se correspondent car leurs équations sont :

mﬁ?_w?’z = o, 912_932 == 0.

Le systéme (3), ou 'on tient compte des simplifications fournies par (4) est
involutif. Les caractéres ont pour valeurs respectives
$, = D, $H=1, S3 = 0.

I1 en résulte que le systeéme de Pfaft qui fournit les complexes applicables et
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la correspondance de droites, admet une solution générale qui dépend d’une
fonction arbitraire de deux arguments.

Mais un complexe spécial dont le support est une surface non développable
dépend précisément d’'une fonction arbitraire de deux arguments. Il est donc a
prévoir que tous les complexes spéciaux dont les supports sont des surfaces non
développables sont applicables sur le complexe donné et que par suite les com-
plexes spéciaux admettent tous une déformation du premier ordre.

Il en est effectivement ainsi. Pour le démontrer, on se donne deux complexes
spéciaux dont les supports sont des surfaces non développables; on choisit les
deux repéres et on considere le systeme de Pfaff qui fournit les correspondances
de droites capables de réaliser une application; on constate alors que ce systéme
de Pfaff admet toujours des solutions.

14



APPENDICE

Rapports entre la géométrie réglée de I'espace a trois dimensions

et la géométrie conforme de 'espace d quatre dimensions,

M. Cartan a remarqué dans sa communication au Congrés de Strasbourg
lintérét que présente, pour l'espace réglé E, 1'étude de l'espace conforme a
quatre dimensions §,.

Tandis que dans l'espace réglé, un complexe linéaire est défini par six
coordonnées homogenes x, dans I'espace §, unc hypersphére est définie par six
coordonnées homogénes « hexasphériques » y; tandis que dans E; un complexe
linéaire est spécial quand ses six coordonnées annulent une certaine forme qua-
dratique @ (%), dans l'espace & une hypersphére, point « des coordonnées
qui annulent une certaine forme quadratique wy).

Il estfacile d’imaginerque 'on exprime les variables o au moyen des variablesy
d’'une facon linéairc et homogene de telle maniere que @ (x) se transforme en
w(y). On fera ainsi correspondre aux hypersphéres de &, les complexes linéaires de
Es;; aux hypersphéres-points de &; correspondront les complexes linéaires
spéciaux de E,. A unc variété ponctuelle décrite dans §, par le centre
d’une hypersphére-point on fera correspondre dans E; la variété réglée engendrée
par la directrice d'un complexe spécial. Aux lignes de courbure d’une hyper-
surface correspondront les « surfaces asymptotiques » d'un complexe.

L’étude de lespace réglé senrichit donc par transposition de tous les
résultats donnés par M. Cartan sur la déformation des hypersui faces dans l'espace
& (I)

(1) Bull. de la Soc. Math. de France 1917 et 1918 : La deformalion des hypersurfuces dans U'espace con-
forme réel @ m > 5 dimensions.
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On peut raisohner directement dans 1'espace réglé tout en profitant de la
symétrie des calculs de l'espace conforme : il suffit de choisir comme repére
non plus 'ensemble formé par quatre points mais 'ensemble formé par six com-
plexes linéaires convenablement choisis et de considérer le complexe linéaire
spécial comme élément générateur de I'espace.

Adopter pour repére mobile 'ensemble des quatre points aiaeasa. revient a
adopter un repére formé par six complexes spéciaux dont les directrices forment
les arétes du tétraddre «apae,. On peut adopter comme repére six complexes
quelconques Ay A, A; A M N pourvu que leurs formes soient indépendantes ; tout
complexe linéaire v sera défini par six coordonnées homogénes telles que l’on ait :

Y = Ay 49\ 4+ 05A; + oA 4 pM +WN
et le complexe y sera spécial et par suite servira a définir une droite si I'on a
vy = Ay I A, + 2ay0,A1 | Ao ... = 0.

Pour étudier un complexe linéaire non spécial engendré par la droite r et
admettant pour complexe tangent le complexe linéaire de forme r, +r': il est
commode d’adopter comme repére l’ensemble des six complexes :

M=r N=2ar A=r+r, A =iri—ir
Ay =ro+r Ay =ir.—ir,
Dans ces conditions un complexe linéaire 1 est spécial si l'on a :
2,2~ o2 + a3 + a2 + 20y = 0.

Si nous réservons pour un nouvel usage les symboles w,, w,, w3, le déplace-

ment infiniment du repére est caractérisé par les six équations :

dM = M —‘|—UJ1A1 -+ w2A3+ wg“rs.

dA; = — yM — o N +wAs + oA + A,
dAs = — oM —w,N A+ opAs + BA.
() s, = — M — 0N b wy A - A, 4 A,
’ dA = — ;M — WA — WA, — b\,
\ AN = — ON + Ay 4+ 7280 7385 + £\
Les expressions 0, o, y, 4, = sont définies par :
20 = () 4 Wy — wgy — ©),
20 = Wy — W3, Wy = lwgg, 3wy = — i(ey — 0y),
Yo = Oy — g, py = oy —05), 3= — U0y 4 04), L= — (wg —+ o4),
(2) 2P =0 —g g, — w3, 2Yy= _i<‘”11—°)~2+“)33'_u), 24’3=i(0’12+w21—-&)34—m3),
2Ty = — 2Wy = — 1(0’12+w21+0’34+wh3), AW 3 = — 2W34 = —'i(“’u—‘*’22—w33+w44),

2Wa3 = — 3W3y = — W)y == Wgy — 'y — Wy
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Les formules (1) ne sont autres que les équations qui caractérisent le dépla-
cement infiniment pelit du repére de l'espace & ou M et N sont deux
hyperspheres-points et les A des hyperspheres : on obtient les équations fournies
par M. Cartan et indiquer : (1)

Les covariants bilinéaires des expressions 0, », ¥, ¢, », sont fournis, comme
on peut aisément le vérifier directement par les formules données dans &, par
M. Cartan.

Les relations (2) sont trés utiles pour transposer dans l'espaceréglé des calcul
effectués dans l'espace conforme.

(1) Afin d’avoir les mémes notations que M. Cartan, j'ai employé dans I'Appendice des symboles A,

pour désigner des complexes linéaires tandis que j'ai utilisé, dans le courant du Mémoire, ces symboles
pour représenter des points.

v,

L i
‘ oo
Ny
oY N
A T
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