
THÈSES DE L’ENTRE-DEUX-GUERRES

PAUL MENTRÉ
Les variétés de l’espace réglé étudiées dans leurs propriétés
infinitésimales projectives
Thèses de l’entre-deux-guerres, 1923
<http://www.numdam.org/item?id=THESE_1923__43__1_0>

L’accès aux archives de la série « Thèses de l’entre-deux-guerres » implique l’accord avec les
conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commer-
ciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou im-
pression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Thèse numérisée dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=THESE_1923__43__1_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


«H
D'ORDRE

1774 THÈSES
PRÉSENTÉES

A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE PARIS
POUR OBTENIR

LE GRADE DE DOCTEUR ES SCIENCES MATHÉMATIQUES

Par M. Paul M E N T R É
INGÉNIEUR 1. E. N., AGRÉGÉ DE L ' U M V E R S I T É

4re THÈSE. — LES VARIÉTÉS DE L'ESPACE RÉGLÉ ÉTUDIÉES DANS LEURS PROPRIÉTÉS

1NFIXITÉSIMALES PROJECTiVES.

te THÈSE. — ÉQUILIBRAGE.

Soutenues le tû novembre 1923, devant la Commission d'examen

Commission
MM. KOENIGS, Président

CARTAN

YESSIOT

PARIS

LES PRESSES UNIVERSITAIRES DE FRANGE

49, Boulevard Saint-Michel, /ig

1923



Faculté des Sciences de l'Université de Paris

Doyen honoraire

Professeurs honoraires..

MM.

MOLUA«D, Professeur. Wiysiotogâe végétale.

P. APPELL.

P. PUI3EUX.
VÉLAIN.
BOUSSINESQ
PRUTOT.

Professeurs.

Emile PICAÏVP.... . . . Analyse supérfettre et mï^èbre supérieure-
KSENIGS Mécanique physique et expérimentale.
GOURSAT Calcul différentiel et calcul intégral.
HALLER , Chimie organique.
JOANNIS Chimie (Enseignement P. G. N.).
JANET Elecjrotechnique générale.
WAIXERANT Minéralogie.
ANDOYER Astronomie.

1 PAINLEVÉ Mécanique analytique et mécanique céleste-.
I HAUG Géologie.

H. LE CHATELIER Chimie générale.
Gabriel BERTRAND. . . Chimie biologique.
M*1* P. -CURIE Physique générale et radioactivité.
CAULLERY Zoologie (Evolution des êtres organisés)
C. CHABHIE Chimie appliquée.
G. URBAIN Chimie minérale
Emile BOREI Calcul des probabilités et Physique mathém.
MARCHIS Aviation.
Jean PERRIN Chimie physique.
ABRAHAM Physique.
CARTAN Mécanique rationnelle.
Cl. GUICHARD Géométrie supérieure.
LAPICQUE Physiologie.
GENTIL Géographie physique.
VESSIOT Théorie des groupes et calcul des variations*
Qmrm Pàysâque générale,
DRACH Application de l'analyse à la géométrie
G. FABRY Physique
Charles PÉREZ Zoologie.
Léon BERTRAND Géologie appliquée et géologie régionale.
DANGEARD Botanique.
LESPIEAU Théories chimiques.
LEDUC Physique théorique et physique céleste.
MONTER M&Jhématiques générales
MAURAIN Physique du globe.
RABAUD Biologie expérimentale.

Anatomie et physiologie comparées.

HÉROUARD Zoologie.
Rémy PEnRiEa Zoologie (Enseignement P. C. N )
SAGWAC Physique théorique -ei physique céleste.
PORTIER Phvsiologie.
BLAISE Chimie organique
pécHARD Chimie (Enseignement P. C N.)-
AUGER Chimie analytique
M. GuiCHAun Chimie minérale
GUILLET Physique.

Secrétaire. Oaniei TOMB»C«:



A M. E. CARTAN.





PREMIÈRE THÈSE

LES VAEIÉTÉS RÉGLÉES

ÉTUDE PAK LE CALCUL EXTÉRIEUR DE LEURS

PROPRIÉTÉS IKFIKITÉSIMALES PRO JECTIVSS*

INTRODUCTION

La Géométrie réglée a été l'objet de nombreux travaux. Pour s'en convaincre
il suffit de lire la Préface de l'important Mémoire de M. Kœnigs sur La Géométrie
réglée et ses applications ( ').

Les principales propriétés des surfaces réglées, des congruences et des com-
plexes sont données par M. Vessiot dans ses Levons de Géométrie supérieure Ç).
Une étude détaillée des variétés de droites se trouve dans le livre de M. Kœnigs
sur les propriétés infinitésimales de l'espace réglé (3).

Dans ses Leçons sur la Théorie générale des Surjaces (4), M. Darboux a

consacré de nombreux chapitres à la déformation; il a employé les méthodes du
calcul différentiel ordinaire. Gomme en géométrie ponctuelle, le problème de la
déformation présente en géométrie réglée un intérêt tout particulier. M. Fubini
a généralisé aux espaces projectifs, la définition de l'applicabilité de deux variétés ;
il s'est occupé tout particulièrement de la déformation projective des suiface&

(1) Gauthier-Villars éditeur, Paris 1895.
(2) Hermann éditeur, Paris 1919.
(3) Gauthiers Villars, Paris 1882.
(4) Gauthier-Villars, Paris 1896.
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mais il a consacré un court Mémoire à des considérations sur l'applicabilité
projective des complexes et des congruences ; il a employé dans ses nombreux
Mémoires (*) les procédés du calcul différentiel absolu imaginé par Christoffel et
perfectionné par Ricci. Enfin M. Cartan dans une Communication au Congrès
de Strasbourg, a montré comment on pouvait étudier la déformation des variétés
engendrées dans un espace quelconque par un élément géométrique quelconque
en employant une méthode fondée sur l'emploi des « covariants bilinéaires ».
Le procédé de calcul avait été imaginé par Frœbonius ; il fut perfectionné et
mis au service de l'étude des groupes de transformations par M. Carlan qui l'a
appelé « calcul extérieur » et a fourni de nombreux exemples d'applications
géométriques de sa méthode. En étudiant les espaces conformes M. Cartan a
remarqué que le problème de la déformation dans l'espace à 4 dimensions pré-
sentait des difficultés spéciales; il s'est borné dans ce cas particulier à la recherche
des hypersurfaces applicables sur une hypersphère ; cette question correspond
par une transformation qui change une hypersphère de rayon nul de l'espace à
4 dimensions en une droite de l'espace à 3 dimensions à l'application des com-
plexes sur un complexe linéaire, dans l'espace projectif à trois dimensions.
D'ailleurs, dans sa Communication au Congrès de Strasbourg, M. Cartan a
énoncé les nombreux résultats intéressants qu'il a obtenus sur l'applicabilité
projective des complexes et des congruences.

Dans ce Mémoire je me suis proposé d'employer le calcul extérieur à l'étude
des propriétés infinitésimales de l'espace réglé projectif. J'ai porté surtout mon
attention sur la déformation des variétés mais j'ai l'intention de poursuivre mes
recherches sur ce problème difficile.

Je consacre les trois premiers chapitres à des généralités sur l'emploi des
symboles représentatifs des principaux éléments géométriques, sur la détermi-
nation projective du repère mobile associé à la droite qui décrit une variété et
enfin sur le problème de l'applicabilité projective. J'étudie ensuite successivement
les variétés réglées à une, deux et trois dimensions.

L'emploi du repère mobile fournit aisément certaines propriétés projectives
des variétés ; beaucoup de ces propriétés ont d'ailleurs été données par différents
auteurs qui employaient la méthode ordinaire de calcul dans l'espace euclidien ;
la plupart des propriétés relatives aux complexes enveloppés par un complexe

(1) Dans l'avant propos de son Mémoire intitulé Fondamenli di geometria proietUvo-dlfferenziale et paru
dans les Rendiconti del Circolo M. di Pakrmo (191819), M Fubini donne la liste de ses principaux
Mémoires.
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linéaire dont la position dépend d'un ou de deux paramètres sont nouvelles^). La
détermination projective du repère mobile fournit une classification projective
des différentes sortes de variétés ; la classification des complexes présente un
intérêt particulier

La méthode du calcul extérieur a été exposée par M. Gartan, notamment dans
son Mémoire Sur les variétés de courbure constante d'un espace euclidien et
non euclidien (2) et dans ses Leçons sur les Invariants intégraux (3)

(1) J'ai résumé ees propriétés dans une note à TAeadénaio des Sciences, G. B. du 20 novembre 1922.
(a) Bulletin de la Société Mathématique, années 1919 et 1920
(3) Hermann éditeur, Paris 1922



CHAPITRE PREMIER

Symboles de la Géométrie projectiye réglée

Symboles de points. Repères. — Considérons l'espace ordinaire rapporté à trois
axes Oœ, Oy, Oz.

Nous désignerons un point de l'espace par l'une des lettres a, b, c, m, n. Dans
une équation la lettre qui représente un point symbolisera l'ensemble des quatre
coordonnées homogènes de ce point.

Par un symbole tel que ha-^kb-*- le •+•... nous représenterons le point dont
les quatre coordonnées homogènes s'obtiennent en multipliant respectivement
celles de a, b, r,... par les nombres h, k, l... et en ajoutant les produits. Les
symboles a et ha correspondent ainsi au même point géométrique.

Il est facile de rapporter l'espace à un repère formé de quatre points ax dont
les coordonnées homogènes sont déterminées ; il suffit que le repère forme un
tétraèdre ou ce qui revient au même que le déterminant des seize coordonnées ne
soit pas nui. Etant donné le tétraèdre a^a^a^ on peut en effet écrire pour tout
point m de l'espace : m ~ iai -H Ça2 H- ̂ #3 -+- taA ; les quatre coefficients déter-
minés ainsi s'appellent les coordonnées du point m dans le repère aA ai a3 eu.

Nous appellerons repère simple le repère constitué par les quatre points
bi 62 63 64 dont les coordonnées homogènes respectives sont : o, o, o, 1 ; o, o, 1, o>
o, 1, o, o ; 1, o, o, o. On peut alors écrire : m = tb\ -h zbi H- yfo -4- xfa ; les
coordonnées homogènes cartésiennes du point m sont donc identiques aux
coordonnées du point m dans le repère 61626364.

On sait qu'une transformation homographique de l'espace est déterminée
quand on connaît les anciennes et les nouvelles coordonnées homogènes de
quatre points. Si nous effectuons la transformation qui amène le repère

en coïncidence avec le repère ai «2 «3 a4 le point m — TOI -h Ça2 -+• r^az -h £a4



sera amené en coïncidence avec le point m — tai + Ça24-^a3-HÇa4. Les coor-
données anciennes relatives à l'ancien repère sont donc les mêmes que les
coordonnées nouvelles relativei au nouveau repère. On peut donc dire que le
repère mobile a^a^a^ entraîne avec lui tous les points de l'espace de telle
manière que les coordonnées relatives soient respectées ; on a ce qu'on appelle
un déplacement projectif de l'espace. En géométrie projective, on ne doit pas
considérer comme distinctes deux figures qui peuvent être amenées en coïnci-
dence par un déplacement projectif de l'espace. Deux figures (F) et (F") seront
donc dites égales quand on pourra trouver deux repères (a') et (a") tels que les
deux figures soient définies par les mêmes relations entre les coordonnées rela-
tives de leurs points.

Pour étudier les symboles de droites, plans et complexes linéaires nous imagi-
nerons que l'espace est rapporté au repère simple 6i6>ô364 et à un autre repère quel-
conque aiusa^. Pour abréger le langage nous appellerons « coordonnées abso-
lues » les coordonnées dans le repère (6) et « coordonnées relatives » les coor-
données dans le repère (a).

Les coordonnées absolues d'un point m sont donc les coordonnées homo-
gènes cartésiennes. De plus les coordonnées relatives du point m sont identiques

aux coordonnées absolues du point m avec lequel le point m vient coïncider
quand on effectue le déplacement projectif de l'espace pour lequel on a :

aî = bt :

Nous désignerons par xt, y,, zi, tx les coordonnées absolues du point m et

par xy y, z, t les coordonnées absolues du point m c'est-à-dire les coordonnées

relatives du point m.

Symboles de droites. — Considérons la droite qui joint le point m au point m'
Désignons par x, y, z, t, x, y', z', t', les coordonnées relatives des points m et m'.
Si nous appliquons le repère (a) sur le repère (b) la droite m m7" aura pour coor-
données pluckériennes cartésiennes :

X = tx' — t'x, Y = ty' — t'y, Z = tz' — t'z, L = yz' — y'z,

M =zx' — z'x, N = xy' — x'y ;

ces six quantités déterminent la position de la droite m m! dans le repère (6) et
par suite la position de la droite mm! dans le repère (a). Nous dirons que ce sont
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les coordonnées pluckériennes relatives de la droite mm' et les coordonnées
pluckériennes absolues de la droite m Jh'.

Par le symbole [mm'] représentons l'ensemble des six coordonnées absolues
de la droite mm' et par le symbole \alaj'\, représentons l'ensemble des six coor-
données absolues de la droite atar Dans les calculs symboliques nous devrons
traiter les symboles de droites comme des déterminants à deux colonnes, puisque
chacune des coordonnées pluckériennes est égale à un déterminant à deux
colonnes.

Par un symbole tel que : h\aia^\ ~hk[aâat] ^— nous représenterons la droite
dont les six coordonnées absolues s'obtiennent en multipliant respectivement
celles de [aia2], [G^GU]... par les nombres h, k et en effectuant les sommes des
produits obtenus. Un calcul simple montre que l'on a La formule symbolique.

\mm'] = Z\ai(i2\ 4- YiaLaz] H- Xfaiûfc] —N[a3a*] — M[a4a2] — L\a2a3\.

Symboles de plans. — Considérons le pLan qui passe par les trois points m, m',

m!1. Appliquons le repère (6) sur le repère (a). Désignons par x0, y0, zQ, t0 les
coordonnées absolues d'un point variable du plan m m' m'.

L'équation cartésienne du plan m ml m!' peut s'écrire E = o, E désignant
un déterminant à quatre lignes dont la première est : xx'x"x0. En développant
E suivant les éléments de la dernière colonne on trouve

E = ux0 -+- vy0 + wzQ -h rtQ ;

les coefficients ay v, w, r sont égaux à des déterminants à trois colonnes
formés avec les coordonnées relatives des 3 points m, m', m".

Les 4 nombres a, v, w, r déterminent le plan ~rïiTn'~m" dans le repère (6)
ils déterminent donc le plan mm!m" dans le repère (a) ; nous dirons que ces
nombres sont les coordonnées absolues du plan Tâïnlrn? et les coordonnées rela-
tives du plan mm'm".

Parles symboles [mm/m"], [afl^] représentons l'ensemble des 4 coordon-
nées absolues des plans mm'm" et a%a3ak. Dans les calculs un symbole de plan
devra manifestement se traiter comme un déterminant à trois colonnes.

Si l'on cherche les coordonnées absolues du plan mm'm" on voit qu'elles
satisfont à l'équation symbolique ;

[mm'm"] = w[aia2a3] — v[a+üia2\ -4- wfajöwii] — r[a2ajaj.
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Ajoutons que tout point n du plan mm!m" peut s'écrire

n=am-f- pm' -h 7m"

et que l'on a par suite
\mm'm'n\ = o,

si l'on comient de représenter le déterminant à quatre colonnes formé par les
J6 coordonnées des points mm'm'n par le symbole

[mm'm"n].

Symboles des complexes linéaires spéciaux — Un complexe spécial étant défini
par sa directrice nous le représenterons par le même symbole que sa directrice.
Un complexe spécial peut donc se représenter par une expression telle que ;

p[aia2] -f- pi[aiaj] •+- p2[aia4] -+ p'[a3a4) -H p,[a4a2] -h pr2[a>a,]]
si Ton désigne par

P>pl>p2> p'> pi» ^ P72

les coordonnées relatives Z, Y, X, N, M, L, de la directrice. Les six nombres p
s'appellent les coordonnées relati\es du complexe spécial ; ils sont liés par
l'équation :

PP' •+• Pipi "+- ?2?2 = O .

Deux complexes linéaires spéciaux de coordonnées relatives respectives
?,?'... et <7,ar' auront des directrices concourantes si l'on a :

OG' 4 - G?' ~f- picrj -4- G-ip[ H- p2arj + <r2p'2 — O.

Symboles des complexes linéaires quelconques. — Considérons pour un instant
les coordonnées p d'un complexe spécial comme étant les coordonnées homo-
gènes d'un « point-image » p0 dans un espace à 5 dimensions E5. Tous les points-
images des complexes spéciaux sont situés sur l'hyperquadrique 4>dont l'équation
est :

pp' -4- Pip' - h P2P2 = o .

Deux directrices se rencontrent quand les points images sont conjugués.
Soit un point quelconque Y de l'espace Eo. Désignons ses coordonnées par

<*, ffi,.. .a'u. Les points conjugués de y satisfont à la relation :

p0' -+- ffp' - h piGi -\- (Jipî H- p2(72 - h »2p2 = ° )
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les points conjugués qui sont situés sur 4* sont donc les images des complexes
spéciaux dont les directrices satisfont à la relation :

Z*' -4- Y«i' -+- Zor2 — N<7 — M^i — L<72 = o .

Ces directrices sont donc situées dans un complexe linéaire.
A tout point Y de l'espace E5 on peut donc faire correspondre un complexe

linéaire de l'espace réglé.
Il est commode d'adopter dans l'espace E5 des repères formés par six points

dont on connaît les six coordonnées homogènes.
A tout repère de l'espace réglé nous pourrons faire correspondre un repère

de l'espace Es en prenant les images des six arêtes du tétraèdre.
Au repère a^a^a^ correspondra donc le repère rrir2r'rir2 formé par les

images des complexes spéciaux :

faiös], [ÖIÖSJ, ffliö*], [a3a4], [OAI

Au complexe spécial dent le symbole est

correspond le point image dont le symbole est

Considérons un point quelconque

Y =

de l'espace E5.
Si nous déplaçons le repère a^ctm^ qui entraîne les points de l'espace réglé,

les points de l'espace E5 subiront un déplacement non euclidien respectant
l'absolu ty. Mais il est facile de connaître la transformation subie par un
point de d; puisqu'on connaît la transformation subie par la directrice du
complexe spécial correspondant. Si le repère (a) vient en effet coïncider avec le
repère (a) défini par les équations :

on obtiendra immédiatement les nouvelles coordonnées du complexe spécial

en remplaçant dans son symbole les lettres at par leurs valeurs.
Comme tous les points de l'espace E5 subissent une même transformation

projective, nous sommes conduits pour trouver la transformation subie par Y à
chercher comment se modifie l'expression
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Désormais par une expression telle que :

Y = o1 [aiO2] 4- ffi[aia3] •+• [ ]

nous symboliserons un complexe quelconque dont l'image dans l'espace E5 aurait
pour coordonnées

et dont les droites satisfont par suite à l'équation :

Z*' -h Y* -h Xo'2 — N* - M<7! — Zta2 = o.

Deux complexes linéaires sont en involution quand leurs images sont
conjuguées.

Pour exprimer qu'un complexe linéaire est fixe il suffît d'écrire que la forme
,7 se reproduit à un facteur près.

Pour trouver la nouvelle position d'un complexe linéaire après un dépla-
cement projectif, il suffît de chercher comment se modifie la forme y. Les six
nombres <*• s'appellent coordonnées relatives du complexe.

Moment relatif de deux complexes. — Etant donné deux complexes linéaires
quelconques p0 et a0 de coordonnées p, pi... et a, a1... on appelle « moment relatif »
l'expression bilinéaire :

F = pa' -h pi<s[ -f- p2<> - h p'ff -+- pfci -+- p^a-

Si le moment relatif est nul, les deux complexes sont en involution et si
l'un des complexes est alors spécial, sa directrice est contenue dans l'autre
complexe.

Le moment relatif de deux complexes est un invariant absolu vis-à-vis
des déplacements de l'espace projectif quand on impose à ces déplacements
la restriction de ne pas modifier la valeur du déterminant.

Donnons pour le démontrer un déplacement infiniment petit au repère
a1a2a3aé. Ce déplacement sera défini par les relations :

dcu = wnax -f- wi2a2 -+- ̂ l3a3 + <oua4,

où les « sont des expressions de Pfaff formées avec les variables qui servent
à déterminer la position du repère.
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Ecrivons pour abréger r, ..., r'a au lieu de [ a ^ ] , ... [a2as]. La forme du com-
plexe dr s'obtient aisément. On a en effet :

dr=d[a1a2] = [axda2] 4- [daxa2] = K + w22)r+o13r1 + v 2 4-u>14r; — w13K

On trouve de même drlf ... drr
2. On peut alors aisément calculer la varia-

tion d¥ du moment relatif; on trouve :

d¥ = F(û) n H- (o22 4 - Û)33 H- o>44).

Mais on a :

d[a±a2a3aé] = (wn 4- <o22 + o)33 4- o>44) [a

Par suite, si l'on s'impose la restriction

D = [a^asdt] = Cte,
on aura d¥ = 0 et par suite F sera un invariant absolu.

Il est important de remarquer que la restriction imposée au repère ne*
diminue pas la généralité du déplacement projectif du repère si Ton se place
au point de vue géométrique ; cela résulte de cette remarque que le déplace-
ment projectif qui transforme le repère

dans le repère
K&! Ka2 Ka3 Ka4

laisse fixe tous les points de l'espace et modifie la valeur du déterminant D.
Nous supposerons désormais que Ton a

D = i ;
nous aurons donc :

= o.

Pour abréger l'écriture nous représenterons par le symbole p0/<70 le moment
relatif des deux complexes linéaires dont les formes symboliques sont p0 et <*ö-
D'ailleurs un moment relatif a les propriétés d'un produit géométrique.



CHAPITRE II

Invariants fondamentaux d'une Variété.

Expressions fondamentales de PJaJf pour le repère (a) associé à une droite mobile

qui décrit une variété.

Pour étudier une \ariété V de l'espace réglé nous emploierons comme repère
fixe un repère quelconque cxc%czc±.
On se ramène immédiatement au cas d'un repère fixe simple : il suffît d'en-
traîner l'espace dans le déplacement projectif qui amène le repère (c) en coïn-
cidence avec le repère simple (6) ; les coordonnées anciennes (dans le repère c^c^d)
de\iennent alors égales aux coordonnées nouvelles c'est à dire aux coordonnées
homogènes cartésiennes.

Nous associerons à chaque droite r de la variété un repère

tel que les points
ai et «2

soient situés sur la droite r considérée. Nous pourrons donc écrire :

r = \aia2].

Si la variété considérée est à n dimensions et si Ton désigne par

Pi, /^,... p»
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les paramètres de position de la droite r mobile dans la variété, la droite r sera
immobile lorsque dpi, dp2. . dpn

seront nuls. Le repère le plus général que l'on peut associer à la droite r supposée
fixe dépend de 12 paiamètres uu u2...
Pour déterminer complètement les repères associés aux différentes droites r, il
faudra donc fournir tous les paramètres ut en fonction des « paramètres fonda-
mentaux » pi, p2... pn.

Si nous associons à la droite variable r un repère arbitraire le déplacement
infinitésimal de ce repère sera caractérisé par les équations :

t — %V W i 2 2 ù)^ 3 W ï 4 4 .^

Les seize expressions de Pfaff

renferment les variables p et les variables u. Il est facile de voir que les quatre
expressions

ne peuvent renfermer que les différentielles dpt, dp2i... dpn.
En effet si on considère un déplacement infinitésimal qui laisse nulles les diffé-
rentielles dp, la droite r restera fixe et par suite les points dai et da2

seront alors situés sur la droite

Les expressions
W 1 3 , W l 4 , W 2 3 , W24

ne sont donc pas indépendantes à moins que l'on n'ait

n = 4

ce qui n'arrive que dans le cas où la variété étudiée se confond avec 1*espace.
On peut choisir n des expressions

W l 3 , W i 4 , W 2 3 , W24

et exprimer les

4 — n

autres expressions linéairement au moyen de celles choisies.
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Nous écrirons pour abréger

* > i , fc>2, o > 3 , <o4

au lieu de
W l 3 , fc>23, <%4? Clil4

et nous appellerons « expressions fondamentales » les n expressions <*>t au moyen
desquelles nous exprimerons linéairement les expressions wt non nulles.

Généralités sur la détermination intrinsèque du repère (a).

Quand le repère (a) est choisi complètement, ce repère ne dépend plus-
que des paramètres fondamentaux p. Par suite toutes les seize expressions wv de-
viennent des expressions dePfaff à n variables pu IV •• Pn> Elles peu-
vent donc s'exprimer linéairement au moyen de n d'entre elles ; nous les expri-
merons au moyen des n expressions fondamentales.

On peut réaliser un choix intrinsèque du repère (a) en opérant par étapes
successives. Chaque étape consiste à imposer aux expressions <*>,, de nouvelles
équations linéaires et homogènes. Après une étape le repère dépend encore des
paramètres p et de certains paramètres u. Nous appellerons alors déplacement
d un déplacement infinitésimal quelconque du repère, pourvu qu'il soit compa-
tible avec toutes les restrictions déjà imposées.

Nous appellerons déplacement S un déplacement d quelconque pourvu qu'il
laisse fixe la droite r. On obtient donc les valeurs des 4 quantités Kt en annulant
dpi,..., dpn dans les valeurs des quantités dar

Pour éviter les confusions nous désignerons par etJ ce que devient l'expres-
sion tùtJ dans un déplacement 8.

Avec ces notations, puisque les déplacements d et c correspondent à deux
modes différents de différentiation on pourra écrire :

oi'x = de* — $wa

et

d'après les définitions d'un covariant bilinéaire et d'un produit (extérieur les

3
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indices a et $ remplacent deux chiffres quelconques compris entre o et 5).

Le choix des points ay et a2 sur la droite r impose ensuite :

en = eu = e& = eu ~ o

puisque les points

Zcii et 8a2

sont situés sur

Quand le choix du repère sera terminé les seize expressions ej7 seront nulles.

On considérera donc le choix du repère comme terminé quand, après une étape,

toutes les expressions e dont les 2 indices sont différents sont nulles tandis que

les quatre autres expressions e sont égales entre elles ; il suffira en effet de s'im-

poser la restriction

\aia2a3a>*] = 1

pour avoir
<*>ii -+• w 2 2 - } - w3 3 •+- <o44 = o

dans un déplacement d et par suite

eu -f-e22 -+- £33 + eu — o

dans un déplacement S. Les quatre expressions égales en seront alors annulées.

Pour trouver un choix intrinsèque du repère nous utiliserons les covariants

bilinéaires des expressions wv. Ces covariants satisfont à des équations qui nous

seront très utiles ; on déduit ces équations de celles obtenues en prenant les

covariants bilinéaires des deux membres de chacune des équations

dah = <»>2i#i -t- ù> 2 a 2 H - u

On obtient finalement les seize relations :

Généralités sur la pariicularisation fondamentale du repère. Foyers et plans

focaux.

La particularisation fondamentale du repère consistera à simplifier autant

qu'il sera possible les coefficients des 4 — n relations linéaires et homogènes qui

existent entre les expressions wi%
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La seule restriction imposée à un déplacement 8 est de laisser fixe la droite r.
Il est facile d'avoir les effets d'un déplacement o sur une expression w}.

Par exemple l'équation

peut s'écrire, puisque les expressions e% et les différentielles det sont nulles :

Les valeurs des quatre quantités «w montrent que les quatre expressions <*> con-
sidérées pour un instant comme les coordonnées homogènes d'un point dans un
espace à trois dimensions subissent un déplacement à 7 paramètres ; c'est le
déplacement de la géométrie non euclidienne pour laquelle la quadrique absolue
a pour équation

car on a

et par suite l'équation

cp = o est invariante.

D'ailleurs cette équation

cp rr O

a une signification géométrique simple : un déplacement d qui satisfait à la
condition

<p = o

est tel que les deux droites infiniment Aoisi

r et r -+- Ar

se rencontrent. En effet on a

cp = — dr\dr = r\d2r ;

par suite la forme quadratique cp est égale au double de la partie principale du

moment relatif infiniment petit

r\(r -4- Ar)
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Désormais nous appellerons « déplacement^ » tout déplacement d qui satisfait à
la condition

<P = o.

Nous allons étudier les déplacements d0.

Considérons d'abord le cas pour lequel

n = i ;

la variété est alors une surface réglée. On peut poser

si

{hihz — h2hé)

n'est pas nul le déplacement d n'est pas un déplacement d0.

Etudions les surfaces pour lesquelles on a identiquement

hjiz — h2ht = o

On a alors, quel que soit le coefficient K :

[ai a2 i»ia3 -f- w4a+ d(aL -h K«2)] = o

ce qui montre que le point

d(üi 4- Ka2)
est situé dans le plan

ce plan est donc tangent à la surface au point

Il en résulte que le plan tangent à la surface est le même tout le long de la
droite r ; les surfaces considérées sont donc developpables. En posant

on voit que le point

(mi — a2)

est situé sur l'arête de rebroussement car
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et cette équation montre que la droite

[aiCi2]

est tangente à la courbe décrite par le point

— a2)

Considérons maintenant le cas d'une variété pour laquelle n est plus grand
que i. On pourra imaginer des déplacements dQ à un paramètre pour lesquels la
droite r se déplace dans la variété. La portion de surface développable ainsi
engendrée s'appelle « plan focal » ; le point de la droite initiale r qui est situé
sur l'arête de rebroussement s'appelle « foyer ». On peut dire que dans un dépla-
cement do la droite mobile reste sensiblement dans un plan focal tandis
qu'elle rencontre la droite r initiale en un point infiniment voisin d'un foyer.
D'après ce qui précède le plan focal et le foyer sont représentés par les symboles

et

Revenons à l'étude de la particularisation fondamentale.

A toute relation linéaire et homogène entre les expressions ^t correspond un
plan de l'espace E à 3 dimensions dont les points (w) » ont pour coordonnées
homogènes

w 4 , co2, W3 e t w 4 .

Si on considère le morceau d'une variété qui est constitué par les droites qui
sont situées au voisinage d'une position r de la droite génératrice on pourra
faire correspondre à ce morceau une image dans l'espace E : on obtiendra un
u plan « » dans le cas d'un complexe, une « droite <*> » dans le cas d'une con-
gruence et « un point w » dans le cas d'une surface réglée.

La particularisation fondamentale consiste donc à profiter des déplacements
non euclidiens de l'espace E pour simplifier les équations d'un plan, d'une
droite ou d'un point. Nous désignerons par ? la quadrique absolue.

Pout tout déplacement non euclidien de l'espace E les points situés sur la
quadrique absolue y restent ; ces points sont d'ailleurs les images de déplace-
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merits d0 ; cela explique le rôle important que vont jouer les déplacements d0

dans la particularisation fondamentale.

Classification fondamentale des variétés en huit catégories. Particularisation

Jondamentale du repère dans les différents cas.

S'il s'agit d'une surface réglée on doit distinguer deux cas. En général le
« point a> » n'est pas situé sur la quadrique absolue o et on peut alors l'amener en
coïncidence avec le point de coordonnées

w l f b)2 = 0 , <*)3 = w l f w4 = o ;

il s'agit d'une surface non développable, caractérisée par l'absence de foyer sur
la droite n. Si le « point w » est situé sur ?, on peut l'amener en coïncidence avec
le point de coordonnées

o)i9 w2 = o , ff3 = o f w4 = o ;

il s'agit d'une surface développable caractérisée par la présence d'un foyer sur la
droite r.

S'il s'agit d'une congruence on doit distinguer quatre cas. En général la
<( droite w » a deux points distincts communs avec la quadrique <? et on peut
alors l'amener en coïncidence avec la droite d'équations :

wg = o, w4 = o ;

il s'agit d'une congruence qui admet deux foyers distincts sur la droite r. Si la
« droite w » a deux points confondus communs avec la quadrique <p, on peut
Tamener en coïncidence a\ec la droite tangente à y dont les équations sont :

to 4 = o , ü>8 = o>d;

il s'agit d'une congruence qui admet deux foyers confondus sur la droite n.
Si la u droite w » coïncide avec une génératrice de cp appartenant à la même

famille que la génératrice Gi d'équations :

w 3 = o , to4 = O

on peut l'amener en coïncidence avec GA ; il s'agit d'une congruence qui admet
une infinité de foyers mais dont les plans focaux correspondants sont confondus ;
après la particularisation fondamentale on a en effet

Û)3 = o et w4 = o

et il en résulte que daL et da2 sont toujours situés dans le plan
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bien plus le plan

est fixe car les équations
w3 = o et w4 = o

entraînent

et

K tó34] = O,

ce qui exige que w34 soit nul ; on a donc

ce qui montre bien que le plan

[a^as] est fixe ;
comme la droite

Ka2]
reste situé dans le plan fixe

il s'agit d'une « congruence plane » formée par l'ensemble des droites d'un plan.
Enfin si la « droite w » coïncide avec une génératrice appartenant à la même

famille que la génératrice G> d'équations
ivi = o et w4 = o

on peut l'amener en coïncidence avec G> ; il s'agit d'une congruence qui n'admet
qu'un foyer auquel correspondent une infinité de plans focaux ; après la particu-
larisation fondamentale on a en effet

^i = o et o)4 = o

et il en résulte que dai est toujours situé sur la droite

ce qui montre que a, est foyer pour tous les déplacements ; d'ailleurs da2 est situé
dans un plan quelconque ; bien plus le point ai est fixe car les équations

Wj = o e t <*>4 = o

entraînent
[OJ12W2] = O e t [Wl2W3] = O

ce qui exige que wi2 soit nul, on a donc

da{ =
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ce qui montre bien que le point at est fixe ; comme la droite

passe toujours par le point fixe aL il s'agit d'une « congruence ponctuelle »
formée par l'ensemble des droites qui passent par un point.

Si la variété considérée est un complexe, on doit distinguer deux cas. En
général le « plan u> » ne sera pas tangent à ? ; on pourra l'amener en coïncidence
avec le plan d'équation :

ü)2 -+- W4 = O .

Si le « plan &> » est tangent à 9 on pourra l'amener en coïncidence avec le plan :

u)4 = O

Dans ce dernier cas, après la particularisation fondamentale on a donc :

w4 = o

c'est-à-dire que cfai est situé dans le plan

par suite le point ai décrit une courbe ou une surface. Le plan

qui ne cesse d'être tangent en cii à cette courbe ou à cette surface, contient la
droite

[aia2] ;

la génératrice r du complexe reste donc tangente à une surface ou ne cesse de
rencontrer une courbe. Il s'agit alors d'un complexe spécial. Réciproque-
ment si une droite reste tangente à une surface ou ne cesse de rencontrer une
courbe on peut aisément choisir un repère tel que l'on ait

w, = O.

Etudions les foyers et les plans focaux dans les deux cas relatifs au complexe.
Dans le cas général on a après la particularisation fondamentale

(i)2+w4 = o.

On pourra poser pour un déplacement d0 à un paramètre

U>2 = JXU)! e t W4 = {JUDi .

Le point
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qui a une positiou quelconque sur r est donc un foyer auquel correspond le plan
focal

Remarquons que ce plan focal passe par le point

situé sur la droite

11 y a donc une correspondance homographique simple entre les foyers et les
plans focaux correspondants. Dans le cas particulier on a après la particularisation
fondamentale

to4 = o .

Les déplacements d0 satisfont donc à
w, = o ou à w3 = o ;

les déplacements de première espèce admettent tous pour foyer le point a{ tandis
que les déplacements de deuxième espèce admettent tous pour plan focal le plan

Remarquons d'ailleurs que le complexe a pour image un plan tangent à © et par
suite les déplacements do ont pour images les points situés sur les deux géné-
ratrices de o qui sont dans le plan tangent ; à chacune de ces deux génératrices
correspond une espèce de déplacements d0.

Les repères que nous emploierons dorénavant auront toujours subi la parti-
cularisation fondamentale. Nous supposerons donc que l'on a :

Ü>2 = tO3 = W t = O

pour les surfaces développables
Wg = = (O3 CO1 = 0)4 = O

pour les surfaces non développables (symbole D),

( o 3 = (1)4 = O

pour les congruences planes,
t*) i = U>4 = O

pour les congruences ponctuelles,
lùh = tü 3 (1»! = O

pour les congruences à deux foyers confondus (symbole U),

(x)„ = ( Ü , = O
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pour les congruences à deux foyers distincts (symbole V),

w4 = o

pour les complexes spéciaux et
(o2 -4- w4 = o

pour les complexes non spéciaux. Nous voyons que la particularisation fonda-
mentale oblige à distinguer huit catégories de variétés.

Après la particularisation fondamentale le repère attaché à une droite r
déterminée dépend encore suivant la catégorie de la \ariété de 8, 9, 10 ou 11
paramètres arbitraires (9 paramètres par exemple pour les surfaces non dévelop-
pables, pour les congruences à deux foyers confondus et pour les complexes non
spéciaux).

Invariants fondamentaux dune variété. — Après la particularisation fondamen-
tale les 16 paramètres dont dépend dans l'espaee un repère quelconque sont
amenés à satisfaire à un système de Pfaff (Si). Par exemple, dans le cas d'un
repère associé à une conférence à deux foyers confondus on aura les deux équa-
tions de Pfaff :

(s)ft= O. w3 — Wi = O,

Pour poursuivre la détermination intrinsèque du repère on commence par
prolonger le système (I ) en satisfaisant de la manière la plus générale possible
aux équations quadratiques extérieures entraînées par les équations (Si). On
obtient ainsi de nouvelles équalions de Pfaff formées avec les expressions a>;J

affectées de certains coefficients a. Quand on modifie le repère attaché à une géné-
ratrice déterminée r, les coefficients a subissent un groupe de transfoimations.
On trouve d'ailleurs aisément les transformations infinitésimales du groupe. On
profite du groupe pour simplifier les coefficients a qui doivent être amenés à
être nuls ou égaux à des constantes (le plus souvent ces constantes seront + 1
et — 1) ou à des invariants.

On adjoint alors les nouvelles équations de Pfaff simplifiées aux équations
(£1) de manière à former un nouveau système (s2).

On opère ensuite a\ec (s2) comme on a opéré avec (Si) et ainsi de suite
jusqu'à ce que le déplacement S permis au repère laisse fixe tous les points
de l'espace, parce qu'on a annulé toutes les expressions

et égalé les quatre expressions en.
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A. moins que la variété étudiée n'admette un groupe projectif de déplace-
ments on peut déterminer le repère d'une manière intrinsèque en employant
quelques « particularisations spéciales » successives. On adjoint alors aux équa-
tions de Pfaff imposées par les différentes particularisations, l'équation

22 -t- «J33 H- t 0 u = o ;

cette équation est la conséquence de la restriction

[aia2a3«4] = 1

que l'on s'impose de manière à annuler les eH puisque l'on a ainsi

eu -4- en -h e33 -+- eu = o.

On peut, dans ces conditions, exprimer toutes les expressions M
tJ linéairement au

moyen des n expressions fondamentales que nous désignerons par

On peut ensuite transformer les valeurs des différentielles da% ce qui donne :
(1) dat = ^i^i-v- . . . +Xinwn.

Certains coefficients X sont nuls. Les autres sont d'après la manière même dont

ils ont été obtenus des invariants puisque l'on a

SX = o;

ils ont des valeurs numériques déterminées pour une génératrice r déterminée ;

ces invariants s'appellent « invariants fondamentaux » de la \ariété ; ce sont des

fonctions des paramètres fondamentaux

Pi» Pu Pn

que l'on a adoptés.

Les équations (1) entraînent

[cft,iwi] -4- ... H- [dXinu)n] = o.

On peut donc poser pour chacun des invariants :

dl = fv°i-+- • • •+• Pnw».

Les coefficients \J. sont de nouveaux invariants que l'on appelle invariants dérivés
du premier ordre.



CHAPITRE III

Applicabilité projective de deux Variétés

Définition de l'applicabilité projective de deux variétés réglées.

Considérons deux variétés réglées à n dimensions : v et V ; adoptons
comme infiniment petits du iei ordre les différentielles des quatre paramètres de
position d'une droite dans l'espace (de façon que

dr et dR

soient du ier ordre). Les deux variétés v et Y sont applicables d'ordre h s'il est
possible de trouver une correspondance entre les droites r et R telle qu'un
déplacement projectif de V suffise pour amener une droite R arbitrairement
choisie en coïncidence avec la droite r correspondante tandis que, aux infini-
ment petits d'ordre

h •+• i

près, les droites qui avoisinent R sont amenées en coïncidence avec les droites
correspondantes qui avoisinent r.

Si nous représentons par V la nouvelle position de V après le déplacement

projectif deux morceaux infiniment petits de v et de V coïncident aux infini-

ment petits d'ordre

près. On dit que D et F ont alors un contact d'ordre h.

Imaginons que la droite r décrh e la variété v ; la variété V occupera suc-

cessivement différentes positions. Associons à la droite r un repère mobile
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à la droite correspondante R le repère mobile

Quand r se déplace la droite R correspondante reste en coïncidence avec r.

Supposons pour simplifier que pour les différentes positions de r les points

A\> A9, i43, Ai

sont choisis en coïncidence respective avec les points

Enfin à chaque droite R de la variété fixe V nous associerons le repère

A1A2Â.3A4

qui s'obtient en imprimant à la variété V dans laquelle est fixée le repère

un déplacement projectif inverse de celui qui amènerait cette variété mobile de
la position V à la position de contact V.

Attribuons à deux droites correspondantes les mêmes valeurs numériques
des paramètres fondamentaux, ce qui revient à supposer que ces paramètres sont
choisis de manière que la correspondance de droites soit réalisée par les équa-
tion«

Pi — ƒ > ! , . . . , P n = p n .

La variété V est telle que pour Tune quelconque de ses positions les com-
plexes spéciaux

/?4-A/? et r-hAr

coïncident aux infiniment petits d'ordre

h -h 1

près. On peut donc poser d'une manière approchée :

(R-hAR) = ft(r--f-Ar).

On aura donc :

+ dR-±-.... -+--Ï- eW?) =z (k0 -f &, -+-....-+• fcAVr -h dr -h . . .H- - L d
h\ J \ A Al

termes d'ordre
h -\- 1

au moins, si l'on désigne par k{) une quantité finie et par fta une expression
homogène et de degré a par rapport aux différentielles



— 30 —

Gela exige :

I

hl dR

D'ailleurs

coïncident avec

par suite

sont égaux ; cela

R

h\

R =

montre

= kor ;
h

* ih —

Ai

ai

[AiA*\

que

dR

0 1

k0

= kodr 4- ktr ;... ;

dk-'r h

et Ai

et ai \

et r = [c

= i.

Les conditions analytiques d'applicabilité se traduisent donc par

h—i

équations :

dR =-- dr + hr ; — d2R == - 1 - r2d + /^dr H- for ;... ; — i - d;ii? = — dhr -+-
2 ! 2! /i ! / i!

Insistons sur ce point que ces conditions peuvent être réalisées avec un choix
quelconque du repère mobile de la variété v.

On dit qu'une variété est déformable quand on peut la considérer comme
faisant partie d'une suite continue de variétés sur chacune desquelles elle est
applicable.

Système de PfaJJ imposé par une applicabilité du premier ordre. — L'applica-
bilité du premier ordre exige

dR = dr-hfar.

Posons

dat = w,i«i -f-.... puis dkt = ötiöt -4- . . . et iitJ =. Qtj — w , .

Puisque le repère

Ai A2 A3 Ai>

se déduit du repère

A£ A2 As A4
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par un déplacement projectif, on aura :

dAt = M i + ...
et par suite

dAt = oela, -4- ...

puisque les points At coïncident avec les points ar

Des deux équations

dr = (o>14 H- to,2y 4- to2ri -H tosr2 -+- îûkr\ — w ^ e t d/? = (û

il résulte que l'on n'a

dR = dr-\- k[r

que si les expressions

QL, Q2, Ûj , Q4

sont nulles.

Nous >oyons que si deux variétés sont applicables [du premier ordre les

32 variables qui sont nécessaires pour déterminer la position dans l'espace des

deux repères

a^a%a%ak et A ^ A ; ^

satisfont au système de Pfaff

Ö; = îT2 = Ö3 = û4î= o ;

dans ce système il y a d'ailleurs n variables indépendantes : ce sont

Pl, . . . Pn.

Quand deux variétés sont applicables d'un ordre quelconque, elles sont mani-

festement applicables du premier ordre, On peut supposer que la; particularisation

fondamentale a été imposée au premier repère (a).

Les équations

û, = 0

montrent que le deuxième repère (A) devra alors subir^aussi la particularisation

fondamentale et que deux variétés applicables doivent appartenir àrla même

catégorie ; on le voit en supposant successivement que la première variété appar-

tient à l'une des huit catégories.

Système de Pfaff imposé par une applicabilité du deuxième ordre. — L'appli-

cabilité du deuxième ordre impose la nouvelle condition

(PR = d2r -+- iktdr -h k2r
avec

ki = On H- Û22".
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II est facile de calculer d'r en différentiant la valeur de dt\
On en déduit d2R par changement de notations.
La nouvelle condition imposée n'est satisfaite que si Ton a :

— w2Q12 = O ; <-t2Q33 — ®n - i - W3Q4.3 — to,Q2 i = O

— UJ+Û>! = o ; ^fiu — Q(1 - } - o>iO34 — CO3Q12 = O.

Remarquons que les équations Qn = Qn = Q2i = û,4 = o qui sont satis-
faites (puisque l'applicabilité du deuxième ordre exige celle du premier ordre)
entraînent :

( 2 y v

f Q2//

Donnons aux deux repères (a) et (À) la particularisation fondamentale.
Désignons par w,... wn les expressions fondamentales.
Remarquons que les équations (2) se déduisent, au point de vue de l'écri-

ture, des équations (1) par l'introduction de crochets dans les premiers membres;
cela transforme d'ailleurs les produits ordinaires en produits extérieurs.

En tenant compte des relations simples auxquelles satisfont les expressions
(üjOn peut mettre l'une quelconque des équations (1) sous la forme :

wtïïi -+-... -h wnffn = o ;

l'équation (2) correspondante se mettra alors sous la forme :

Cette dernière équation montre que les expressions de Pfaff

ïï7,... ffn

s'expriment linéairement au moyen de

o n , . . n>n

et que le tableau des coefficients est symétrique.

On peut donc poser

H a = / i a l W l -+• . . . - + - ftanu>n(a = l , . . . n )

avec les conditions

On a donc :
tojïl -+• . . . H" Wnîïn =
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Mais le premier membre est nul. Le second membre est une forme quadra-
tique en

qui doit, être nulle quelles que soient les expressions indépendantes

lien résulte que tous les coefficients h sont nuls. Les expressions de Pfaff

Fi,... ïf„
sont donc nulles.

Aux quatre équations (i) correspondent lin expressions n; mais certaines de
ces expressions sont nulles d'elles-mêmes. D'ailleurs il ne peut pas y avoir plus de
sept expressions n indépendantes, car toutes les expressions il s'annulent mani-
festement en même temps que les sept expressions

Û12, "21» ^ 3 4 , ^ 4 3 . " 22 - Q l i , £ » — Û J I , Û 4* — û l i -

En résumé les 32 variables définies au paragraphe précédent doivent satis-

faire au système de Pfaff formé par les quatre équations Qt — o auxquelles on

adjoint celles des équations n = o qui sont indépendantes.

Système de PJaff imposé par une applicabilité d'ordre queleonqae. — On pour-

ait trouver le système de Pfaff imposé aux 02 variables par une application des
3% 4e, 5e ordres en continuant à employer la méthode que nous venons d'utiliser
pour rapplication du premier et du second ordres, mais il n'y a lieu de faire le
calcul que pour les variétés pour lesquelles l'application du 2e ordre est possible.
11 suffit de s'occuper des surfaces réglées et des congruences car nous verrons
bientôt que l'applicabilité du ie' ordre de deux espaces projectifs réglés est impos-
sible et que l'applicabilité du 2e ordre de deux complexes est impossible.

Dire qu'une applicabilité est impossible signifie d'ailleurs qu'elle ne peut
ê\ve réalisée que par deux variétés égales. 11 est en effet évident que deux variétés
égales sont applicables d'un ordre aussi élevé que l'on veut ; il en résulte d'ail-
leurs que le système de Pfafï' imposé par une applicabilité n'est jamais impos-
sible car il admet au moins la solution banale fournie par des variétés qui ne
diftèrent l'une de l'autre que par un déplacement projectif.

Mais il est plus rapide d'appliquer la règle énoncée par M. Cartan dans sa
communication au Congrès de Strasbourg sur le problème général de la défor-
mation. Considérons le système de Pfaff imposé par une applicabilité d'ordre h.
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Si Ton suppose que le premier repère est complètement choisi les équations
quadratiques extérieures entraînées par les équations de ce système peuvent se
mettre sous la forme

fiidpij H- [e>dp>] -h ... -h [ëndpn] = o.

On obtient les nouvelles équations de Pfaff imposées par une applicabilité d'ordre

ft + i e n annulant les expressions 6.
Il revient évidemment au même de mettre les équations quadratiques sous la

forme

[coiüj] + [w2ÏÏ2J -h .. fconff„]

et d'annuler toutes les expressions n : cela résulte immédiatement de ce fait que
les expressions fondamentales w, sont des formes de Pfaff indépendantes qui

renferment les différentielles dp4,..., dpn car on en déduit que les expressions n

s'expriment linéairement au moyen des expressions e. La règle qui consiste à

annuler les expressions ff est celle que nous avons trouvée pour l'applicabilité de
deuxième ordre. Nous l'appliquerons pour les applicabilités d'ordre supérieur.

L'applicabilité du premier ordre est impossible pour deux espaces projectifs. —
L'applicabilité du premier ordre de deux espaces projectifs impose le système de
Pfaff à quatre variables indépendantes :

(i) ~ôl = û j = 57= û*"= o.

En formant les équations quadratiques extérieures entraînées par le sys-
tème (i), on constate que le système (i) n'est pas en involution.

Mais il est facile de \oir que Ton peut profiter de l'arbitraire laissé aux
repères en prolongeant le système (i) par les nouvelles équations :

(2) "Ö77 = o^ = Q~u =~âA3 = o et û^ = fl£2 = Û33 = 7̂* ;

ces équations de Pfaff entraînent des équations quadratiques qui ne peuvent être
satisfaites que si les expressions

û̂ 75 Û ^ oZ et ûli

sont nulles. En tenant compte de l'équation

ü u -h û ^ H- Q33 -h Q u = o

<jui est une conséquence de
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on \oit que toutes les expressions QtJ sont nulles. Cela impose aux deux espaces
de ne différer que par un déplacement projectif.

L'application projecthe de deux espaces réglés est donc impossible. Ce
résultat surprend quand on sait que deux: espaces ponctuels possèdent toujours la
propriété d'être applicables du premier ordre (on le démontre en remarquant
que les conditions d'applicabilité de l'espace engendré par Ai sur l'espace
engendré par a4 sont :

o^ = Ô73 = QÜ = o

et que ces trois équations de Pfaff forment un système en involution avec

s3 = 3).

L'applicabilité du deuxième ordre est impossible pour deux complexes. — Consi-
dérons d'abord deux complexes spéciaux. Ĵ a particularisation fondamentale des
repères donne :

W4 = o et Ü4 = o.

Les conditions d'applicabilité du premier ordre sont

ûj = û̂  = 57 = ïh =• o ;

la dernière condition est d'ailleurs remplie d'elle-même. On trouve immédiate-

ment que les nouvelles conditions imposées par l'applicabilité du deuxième ordre

sont

Ces équations de Pfaff entraînent des équations quadratiques qui ne peuvent être
satisfaites que si l'on a :

5 ^ = Q 7 7 = S I 7 = Q ^ - = O .

On doit donc pouvoir annuler toutes les expressions Q,y, ce qui impose aux deux
complexes spéciaux d'être égaux.

Considérons maintenant deux complexes non spéciaux. La particularisation
fondamentale donne

oa H- o)4 = O e t Q8 -H Q4 = O.

Les conditions d'applicabilité du premier ordre sont

07= Q~2 = Ö7 = öT= O.

On trouve immédiatement que les nou\ elles conditions imposées par l'applica-
bilité du deuxième ordre sont les mêmes que dans le cas précédent. Les nou-
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velles équations quadratiques qui sont entraînées ne peuvent être satisfaites que
si Ton a :

On doit donc pouvoir annuler toutes les expressions QtJ, ce qui impose aux deux
complexes non spéciaux d'être égaux.



CHAPITRE IV

Propriétés projectives des surfaces réglées

non développables

Première par dollarisation spéciale du repère associé à une sarjace D. — Sup-
posons qu'une droite r engendre une surface réglée non développable D.

La particularisation fondamentale du repère consistera à s'imposer

(o3 (i)l = o)2 = w4 = o .

Ces trois équations de Pfafî entraînent trois équations quadratiques qui con-
duisent à poser :

Dans un déplacement 5, les coefficients g subissent des transformations
linéaires non homogènes, qui permettent d'annuler ces trois coefficients. Par
suite, la première particularisation spéciale du repère est commune à toutes les
surfaces D ; elle consiste à s'imposer :

W3V W12 = W H W22 W33 - | - 0)^ = û)4 3 W 2 l = O .

Ces trois équations entraînent trois équations quadratiques qui conduisent à

poser :

Dans un déplacement 0, les coefficients a subissent la transformation linéaire et
homogène qui laisse invariante l'équation :

(a2
 2 -+- 4ai?3 = O.
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Classification des surfaces réglées non développables D en 3 genres Do, Di, D2

— La transformation subie par les coefficients x nous oblige à distinguer trois
genres de surfaces. En général la quantité

(a2)
2 -\

n'est pas nulle; nous dirons qu'il s'agit de surfaces Do. Pour certaines surfaces Dt

on a

mais aif a2 et ?3 ne sont pas nuls en même temps.

Enfin certaines surfaces très particulières D2 sont telles que Ton a

*i = 3 2 = »3 = O.

Les surfaces Di sont égales entre elles ; ce sont des quadriques non dévelop-

pables. — Pour toute surface D2 on a :

W14 = W23 = W24 <*U = W 3 i W12 = w l l — ^22 W33 4 - <*>U = W 43 W 2t = W 3 ^ = 0

W31 ü>42 == 0)4 1 = r O .

Ces neuf équations de Pfaff n'entraînent aucune équation quadratique ; elles
suffisent pour caractériser projectivement les surfaces D2 ; celles-ci sont donc
égales entre elles ; de plus toute surface D2 admet un groupe projectif de dépla-
cements.

On peut achever la détermination du repère en adoptant :

W12 = ü>2i = W31 = W22 <0 H = WJ3 tùn = O ;

on a alors
o)'i = o ,

ce qui permet de choisir p{ de façon à avoir

<«>! = dpt.

En tenant compte de l'équation

on obtient pour équations de Frenet :

da3 = o, da, = o;

on obtient en intégrant

a3 = es, afc = ^eir a1 = ct -hp^j , a2 — c2

Un point quelconque m situé sur la surface a pour symbole :

m = ai H- ga2 = (d -H piC3) H- q\C2-+- pLck)
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Si nous déplaçons le repère CiCiCàck de façon qu'il devienne simple, les coor-

données homogènes cartésiennes de m seront :

£5=1, z=q, y = Pu xl=piq.

On aura donc réduit l'équation d'une surface D2 à

yz — tx = o.

Les surfaces D2 sont donc des quadriques non développantes.

On pourrait d'ailleurs le déduire de cette remarque que la droite mobile r

est assujettie à appartenir à un réseau fixe de complexes linéaires :

Deuxième particularisation spéciale du repère associé à une surface Do. — Dans

le cas d'une surface Do la transformation subie par les trois coefficients a permet

de supposer que l'on a :

«1 = a2 1 — 73 = O.

Les équations nouvelles de Pfaff :

entraînent trois équations quadratiques qui conduisent à poser

Dans un déplacement o on a :

thi — — hi (eu - c l t \ 0A2 = 2e3 | , lhz = hz e22 — eiL).

chacune des équations

hi = o et hz = o

on a donc une signification invariante. De plus le produit h\h% est invariant.

On peut d'ailleurs toujours supposer que h2 est nul. Nous pouvons donc

imaginer une deuxième particularisation spéciale du repère, commune à toutes

les surfaces Do; cette particularisation consistera à s'imposer quatre équations

de Pfaff :
(O32 = <x)31 (x)42 (Ü, = W 4 1 — ü ) 3 3 0 J H = O .

L'équation

^33 — w i l = O.

entraîne
[*>iù>3i] = O.

Posons donc



— 40 —

Nous aurons

61 = o ;

X est donc un invariant fondamental.
Nous aurons de plus

w'i = . O

et par suite

Nous pouvons donc poser

toi = dp.

Cette équation définit, à une constante additive près, un paramètre intrinsèquep

de position de la droite r sur la surface Do.

Deuxième particularisation spéciale du repère associé à une surface D4. — Dans

le cas d'une surface Dt on peut supposer que l'on a :

0 4 = a 2 = oc3 — I = O .

Les équations nouvelles de PfafF :

W32 = 0)31 W42 = W41 (üi = O

entraînent deux équations quadratiques qui conduisent à poser :

(Ot2 — A1IO1 Gt 2CJÜÜ W33 0)44 = flQ(j}i.

Nous aurons

8At = hi(ezz — e22) et 8/i0 = /to(e33 — e l t)

L'équation h{ = o a donc une signification invariante, mais on peut toujours
supposer que h0 est nul. Nous obtiendrons donc une deuxième particularisation
spéciale du repère, commune à toutes les surfaces Di, en nous imposant quatre
équations nouvelles de Pfaff :

0)32 — OJ31 OJ/,2 = (04! 10]_ = 2a» ! ! — 0)33 OJ44 = O .

Classification des surfaces réglées Do en 3 familles D'o, D"o et D'\. — La trans-

formation subie parles coefficients h{ et hz nous oblige à distinguer trois familles
de surfaces réglées Do. En général hi et hs ne sont pas nuls ; nous dirons qu'il
s'agit de surfaces DV Pour certaines surfaces D'o l'un des coefficients ht ou h3

est nul ; nous supposerons par exemple que h3 est nul ; si on avait

A4 = o,
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on se ramènerait au cas
hi — o

en changeant
axa2adai, en cua^a^a,.

Enfin certaines surfaces très particulières D''Q sont telles que l'on a :

hi = h3 = o.

Classification des surfaces réglées Di en 2 familles D\ et D"4. — La transfor-
mation subie par le coefficient h\ nous oblige à distinguer deux familles de
surfaces réglées D^ En général Ai n'est pas nul; nous dirons qu'il s'agit de
surfaces Y>\. Au contraire pour certaines surfaces D"i le coefficient hi est nul.

Equations de Frenet d'une surface réglée non déveioppable, dans le cas général.
— En général, une surface D appartient à la famille D'o. On peut achever la déter-
mination du repère en s'imposant

A, = i .

Le coefficient hi devient alors un invar ian t que nous désignerons par >4. On est

ainsi conduit aux équations de Frenet :

dcii = d p (— XOÖ! -h Û2 4 - ö3) ; dai = dp {\ial -4- 1Q<ZI -f- aA) ;

da^ — dp Ç^a\ — \0a3 4- a4) ; da4 = dp (Xa£ — as -+- À^ -H X0a4).

Les trois invariants fondamentaux À0, 1 et ^ sont des fonctions arbitraires du
paramètre intrinsèque j>.

Equations de Frenet d'une surface D\. — On trouve aisément les équations de
Frenet d'une surface D"o. Ce sont les équations de Frenet d'une surface D'o dans
lesquelles on annule 1 invariant \ . On voit immédiatement sur ces équations
que toute surface D'o admet la droite fixe r\ pour directrice.

Equations de Frenet d'une surface D'(/o. — Après la deuxième particularisation
spéciale du repère on a dans le cas d'une surface D"o :

CÜ12 = O , O>21 = O , (1)31 — l ' O [ .

Ces trois équations de Pfaft' n'entraînent que :

[d^wj = o
D'ailleurs si l'on pose

Wl = dp,

cette équation quadratique montre que 1 ne dépend que de p bien que le repère
ne soit pas encore complètement fixé. On ne peut pas achever d'une manière

6
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projective Ia détermination du repère. Un calcul assez long montre que Ton peut
profiter de l'arbitraire laissé au repère en annulant l'expression

On a alors pour équations de Frenet :

da± — aàdp, dai = a±dp, dai = laidp, da± = Q— i) a,dp.

On voit immédiatement sur ces équations que toute surface D'/;o admet les deux
droites fixes r\ et r'L pour directrices.

Dans les équations de Frenet d'une surface D"'o n'intervient qu'un seul inva-
riant fondamental. D'ailleurs les surfaces D"'o ne dépendent manifestement que
d'une fonction arbitraire d'un argument.

Détermination projective du repère associé à une surface D\. — Imposons la

deuxième particularisation spéciale au repère associé à une surface Di. Nous
pourrons achever la détermination projective du repère en imposant d'abord
l'équation de Pfaff

w i 2 - *>,

puis enfin l'équation
GJg3 _ _ W 2 2 = O »

Nous poserons alors :

W21 = ^1W13 et W31 = AO)j3.

Si nous choisissons le paramètre de position de manière à avoir

wl3 = dp,

nous obtiendrons les équations de Frenet sous la forme :

dch — (a2 -H ai)dp ; da% = (/jOi -+- a4) dp ; das ~ (XÖI -f- a^dp ;

Equations de Frenet d'une surface D'[proprement dite. — Imposons la deuxième

particularisation spéciale au repère d'une surface Dj. Nous aurons

ù>12 = o .

Nous serons conduits à poser
Wji = / o ) 1 .

L'équation
ƒ ='o
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a d'ailleurs une signification invariante. Si ƒ n'est pas nul nous dirons qu'il
s'agit d'une surface Di proprement dite. On peut alors supposer que

On est ainsi conduit à poser
W33 — W l l = 2$ü>! ,

g étant un invariant. Le repère n'est pas complètement déterminé puisque et

n'est pas nul. Comme on a

<»>[ •=• o ,

on peut poser
a)! = dp ;

comme
\dg<ùt] = o,

g ne dépend que dep. On ne peut achever la détermination du repère d'une
manière projective, mais on peut profiter de l'arbitraire laissé au repère en
annulant wfl.

Nous obtenons alors pour écjuations de Frenet :

dai=(gal-ha^)dp; dü2 = («i— ogai-^-a^dp; daz = (a{4-3$«3)dp, dat, = (ö^-f-c^—ga^dp.

Équations de Frenet des « surfaces de Cayley ». — Dans la détermination du
repère d'une surface DJ nous avons écarté le cas pour lequel ƒ serait nul. Il est
facile de voir qu'il s'agit de « surfaces de Cayley » égales entre elles.

Un choix convenable du repère donne pour équations de Frenet .

dai = a^dp, da2 — «fdp, da% = o, dak = avdp.

En intégrant on trouve immédiatement :

«3 = c3; al = c[^c^p; a^ = ck-^-clp +-^-c3p
2; «2 = c2 -f-ctp-f-ct— -+-c8-^-.

En appliquant le repère c1c2e3c4. sur un îepère simple on obtient pour équa-
tion de la surface en coordonnées cartésiennes homogènes :

X [ t Z -TT" = -V22.

Remarquons que le point av décrit la directrice \cxcz\, que le point a2 reste
fixe, que le point a* décrit une conique et que le point a2 décrit une cubique
gauche.
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Les surjaces très spéciales D'JJ et T>[ dans l'espace ordinaire. — Considérons

une surface D'J dans l'espace ordinaire. Nous pouvons par une transformation
homographique amener les deux directrices rectilignes en coïncidence avec Taxe
Oy et avec la droite de l'infini du plan yOz. Les équations cartésiennes de la droite
génératrice sout alors

x = az, y = <p (a).

Les surfaces D™ sont des conoïdes à plan directeur.
Considérons maintenant une surface Dv Elle appartient à une congruence

linéaire spéciale. Par une transformation homographique on peut se ramener au
cas pour lequel cette congruence est définie par les deux équations

b = o et a = q,

Les équations cartésiennes de la droite génératrice sont alors

x = az -+- ty (a), y = a.

Propriétés projectives communes à toutes les surjaces D. Complexes linéaires
osculateurs. — Un grand nombre de propriétés d'une surface réglée D résultent
de l'étude du contact de D avec un complexe linéaire y. On dit qu'une variété V
admet un contact d'ordre h avec un complexe linéaire y lorsqu'une droite r de V
appartient à y et que les droites

r -f- Ar

qui sont infiniment voisines de r et situées sur V appartiennent à y aux infini-
ment petits d'ordre h -+- i près ; on a donc

T|r = T|dr = ... = y^-V = y|dV = o.

Considérons une surface D engendrée par la droite mobile r. Imposons au
repère la particularisation spéciale. Posons :

y = pr H- p^j 4- p2r2 -+- pVi -+-PV2 ;

les complexes linéaires y contiennent r. Les complexes liriéaires tangents y
seront des complexes qui satisferont à

y|dr = o ;

mais
dr = (wu + ^ j r + wil/'i —r',) ;

on aura donc
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D'où
7' = ?r -f- p i ^ H- pV i H- pa'r,

Nous obtenons ainsi oo3 complexes linéaires tangents ; ce sont les complexes
linéaires qui contiennent la droite r et sont en imolution avec un complexe
linéaire non spécial

rt — r>t.

Parmi les complexes 7' il en existe oo2 qui sont spéciaux ; ces complexes
ii satisfont à

PiP'i H- pa2 ~ o ;

on les obtient en adoptant

Pi = 1, ?2 - K , f>'i = — K 2 .

On peut donc poser :

Donnons à Kune valenr fixe. Les directrices des Vi correspondants passent par le
point

(ai -4- Ka2)

et sont situées dans le plan n défini par les trois points

üi Ü2 et a3 -H Ka4.

Mais le plan n est tangent à la surface au point

(ai -4- Ka2).

Les directrices des complexes spéciaux tangents sont dori€ tangentes à la
surface.

Les complexes linéaires osculateurs 7" sont des complexes y tels que Ton ait
Y'/d'r == o

c'est-à-dire
2pUi>2 = 0 .

On a donc
P = 0

et par suite
/ = p î -+• ? V i H- P2 (ra -h r's).

Nous obtenons donc un réseau de complexes linéaires osculateurs. Les com-
plexes Yi qui sont les complexes spéciaux du réseau sont fournis par

• Ka4)].
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Les droites s communes à tous les complexes ƒ doivent satisfaire à

i'/s = o,
on peut donc poser

s = or -4- v'r' H- 2̂(̂ *2 — r'*)-

On aura

ï'Js = o.

Cela prouve ce qui est d'ailleurs un résultat classique que les droites communes
du réseau rencontrent toutes les directrices des complexes spéciaux du réseau.

Les directrices des complexes y'i rencontrent les deux droites r et r' et
elles tracent sur ces droites des divisions homographiques. Elles coïncident donc
avec les génératrices d'un système d'une quadrique non développable c. 11 est
facile de voir que les complexes osculateurs spéciaux ont pour directrices les
deuxièmes directions asymptotiques (la droite r fournit une direction asymp-
totique). Il suffit de le démontrer pour le complexe
qui correspond à

K = o

car le point aL occupe une position arbitraire sur

Or on a :

[d2ai ai ö 2a 3 ]=

D'ailleurs le plan tangent en a4 est

Le point dlax sera donc situé dans le plan tangent si l'on a

c'est-à-dire si

2jji2 = o ;

le point ai devra donc être choisi de façon qu'il, se déplace dans la direction
asymptotique.

La surface D et la quadrique Q se raccordent tout le long de /\ puisque la
deuxième direction asymptotique est située clans les plans tangents à D et à <?.
Il est en outre facile de démontrer que la quaririque 9 est oscuiatrice à D. On
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a en effet :

ïi'/(r "+" dr H dlr) = o.

Par suite au 3e ordre près, les droites

r -4- Ar

rencontrent les directrices des complexes y\ et par suite sont situées sur la qua-
drique <p. Les deuxièmes directions asymptotiques sont donc situées sur une
quadrique <p non développable et les deux surfaces réglées D et 9 admettent
un contact du 2e ordre.

Caractères géométriques distincUfs des surfaces D des différentes catégories
D0DiD>. Points principaux. — Les complexes linéaires surosculateurs 7'" sont des
complexes 7" qui satisfont à la condition

7'" d*r = o

c'est-à-dire à l'équation
2<V(p2a2 — piai — pVs) = O.

Les complexes 7"^ qui sont les complexes 7" spéciaux s'obtiennent donc en
adoptant

pâ = 1, p, = K, p', = — K2

si K est racine de l'équation du deuxième degré :

a K/2 -f- a2K — a4 = O.

11 y a donc lieu de distinguer trois cas. Si

a,, '2 et a3

sont nuls le coefficient K est arbitraire et il existe une infinité de complexes 7'^ ;
si le discriminant

n'est pas nul on aura deux complexes 7'"* distincts ; enfin si le discriminant est
nul on aura deux complexes ^'\ confondus. Nous sommes ainsi amenés à
distinguer les trois catégories de surfaces D d'après le nombre des complexes 7"
distincts.

Dans le cas d'une quadrique D> les complexes 7'̂  sont les mêmes que les
complexes 7"i ; leurs directrices sont les deuxièmes directions asymptotiques;
ces directrices sont donc situées sur la surface D> sur laquelle elles constituent les
génératrices d'un système.
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Dans le cas d'une surface Do ou Dj on a

- dlr -+- ̂  d*r) = o.

On a donc au quatrième ordre près

Tf';/|r4-Ar = o.

La directrice d'un complexe spécial surosculateur rencontre donc au quatrième
ordre près les droites infiniment voisines de r. Par suite en général les géné-
ratrices infiniment voisines d'une génératrice r s'appuient au quatrième ordre
près, sur deux droites singulières qui rencontrent r ; si les deux droites singu-
lières se confondent on a une surface Di ; enfin s'il y a plus de deux droites
singulières on a une quadrique D2. Nous appellerons pour abréger « point prin-
cipal » le point de rencontre de la génératrice r avec une directrice de com-
plexe linéaire surosculateur et « direction principale » la deuxième direction
asymptotique en un point principal.

Supposons d'abord qu'il s'agisse d'une surface Do. Donnons au repère la
deuxième particularisation spéciale. Les complexes surosculateurs 7'" satisfont
alors à la condition

p2 = o.
On a donc :

Y'" = Piri -4- p'irV

On obtient donc un faisceau de complexes i". Les droites communes du faisceau

forment la congruence linéaire non spéciale dont les directrices sont

r{ et r\ ;

on, peut dire que cette congruence est « surosculatrice ».

Les deux complexes i'\ ont pour directrices

[öiöj] et [a2a4j.

Par suite, les particularisations du repère sont telles que les points aA et a2

coïncident avec les deux points principaux et que les droites

[aiö3] et

soient les directions asymptotiques en

Ui et

On peut même ajouter que la droite
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est située sur la quadrique surosculatrice <p et qu'elle est une génératrice du
système qui contient la droite

[dia*].

Supposons maintenant qu'il s'agisse d'une surface Dt. Donnons au repère la
deuxième particularisation spéciale. Les complexes surosculateurs satisfont alors à :

p'i = o .

On a donc

/ = Piri "+" P2(raH-r;s).

Nous obtenons encore un faisceau de complexes •/"» mais ce faisceau est
singulier; les droites communes forment en effet la congruenee linéaire spéciale
qui admet pour directrice la droite i\ et dont les droites sont situées dans le
complexe

(r, + r',)

contenant la droite rt. La congruenee des droites communes peut être appelée
« congruenee surosculatrice ». Le complexe ^\ a pour directrice

ri = [afa].

Par suite le point ai coïncide avec le point principal double.

Les surfaces qui admettent un groupe projeetif de déplacements. — Les surfaces
dont les invariants fondamentaux sont des constantss admettent un déplacement
à un paramètre :

'p = p-\- c'.

Les autres surfaces qui admettent un groupe projeetif sont celles pour les-
quelles on ne peut achever projectivement la déterrnination du repère. Si les
équations de Pfaff imposées par les particularisations projeclives possibles ne
renferment pas d'invariants fondamentaux toutes les surfaces considérées sont
égales entre elles. Les seules surfaces réglées non développables qui ont une telle
propriété sont les quadriques et les surfaces de Cayley.

Enfin si les équations de Pfaff imposées renferment des invariants fonda-
mentaux, toutes les surfaces qui ont mêmes invariants fondamentaux pour les
génératrices de même paramètre pL sont égales entre elles. Les seules surfaces
réglées non développables qui ont une telle propriété sont les surfaces D'"o et
D'4 qui sont caractérisées par ce fait que les génératrices appartiennent à une
congruenee linéaire.
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Caractères distinctifs des surfaces Do des différentes familles D'o, D'o, D'"o. Com-

plexes linéaires hypertangents. — Nous avons vu qu'une surface Do admettait pour
complexes surosculateurs :

v = p4r4 -f-p'ir'i.

Les complexes y qui admettront un contact du quatrième ordre seront des
complexes 7 qui satisferont à la condition

Y'"|dv = o
ou encore à la condition

df'\d3r --z o.

On aura donc

pi^l2 — /i^ai = O

pour un complexe u hypertangent » Y • Par suite

Pihi — p'ih = O.

Les complexes hypertangents spéciaux dorv ent satisfaire à la condition

Oip'l =r O.

Ils n'existent donc que si hi ou h% est nul ou si hv et h% sont nuls tous deux ; dans-
ce dernier cas tous Les complexes surosculateurs sont en même temps hyper-
tangents.

Nous sommes amenés à distinguer les trois familles de surfaces Do d'après le
nombre de complexes spéciaux hypertangents ; les surfaces D'o n'en admettent
pas, les surfaces D"o en admettent un et les surfaces D 0 en admettent deux.

D'ailleurs il est facile de voir que les complexes spéciaux hypertangents ont
leur directrice situées sur la surface ; par suite le contact de ces complexes est
aussi élevé que l'on veut.

Supposons en effet que /ii soit nul ; on aura alors :

di\ = (w,i -4- 033)/̂

la droite i\ sera donc fixe et elle sera située sur la surface puisqu'elle passe par air

De même si h^ est nul, la droite r\ est située sur la surface.
Donc les surfaces D'o n'ont aucune directrice rectiligne ; les surfaces D"o ont

une directrice rectiligne et les surfaces D 0 ont deux directrices rectilignes.
Le point de rencontre d'une directrice rectiligne avec une génératrice est

évidemment un point principal.
Dans le cas d'une surface D 0 tous les complexes y sont hypertangents. Mais
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îl est facile de voir qu'ils ont un contact d'ordre aussi élevé que Ton veut ; ils
contiennent en effet la surface D"o puisque les génératrices de D"i rencontrent les
droites fixes

r\ et r'i.

Dans le cas d'une surface D"o pour laquelle h est nul les complexes f' doi-
vent satisfaire à

Pi = o ;

le seul complexe hypertangent est donc le complexe spécial r\ ; mais le contact
de ce complexe est aussi élevé que l'on veut puisque la droite fixe r\ est située
sur D'V

Les surfaces D'o sont donc les seules surfaces Do qui admettent un complexe
linéaire hypertangent ne contenant pas les génératrices de la surface ; ce complexe
n'est d'ailleurs jamais spécial.

Le complexe hypertangent appartient d'ailleurs au faisceau de complexes
qui admet pour directrices les deux directions principales.

Caractères distinctifs des surjaces I)i des différentes Jamilles D\ etD\. Complexe
spécial hypertangent dune surface D\. — Nous avons vu qu'une surface Di admet-
tait pour complexes surosculateurs les complexes du faisceau

y = pin -+-?i(rî -h r'2).

Les complexes Y ' qui admettent un contact du quatrième ordre sont des com-
plexes y qui satisfont à la condition

f\tfr = o.

On aura donc
p2ü>12 = o

ou
P)^! = O

pour tout complexe Y"".

Nous sommes amenés à distinguer les deux familles de surfaces D r Pour les
surfaces particulières D"i, hi est nul et par suite tous les complexes suroscula-
teurs sont hypertangents. Mais il est facile de voir que ces complexes suroscula-
teurs ont un contact d'ordre aussi élevé que l'on veut car ils contiennent la
surface D'V La congruence linéaire hurosculalricc commune à tous les com-
plexes Y est en effet fixe car on a :

et d r> H- r'2\ — (wu -f- wu)(/>2 -4- r;
2) -4- ihiUiri.
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La directrice fixe rt est d'ailleurs située sur la surface puisque r( contient av.
D'ailleurs la génératrice r est située dans les / ' . Les génératrices d'une surface D"i
appartiennent donc à une même congruence linéaire spéciale.

Dans le cas général des surfaces D'lf /ii n'est pas nul et par suite p2 est nul
pour un complexe Y". Le seul complexe hypertangent est donc le complexe
spécial qui admet la droite i\ pour directrice.

Le contact du complexe n avec D\ n'est jamais d'ailleurs d'ordre supé-
rieur à l\ car

r\d°r = 4/iiW et ƒ*,
n'est pas nul.

Surfaces D'Q dont les génératrices appartiennent à an complexe linéaire. —

Nous avons vu qu'une surface D'o admettait un complexe hypertangent :

ï"// = Piri-+-p/
1r'1.

On peut adopter :
Pi = hz et p'i = /ii .

Achevons la détermination projective du repère. Nous aurons alors

r * et ^-

On a

f"\d'r = o;

si le complexe i"' a un contact d'ordre supérieur à 4 on devra avoir

ou, ce qui revient au même

dT
w|iV = o.

Le complexe df' doit être conjugué avec le complexe dV. Mais i'" est le seul
complexe conjugué a\ec dV ; il en résulte que les deux complexes

dy" e* i'"

doivent coïncider géométriquement; cela exige la fixité du complexe f'. D'ail-
leurs la droite /• est située dans/ ' ' . Donc si le contact de i'" atteint Tordre 5 il
atteint en même temps un ordre aussi élevé que l'on veut puisqu'alors i"' con-
tient la surface D'o.

Lorsque le complexe i'" est fixe on a des surfaces D'o particulières dont
les génératrices appartiennent à un complexe linéaire non spécial. Pour qu'il en
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soit ainsi il faut que les formes
i" et dim

soient proportionnelles ce qui impose la relation :

Un exemple simple de surface dont les génératrices appartiennent à un
complexe linéaire non spécial est fourni pour Le cas particulier :

\ - o, >! = I,I6X = 7 ;

il est facile d'intégrer les équations de Frenet correspondantes.

Courbes principales. — Nous appellerons courbe principale, une courbe dont
tous les points sont principaux. Si une surface admet une directrice rectiligne,
cette 'directrice est une courbe principale. En général une surface admet deux
courbes principales. Sur une surface DL les deux courbes principales sont con-
fondues. Un calcul simple montre qu'une courbe principale ne peut coïncider
avec une ligne asymptotique que si elle est rectiligne. Dans le cas d'une surface
D'o la courbe principale décrite par az est une droite. La courbe principale
décrite par ai est plane lorsque X et \> satisfont à l'équation :

d\ — (V -h i — y dp.

Dans le cas d'une surface D'i la courbe principale double est plane si Ton a

Propriété caractéristique des points principaux. — Le calcul montre qu'une
courbe passant par un point principal et admettant en ce point la direction prin-
cipale pour tangente d'inflexion a quatre points confondus communs avec le plan
tangent au point principal.

Cette propriété permet de trouver assez rapidement les points principaux
d'une surface dont on connaît les équations finies par rapport à un repère fixe

on commence par appliquer le repère fixe sur un repère simple et l'on est ramené
ainsi à un problème de l'espace ordinaire. Soient

a, b, p , q

les 4 paramètres habituels qui servent à fixer la position d'une droite dans l'espace
ordinaire.

Désignons par
a', a", a", b'...
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les dérivées successives de a, 6... par rapport au paramètre de position sur la
surface considérée. Posons pour abréger

u = a'q' — b'p' et u' = a'qfl-^a"qr — b'p" — 6"p'.

Dans ces conditions les côtes des deux points principaux sont données en fonc
tion du paramètre de position sur la surface par l'équation du second degré en: :

3u'[(a'z +p){b"z 4- q) — (b'z -h q'){a"z-hp")\
— 2u[(afz-^p')(b z-^-q) — (jb'z + q')(a z + p )] = o.

Le calcul conduit au procédé géométrique suhant de détermination des
points principaux. On considère l'intersection IC] de la quadrique surosculatrice
<P avec le plan de côte nulle. Quand on fait varier la géncratiice r on obtient
une famille à un paramètre de coniques (C). Deux coniques infiniment voisines
ont deux points communs confondus a\ec le point d'intersection du plan de côte
nulle a\ec la génératrice r. Les deux autres points communs sont les pieds des
droites principales. Il est facile de tracer ces droites principales puisqu'elles sont
des génératrices de <p.



CHAPITRE V

Déformation des Surfaces Réglées non développables

Deux surfaces réglées non développables sont toujours applicables du premier

ordre. — Donnons-nous deux surfaces réglées non développables. Nous réalise-
rons une application du premier ordre si nous pouvons choisir les deux repères
de manière à avoir .

ü 1 3 = Q u = Q23 = ü £ V = o .

Imposons au premier repère la particularisation fondamentale. Nous aurons

W l i = ^23 = W24 w i 3 = O.

Le deuxième repère doit donc subir la même particularisalion. Pour satisfaire à
toutes les conditions imposées par l'application du premier ordre, il suffit alors
de choisir les repères et la correspondance de droites de manière que Ton ait :

û 1 8 = w i a .

Cette équation entraîne l'équation quadratique

|CÜ,Ü33 - un ] = O.

Cette équation quadratique n'est pas une conséquence des restrictions imposées
aux deux repères. L'équation

Q 1 3 = OJ 1 3

admet donc une solution qui dépend d'une fonction arbitraire d'un argument
(elle entraîne en effet un système involutif avec

st = i).

Mais la correspondance de droites la plus génerale ne dépend que d'une fonction
arbitraire d'un argument. ÏI en résulte que l'applicabilité du premier ordre est



— 56 —

toujours possible et qu'on peut la réaliser avec une correspondance arbitraire
entre les droites.

Deux surfaces réglées non développables sont toujours applicables du deuxième
ordre. — Donnons la particularisation fondamentale aux repères associés à deux
surfaces non développables. Les équations de Pfaff imposées par l'application du
premier ordre entraînent :

[WlQ33 __ ÛUJ = [ W l Q u __ û M ] = [WlÛ8^ — Q12] — [oDiQ.g - Q21] = O.

L'application du deuxième ordre exige donc quatre nouvelles équations de Pfaff :

Q33 — û l t = !2 U — Q22 = Q34 — L>12 = O43 — Q21 = 0 .

Puisque nous pouvons choisir à notre guise le premier repère, imposons-lui
la' première particularisation spéciale.

Nous aurons alors :

W 3 i — ü)12 = W i ï W2i = W U — O)22 — W33 - h W4l = O

et ces équations entraîneront :

[wito^j = [w1(w3l — 0)4,2)] = [wiwu] - O.

Pour réaliser une application du deuxième ordre, nous devons imposer au
deuxième repère la première particularisation spéciale. Il suffira ensuite de
satisfaire au système de Pfaff :

Q\S = O WJ3 — G)U = O .

Ce système qui fournit la correspondance de droites n'entraîne qu'une équa-
tion quadratique :

[*>iQ3i] = o ;

cette équation quadratique n'est d'ailleurs pas une conséquence des restrictions
imposées aux repères. Le système de Pfaff formé par les deux équations

û13 = 0 et Q33 — On = o

est donc en invo'ution et sa solution générale dépend d'une fonction arbitraire
d'un argument. On en déduit que deux surfaces D sont toujours applicables du
deuxième ordre avec une correspondance arbitraire.

Généralités sur tapplicabilité du troisième o *dre pour deux surfaces D. — On
voit immédiatement que l'applicabilité du troisième ordre peur deux surfaces D
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-exige quatre équations nouvelles de Pfaff :

Donnons au premier repère la première particularisation spéciale ; cette même
particularisation est imposée au deuxième repère. Puisque l'on doit avoir

£32 = W32j Ö3l — O42 = to31 — to42 e t Q u = to41,

deux surfaces D applicables du troisième ordre doivent appartenir au même
.genre Do, DA ou D2. Rappelons que deux surfaces de genre Da sont égales et par
suite peuvent être considérées comme étant applicables d'un ordre quelconque.

Le système de Pfaff qui fournit les surfaces applicables du troisième ordre
sur une surface donnée entraîne les équations quadratiques suivantes :

[^oj = [<»2e2] = [0)363] = o,

si Ton pose

04 == a,Q2 1 — a3i212, 62 == a t 0 2 2 — Q a -f- a>û12, ' 6, = a3Q22 — Q H -+- a2i221.

Excluons le cas pour lequel les trois coefficients a seraient nuls ; la surface
donnée serait alors une quadrique D2. Nous avons l'identité :

«362 — «tö, -f- «2̂ 1 = O.

Par suite que la quantité

soit nulle ou non, on a toujours deux expressions 0 indépendantes; le système
quadratique :

[0,0,] = [Wl82] = [WJOJ] = O

est donc involutif avec
st = 2.

La solution générale du système de Pfaff qui fournit les surfaces applicables du
troisième ordre sur une surface Do ou Dd dépend donc de deux fonctions arbi-
traires d'un argument. Puisque les surfaces réglées les plus générales dépendent
de trois fonctions arbitraires d'un argument, deux surfaces réglées ne sont pas en
général applicables du troisième ordre.

Applicabilité du 3e ordre sur une surface Do. — Les surfaces Do dépendent de

3 fonctions arbitraires d'un argument. Deux surfaces Do ne sont donc pas en
général applicables du 3« ordre.

Donnons-nous une surface Do et cherchons les surfaces applicables du
3e ordre. Imposons au 1e1 repère la 2e particulaiisalion spéciale. Le système de
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Pfafif exigé par l'applicabilité montre que le 2 e repère devra subir aussi la 2° par-

ti cularisation. Il ne reste alors qu'à satisfaire aux 2 équations

üi3 = w,3 e t û31 = a/31 ;

cela exige que la valeur numérique de l'invariant fondamental / relatif à la droite

r soit égale à la \aleur numérique de l'invariant fondamental & relatif à la

droite R qui correspond à la droite r. Si nous posons

w13 = dp et ûi3 = dP

et si nous remarquons que Swi3 et 8a13 sont nuls, nous obtiendrons :

dP = dp.

La correspondance de droites qui réalise l'applicabilité d'un ordre égal ou supé-

rieur à 3, associe donc des droites dont les paramètres intrinsèques ne diffèrent

que par une constante. On peut d'ailleurs annuler cette constante par un choix

convenable des paramètres intrinsèques, puisque ceux-ci ne sont définis qu'à une

constante additive près.

Il est facile de déduire de ce qui précède qu'une surface Do est toujours défor-

mable du 3e ordre. Supposons par exemple que la surface donnée soit une surface

Do, ce qui est le cas général. Imposons au repère associé à cette surface toutes le&

particularisations projectives ; soient Hp), >0(p) et >i(p) les trois invariants

fondamentaux. Considérons le système d'équations différentielles :

düi — [— F(p)«i -+- a2 4- ciz]dp ; da2 = | $(p)öi -4- F p at -4- o3] dp ;

da* = [l(p)ai — F(p)a3 -H a>Adp ; da4 = [^p)«a — «2 -h ^(p'^3 -h F p)a; dp.

A chaque détermination des deux fonctions F p) et *(p), ces équations différen-

tielles font correspondre une surface dont les tiois invariants fondamentaux sont

X(p), F(p) et (*>p. Donnons-nous alors une suite continue de déterminations des

fonctions F(p) et <ï> p) : à partir de la déteimination )ofp et >^p); nous obtien-

drons ainsi une suite continue de surfaces ; la première surface de la suite sera

la surface donnée tandis que les autres surfaces de la suite satisferont aux condi-

tions d'applicabilité sur la surface donnée. Celle-ci est donc dcformable.

Donnons-nous deux surfaces Do et cherchons à reconnaître si elles sont

applicables du troisième ordre. Donnons aux repères la deuxième particularisa-

tion spéciale. Nous aurons

w,! =: Àù>l3 et Qn = Aw l3.

Un premier cas particulier serait celui pour lequel X serait identiquement nul ; il
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faudrait alQrs que A soit nul ; l'identité

X = o

a d'ailleuys une signification géométrique simple : quand elle est satisfaite la

droite r' reste fixe et par suite les différentes quadriques surosculatrices con-

tiennent une droite fixe. Un autre cas particulier serait celui pour lequel X

aurait une valeur constante; il faudrait alors que Aait la même valeur cons-

tante. Dans le cas général X aura une valeur variable ; il faudra alors que A ait

aussi unç valeur variable. D'ailleurs on a

[dX wi3l = o et [dAQ13] = o ;

si nous posons par suite

dX = Vfe>i3 et dA = A1*^,

la condition que l'on ait

A = X

pour chacun des couples de droites correspondantes impose que l'on ait aussi

A^ = À 1 .

D'ailleurs l'invariant X et l'invariant dérivé X1 ne dépendent plus que d'un para-
mètre (intrinsèque ou non) ; ils sont donc unis par une relation de la forme

X1 = xv (X).

Pour que la 2e surface donnée soit applicable il faudra que l'on ait

A1 = W (A).

Cette condition nécessaire est d'ailleurs suffisante. Supposons en effet qu'elle soit
remplie et imposons la correspondance définie par

X (Pl) = A (Pt) ;
nous aurons

dX = dA
et par suite, puisque

Xi (P l) = A* (Pi) ;

la condition
û 1 3 = Ù> 1 3

«era réalisée.
Remarquons enfin que s'il s'agit de deux surfaces D'"o, l'égalité des uniques

invariants fondamentaux À et A entraîne l'égalité des deux surfaces, comme on
le vérifie aisément.



Généralités sur V applicabilité du 4e ordre po ar deux surfaces Do. -— Considé-
rons deux surfaces Do et supposons que le iei repère a subi la 2e particularisation
spéciale. L'applicabilité du 3e ordre exige, comme nous l'avons vu, quatre équa-
tions nouvelles de Pfaff :

î 7 = o^ = ô ^ = ïï^ = o.

Ces équations de PfaiT entraînent deux équations quadratiques :

[«Aj = O et Lwi^] — °-

L'applicabilité du 4e ordre exigera donc deux équations nouvelles de Pfaff :

o^ = o et ÜÏ7 = o.

On en déduit immédiatement que deux surfaces Do qui n'appartiennent pas-
à la même famille D'0J D'o ou D'"o, ne sont jamais applicables du 4e ordre.

D'ailleurs deux surfaces D//;
o applicables du 4e ordre sont a fortiori applicables

du 3e ordre et par suite, en vertu d'une remarque faite précédemment, sont
égales. Aussi ne nous occuperons-nous que de l'applicabilité du 4° ordre de deux
surfaces D'o ou de deux surfaces D"o

Applicabilité da quatrième ordre pour deux surfaces Z)'o. — Donnons-nous une
surface D'o et imposons à son repère toutes les particularisations projectives. Le
repère associé à une autre surface D'o applicable du quatrième ordre sur la sur-
face donnée devra subir aussi toutes les particularisations projectives. Il suffira
alors, pour satisfaire à toutes les conditions exigées par l'applicabilité, de réaliser
les trois équations de Pfaff :

Û18 = Q31 = Û , , — Û H = O.

11 est donc nécessaire que les invariants Xet \ aient les mêmes valeurs numé-
riques que les invariants A et A4, pour chacun des couples de droites correspon-
dantes (c'est-à-dire pour des valeurs égales des paramètres intrinsèques p et P
convenablement choisis^.

11 est facile de déduire de ce qui précède qu'une surface D'o est toujours*
déformable du quatrième ordre.

Applicabilité da 4e ordre pour deux surfaces D"o. — Donnons-nous une
surface D"o et imposons à son repère toutes les particularisations projectives.
Nous aurons donc

(012 5= toi e t 6)21 = O.

Le repère associé à une surface D"o applicable du 4" ordre sur la surface



— 61 —

donnée devra subir aussi toutes les particularisations projectives. On aura alors

Û l2 = &! e t Ö21 r= O.

Pour réaliser une application du 4e ordre, il suffît donc de réaliser une applica-

tion du 3e ordre car les deux équations de Pfaff

î>72 = o e t oT7 = o

seront satisfaites par un choix convenable des repères,

Deux surjaces DQ applicables du 5e ordre sont égales. — ISous avons déjà

remarqué que 2 surfaces D'"o applicables du 3e ordre étaient égales.

Considérons 'deux surfaces D'o. L'applicabilité du 4e ordre impose les équa-

tions nouvelles de Pfaff :

i212 = o et QÏT. = o.

Ces deux équations entraînent

[*>! Q22 û 4 1 ] = O.

L'applicabilité du 5e ordre exige donc

On peut d'ailleurs supposer que l'expression

ÛH-+- Û£2-+-i233 -+-Û44

est nulle. 11 en résulte que l'applicabilité du 5e ordre entraîne les seize équations

Q,j = o ;

deux surfaces D'o applicables sont donc égales.

Le même raisonnement s'applique au cas de deux surfaces D"o.

Deux surjaces Di sont toujours applicables du #° ordre. — Donnons nous deux

surfaces Di et cherchons à réaliser l'application du troisième ordre. Imposons au

premier repère la première particularisation spéciale puib une deuxième parti-

cularisation spéciale partielle telle que l'on ait

fc>32 = (0 3 1 W4 2 = . 0>41 W1 3 = O .

Les mêmes particularisations seront imposées au deuxième repère. Par suite du

choix des repères, on aura alors satisfait aux équations quadratiques :

[Wl w12] = o [wi(2wu — w3̂  — cü44)] et lwiQ12] = o

[VsQii — Q33 — Ü4O] = O.

Pour satisfaire à toutes les conditions imposées par l'applicabilité du troi-
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sième ordre, il suffira de choisir la correspondance de droites et les repères de
manière à avoir :

Ü1 8 = Û33 — ÛH = Q8 , — O.

Ces trois équations de Pfaff constituent donc un système qui fournit la corres-
pondance de droites. Ce système est d'ailleurs complètement intégrale : il
entraîne l'équation quadratique

[».)4Û12 | = O

mais cette équation est identiquement satisfaite puisque l'on a

[wiWjs] = 0 et [wiû12] = o.

Il est donc toujours possible de trouver une correspondance de droites qui réalise
l'application du troisième ordre. De plus le choix des repères et de la correspon-
dance dépend de trois constantes arbitraires.

Tl est intéressant de remarquer que l'on peut d'une infinité de manières
choisir le repère associé à une surface Di de manière à satisfaire aux condi-
tions imposées par la particularisation fondamentale et par la première parlicu-
Jarisation spéciale ainsi qu'aux conditions :

W32 = W3 1 W 4 2 = ù)fA to! = to33 6 > n = W3 1 = O .

On peut même ensuite modifier le repère de manière à changer l'expression
<*>i3 en l'expression

W l 3 = K<*>13,

K étant une constante arbitraire. (Je ne donnerai pas ma démonstration car elle
est un peu longue. Pour obtenir un repère convenable, je suis conduit à chercher
une solution particulière d'une équation de Ricatti et à effectuer une quadra-
ture).

Choisissons alors les repères associés à deux surfaces D' données, de la
manière qui vient d'être expliquée. Pour réaliser une application du troisième
ordre, il suffira d'adopter une correspondance de droites qui satisfera à la condi~
tion

û 1 3 = Û> 1 3

ou, ce qui revient au même, à la condition

Q18 = Kw1 3

(il suffit dans ce dernier cas de modifier ensuite le premier repère).

Adoptons des paramètres de position tels que l'on ait

<*>i3 = dp et ûi3 = dP
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On réalisera une correspondance donnant l'application du troisième ordre en

s'imposant Tune quelconque des relations :

P = kp + h.

h et h étant des constantes arbitraires.

Généralités sur l'applicabilité du quatrième ordre pour deux surfaces D^ — Con-

sidérons deux surfaces D{. Donnons au premier repère les deux premières

particularisations spéciales. Nous avons vu que l'applicabilité du troisième ordre

imposait quatre équation^ nouvelles de Pfafl :

ces équations entraînent deux équations quadratiques :

[wJQ72i = 0 et [«jûss*—ÔJTj = O.

L'applicabilité du quatrième ordre exige donc deux équations nouvelles de Pfaff :

"is = o et o- — un = o.

Les deux premières particularisations spéciales sont imposées au deuxième

repère. Posons alors
w ia = Alfc)l et Û12 = Hiûi

Si hi est nul, Hj devra être nul. Il en résulte qu'une surface D'i n'est jamais

applicable du quatrième ordre sur une surface DV

Nous allons étudier l'applicabilité de deux surfaces D'i puis nous démon-

trerons que deux surfaces D\ applicables sont égales.

Applicabilité du 4e ordre pour deux surfaces DV — Considérons deux sur-

faces D\. Imposons à la il" surface un repère qui a subi toutes les particulari-

sations projectives. Si Ton veut appliquer la 2e surface sur la i'% on devra faire

subir à son repère toutes les particularisations projectives. Les deux équations de

Pfaff
Q1 3 = . w13 e t Ü31 = W3i

sont alors les seules qu'il suffît de satisfaire pour réaliser une application du

4° ordre. Puisque l'on a

w31 ~ \"o>lB et ûji = A /;û13

il en résulte que sur deux droites correspondantes les invariante 1" et A" doivent

avoir même valeur numérique.

L'étude de l'applicabilité du 4e ordre de deux surfaces D^ s'effectuerait d'une

manière analogue à celle de l'applicabilité du 3e ordre de deux surfaces Do. On
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verrait qu'en général deux surfaces D\ ne sont pas applicables du 4e ordre mais
qu'une surface D\ est toujours déformable du 4e ordre.

Deux surjaces D'\ applicables du 4e ordre sont égales, — Considérons deux

surfaces D"i, Donnons aux deux repères les deux premières particularisations

spéciales. Nous aurons

<«>i2 = o , û12 = o , w31 = / w ! e t Û3i = Fu i ;

l'équation

Î 2 ^ = O

montre que si ƒ est nul, F sera nul aussi, mais les deux surfaces considérées
seront alors égales puisqu'il s'agira de deux surfaces de Cayley.

Supposons donc que les deux surfaces soient des surfaces D'\ proprement
dites. Imposons à la ire surface le îepère défini au chapitre précédent. Nous
aurons en particulier

(Ü21 = O .

Toutes les expressions î£J7 sont nulles sauf u2i. Donc û2i n'est pas nul. Mais
une surface D"i admet un groupe projectif de déplacements qui permet d'annuler
*>2i. La 2e surface est donc égale à une surface pour laquelle on aurait en outre

û8, = o.

Avec cette nouvelle surface on aurait

^ 7 = °-
Les deux surfaces applicables du 4e ordre sont dont égales puisque toutes les

expressions QtJ doivent pouvoir être annulées.

Deux surfaces Di applicables du 5e ordre sont égales. — Deux surfaces D {

applicables du 5e ordre sont a Jortiorl applicables du 4e ordre et par suite elles
sont égales. Considérons alors deux surfaces D't applicables du 5e ordre. Les
équations nouvelles de Pfafï' imposées par l'applicabilité du i t r ordre entraînent
l'équation quadratique

[wîïhî] = o.

L'applicabilité du 5e ordre exige donc la nouvelle équation de Pfaff

"ûTT = ° -
11 en résulte que les deux surfaces D'4 sont égales.
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Remarques sur C applicabilité des surfaces non développables, — De Fétude de

l'applicabilité des surfaces non développables résulte un rôle important des in\ a-
riants fondamentaux. Les déformations du 3e et du 4e ordre d'une surface Do et
la déformation du 4e ordre d'une surface D'i respectent en effet certains inva-
riants fondamentaux.



CHAPITRE VI

Propriétés projectives des Congruences.

Nappes focales d'une congruence V. — Les congruences V possèdent deux
foyers distincts sur la génératrice r. Chacun des deux foyers engendre une
a nappe focale » à une ou deux dimensions. La particularisation fondamentale
du repère donne

w 2 = co4 = o ;

les déplacements d0 satisfont à

fc>i = o o u à 0,3 = o .

On en déduit que les deux foyers sont ai et a2 et que les plans focaux
correspondants sont respectivement

Le premier plan focal est tangent à la deuxième nappe focale tandis que le
deuxième plan focal est tangent à la première nappe focale.

Classification des congruences V, Première particularisation spéciale du
repère. — Considérons une congruence Y. Après la particularisation fonda-
mentale duiepère nous sommes conduits à poser

On peut toujours annuler les coefficients v et v' mais chacune des l\ équations

u = 0, u' = o, w =• o. w' = o
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aune signification invariante; d'ailleurs chacun des coefficients a,u\ w,w' petit
subir une dilatation; les 4 dilatations ne sont assujetties qu'à laisser invariant
le rapport X des deux quantités u.w' u'.w. Nous devons donc distinguer
différents genres de congruences V. On déduit des valeurs de dai et de d\axa%az\
que la position du premier foyer dépend de i ou 2 paramètres suivant que w
est nul ou non et que la position du deuxième plan focal dépend de 1 ou
2 paramètres suivant que u est nul ou non. Si a et w sont nuls à la fois la
première nappe focale Ni se réduit à une droite Ri

Dans le cas général aucun des coefficients u,w,u',w', ne sera nul et l'on
pourra se ramener à

n — w = iï = 1 ;

on aura alors ^ = w' \

les deux nappes focales seront des surfaces non développables. Les différents
cas particuliers se distinguent par la nature de chacune des deux nappes focales
(surface non dé\eloppable, surface développable, courbe ou droite); dans chaque
cas particulier la première particularisation spéciale consistera à égaler à l'unité
ceux des coefficients u,w,ii',w' qui ne sont pas nuls. 11 n'est pas nécessaire
d'étudier tous les neuf cas particuliers possibles si l'on tient compte de cette
remarque qu'une transformation par polaires réciproques change une nappe
focale « courbe » en une surface développable. Les congruences Y les plus
singulières sont celles pour lesquelles les 4 coefficients u,w,u\w' sont nuls ;
ce sont les congruences linéaires non spéciales.

Propriétés des Congruences V générales. — Considérons une congruence ?i
deux surfaces focales distinctes et non développables. imposons au repère la
première particularisation spéciale. Nous aurons :

w j t — O J 2 3 = 0 ; e o u = w 2 1 = W j ; w 1 2 = w 3 ; w 4 3 = ) o ) I .

Portons d'abord notre attention sur les déplacements d0 ; ils satisfont a

Tune des deux équations
toi = O Wj — O.

D'ailleurs chacune de ces deux équations est complètement intégrable; un
choix convenable des paramètres p4 etp2 permettra d'avoir :

o>i = gidpi w3 = g2dp2.

Les déplacements d0 peuvent s'associer de manière à engendrer des développables.
Grâce au choix des paramètres p les deux familles de développables sont
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fournies respectivement par

P l = O p, = G" ;

aussi dirons-nous que la congruence a été « rapportée à ses développables ».

Occupons-nous des lignes asymptotiques des nappes -focales Ni et N$.

Les directions asymptotiques sont fournies respectivement par :

^üi] = o [aidza^ai] = o.

Les lignes asymptotiques de Ni satisfont donc à Tune des deux équations

différentielles

toi = i(o3, toj = — io>3

tandis que les lignes asymptotiques de N2 satisfont à

wi = i)vto3 OU u>i = iXü)3 .

Propriétés des congruences V dont les deux nappes Jocales sont des surfaces

développables. — Considérons une congruence à deux surfaces focales distinctes

et développables. Imposons au repère la première particularisation spéciale. Nous

aurons.

to14 = w 2 3 = o ; W34. = w43 — or; w l 2 — Ü>3 ; tùn = tox ; u / 3 4 = [-o32co3 j = o ;

w ' i3 = [ ^ i W j ] = O.

Les déplacements d0 sont fournis par

toi = o et w3 = o ; si (Oj = o

la droite r'i reste fixe tandis que si <*>3 = o

la droite r4 reste fixe. Les deux nappes focales contiennent donc respectivement

les droites ri r\. D'ailleurs les développables de la congruence sont aplaties sur

des plans : dans un déplacement d0 pour lequel

*>i = o

le premier plan focal reste fixe tandis que dans un déplacement d0 pour lequel

to3 = O

le deuxième plan focal reste fixe.

On peut donc engendrer de deux manières différentes une telle congruence

par les tangentes à une famille de sections planes d'une surface développable.

Choix projectij du repère associé à une congruence V générale. — Après la

première particularisation spéciale du repère associé à une congruence V gêné-
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on doit j>oser :

W33 ^ i i = htoi

il est aisé de voir qu'on achèvera de déterminer le repère par une deuxième
particularisation spéciale qui consistera à annuler h et fe; on posera donc ;

en désignant par Xi et >2 deux invariants fondamentaux de la variété.
D'ailleurs on aura :

Cla$$ijî< aiion des congruences U en trois genres [/<>, f/i, £/2. — Considérons

une congruence à nappes focales confondues. Imposons au repère la particulari-
sation fondamentale. Nous devons poser :

wu = o, w24 = ü)13j Ü)34 i«i2 = Y ^ I , t o u — d)22 — w33

= Ti">i - h Y2
fv2

Nous pourrons toujours annuler y et y4 mais les valeurs de oy2 et ôy3 nous obligent

à distinguer trois genres de congruences U : r les congruences Uo pour lesquelles

y3 n'est pas nul; 20 les congruences Ui pour lesquelles y, est nul tandis que y2

n'est pas nul ; 3° les congraences U2 pour lesquelles y2 et ŷ  sont nuls.
De la \aleur de dai on déduit qu^ la nappe focale double d'une congruence

Uo est une surface tandis que la nappé focale double d'une congruence Ui ou IJ2

est une courbe.

Propriétés des congruences Uo. — La première particularisation spéciale du
repère associé à une congruence Uo consistera à s'imposer les trois équations :

o)34 = co2, w12 = W 2 J l O l l — w22 — W33 -H ft)4i = O.

Les déplacements dQ sont fournis par

<•>!* =z o ;

le foyer ai se meut alors sur une courbe qui admet r pour tangente et [a^i^Ch}
pour plan osculateur. Mais ce plan est tangent à la surface focale en ak ; il en
résulte que dans un déplacement d0, le point ci\ décrit une ligne asymptotique de
de la surface focale.

Les congruences Uo peuvent donc être engendrées par les tangentes aux
asymptotiques d'une famille, sur une surface. Cette propriété et sa réciproque ont
d'ailleurs été démontrées par M. Kœnigs.
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Propriétés des congruences Ui et U2. — La première particularisation spéciale
du repère associé à une congruence Ui ou U2 consistera à s'imposer respective-
ment l'un des deux groupes de trois équations :

tt>34 — ^ 1 2 = w i , 0 = W 1 1 O ) 2 2 W 3 3 -f- O ) 4 4 = 2 o 2 ; CO3 4 = W 1 2 = O , 0 = O .

Pour un déplacement d0 on a
coi = o ;

le point «1 et le plan [aia2tf3] restent fixes ; il en résulte que la droite r engendre
ce plan en tournant autour du foyer ai.

De la valeur de d[aiaiai\ on déduit que les congruences Ui sont formées par
les tangentes à une surface développable le long d'une courbe arbitraire (i) et
que les congruences Ua sont formées par les tangentes à une surface développable
le long de son arête de rebroussement.

Les congruences Ui dépendent de trois fonctions arbitraires d'un argument
tandis que les congruences U2 dépendent de deux fonctions arbitraires d'un
argument.

Classification des congruences en trois Jamilles U«, t/"2, U\. — Après la pre-
mière particularisation spéciale du repère associé à une congruence U2, on est
conduit à poser :

ü>32 = hbii ^42 U)31 = &w l

L'équation
h = o

et le système
h == k = o

ont des significations invariantes. On doit alors distinguer trois familles de con-
gruences U2. En général h n'est pas nul ; la courbe focale double n'est alors pas
rectiligne ; la deuxième particularisation spéciale pour ces congruences « U'2 »
consistera à se ramener à

h = 1, k = o.

JPour les congruences particulières a XJ\ », h est nul mais k n'est pas nul ; la
courbe focale double est alors une droite ; la deuxième particularisation spéciale
pour ces congruences consistera à se ramener à

(1) Cette propriété est étudiée dans le ïhre de M. Kœnigs sur La géométrie réglée et ses Appli-
cations.
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Pour les congruences très particulières « \J'\ » h et k sont nuls ; la courbe focale
double est encore une droite ; on ne peut achever la détermination du repère
d'une manière projective ; les congruences « U"'? » sont donc égales entre elles •
une congruence u U'"2 » coïncide a\ec la congruence linéaire et spéciale définie
par les deux complexes linéaires

ri et > r2 -+- r'2

car cette congruence reste fixe quand la droite r se déplace.

Etude des congruences U\. — Imposons au repère associé à une congruence
U"2 la deuxième particularisation spéciale. Nous sommes conduits à poser

W33 — wii = g^i

et nous pouvons ensuite annuler g ; nous devons alors poser

1 étant un invariant fondamental. Nous ne pouvons d'ailleurs pas achever la
détermination du repère d'une manière projective; les congruences U';£ pour les-
quelles l'invariant 1 a même valeur numérique sur deux droites de mêmes para-
mètres pi, pi sont donc égales.

Il est facile d'étudier les congruences U'2 dans l'espace ordinaire. On voit
aisément que pour obtenir la congruence U"2 la plus générale il suffit d'associer
d'une manière arbitraire les points M de l'axe Oy avec les plans P qui passent
par Oz : les droites de la congruence qui passent par M sont situées dans le plan
P correspondant.

Classification des congruences de la famille U-. — Donnons au repère associé
à une congruence U;2 la deuxième particularisation spéciale. Nous sommes alors
conduits à poser

te u - h w22 — 20)33 = Sitoi f,)2i -+- w43 = Sâ^i .

Nous pourrons toujours annuler Si mais Téquation

s> — o

a une signification invariante. Nous distinguerons donc les « congruences U's
singulières» pour lesquelles s> est nul.

Considérons une congruence U'2 singulière. Nous pouvons annuler par des

pârticularisations projectives
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Grâce à ce choix du repère le complexe linéaire

sera fixe; par suite toutes les génératrices d'une congruence U'2 singulière appar-
tiennent à un complexe linéaire non spécial y ; la courbe focale double a clone ses
tangentes situées dans un complexe linéaire ^.

On engendre une congruence U'2 singulière en considérant une surface déve-
loppable dont l'arête de rebroussement est une courbe dont les tangentes appar-
tiennent à un complexe linéaire non spécial ; les génératrices de la congruence
seront les tangentes à la surface développable aux différents points de l'arête de
rebroussement.

L'équation
(0 2 1 = O

conduit à poser

l'équation
$s = O

a une signification invariante. Parmi les congruences U'2 singulières nous distin-
guerons donc les congruences « U'2 très singulières » pour lesquelles s3 est nul.

Etude des congruences U'2 très singulières. — Les particularisations projec-
tives du repère associé à une congruence U'2 nous ont donné des équations de
Pfaff ne renfermant que des constantes numériques comme coefficients, et
n'entraînant aucune équation quadratique extérieure; il en résulte que les con-
gruencos U'2 très singulières sont égales entre elles et qu'une congruence U'2
admet un groupa de déplacements projectifs.

Cherchons la courbe focale double d'une congruence U'2 très singulière.
Cette courba sera engendrée par le foyer ai si Ton donne à r un déplacement à
un paramètre; il est simple de considérer le déplacement pour lequel

w2 = o .

On a alors à étudier une surface réglée telle que le déplacement infiniment petit
du repère satisfasse à :

w 1 4 = W23 = Ü J 2 4 — ^ l 3 = o 3 t = w 1 2 = Ü ) 2 1 = : ' o 4 3 = a>32 — (J)L = w 4 l = o ) 3 1 = r O J 4 2 = o

W U W 3 3 = W 2 2 — W 4 4 = W33 CO22.

Pour achever de déterminer le repère, il suffit de fournir la valeur de l'exprès-
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sion

dont le covariant bilinéaire est nul ; on peut supposer que cette expression est
nulle ; en tenant compte de la relation

W H "+• ^22 "4- W33 4 " W4 ' , = O

on annule ainsi les quatre expressions wtl ; d'ailleurs on peut choisir le paramètre
p, de façon que Ton ait

wj = dpi

puisque u>\ est nul. Dans ces conditions on a pour le déplacement infiniment
petit du repère :

ddi = cizdpi ; da% = a^dpi ; daz = a^dpi ; dak = o.

Ces équations différentielles ont pour solution :

a4 = c4, a2 = Ci.pi 4 - c2, «s = — c4pi2 4- c2pi H-c8 ,

ai = -rr-c 4pi 3H c 2 pi 2 -hc 3 pi -4- ci.

Si l'on amène le repère fixe dc^cicK en coïncidence avec un repère simple les
coordonnées cartésiennes ordinaires du point ax deviennent :

a? = -TT-Pi3 y = pi z = — p i 2 .
v) 2

Le point «i décrit donc une cubique gauche unicursale. Il en résulte que toute
congruence U'2 très singulière est formée par les droites qui passent par les
différents points d'une cubique gauche unicursale et sont situées dans les plans
osculateurs correspondants.



CHAPITRE VII

Déformation projective des Congruences.

Généralités sur l'applicabilité du premier ordre pour deux congruences. — Deux
congruences sont applicables du premier ordre si les quatre formes fondamen-
tales de Pfaff Qt relathes à la deuxième congruence sont respectivement égales
aux quatre formes fondamentales a>, relatives à la première congruence. Il en
résulte immédiatement que l'application du premier ordre établit une correspon-
dance entre les développables des deux congruences puisqu'à un déplacement do
de la droite r est associé un déplacement Do de la droite R.

Donnons au premier repère la particularisation fondamentale qui intéresse
précisément les formes w,. Nous devrons imposer en même temps la même parti-
cularisation au deuxième repère. D'ailleurs l'application exige que les deux con-
gruences appartiennent à un même groupe fondamental.

Deux congruences ponctuelles ou deux congruences planes sont égales; elles
sont donc ajortiori applicables du premier ordre. Mous allons étudier l'applica-
tion de deux congruences V et de deux congruences LJ ; nous verrons qu'elle es-t
toujours possible comme l'a indiqué M. Cartan dans sa communication au Con-
grès de Strasbourg.

Deux congruences V sont toujours applicables du premier ordre. — Donnons,
nous deux congruences V et cherchons à réaliser l'application. Imposons aux
deux repères la particularisation fondamentale. Il suffira de réaliser les équations
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de Pfaff :

( i ) û 1 3 s=i co13 Û 2 4 = «0^4,

Ces deux équations entraînent deux «équations quadratiques extérieures :

(2) [W1Q33 — Ûi,] = [w3Q44 Q„] = o.

D'ailleurs les deux expressions auxiliaires de Pfaff qui interviennent dans le
système (2) sont indépendantes malgré les conséquences de la restriction imposée
au choix des repères.

Le système (2) est alors manifestement involutif avec

s2 = 0, Si — 2 .

Le système (1) qui fournit la correspondance et le choix des repères admet donc
une solution générale qui dépend de deux fonctions arbitraires d'un argument.
L'application du premier ordre est donc toujours possible.

La correspondante de droites dépend de deux fonctions arbitraires d'un argu-
ment ; d'ailleurs elle doit associer les développâmes; si nous rapportons les deux
congruences à JLeurs développables, nous prévoyons que nous pourrons réaliser
l'application au moyen de l'une quelconque des correspondances définies par les
deux relations

P, = F^pO P2 = Fa(p,).

II est facile de montrer qu'il en est bien ainsi. Grâce à la correspondance
adoptée les expressions Wt et w3 s'annulent respectivement en même temps que
les expressions Q£ et û3 ; le calcul montre que par une modification du premier
repère, on peut réaliser l'égalité des expressions fondamentales de Pfaff relatives
aux deux congruences.

En résumé on peut toujours réaliser l'application du premier ordre de deux
congruences V au moyen d'une correspondance qui associe les développables
famille à famille.

Deux congruences U sont toujours applicables du premier ordre. — Donnons-
nous deux congruences U. Imposons aux deux repères la particularisation fonda-
mentale. Pour réaliser l'application, il suffira de satisfaire aux deux équations de
Pfaff :

( i ) Û l 3 = ü)13 Ö 2 3 — ü>23.

Ces deux équations entraînent :

12) 0>iÛ33 - Û H ] —
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D'ailleurs les équations

conduisent à poser

2W12 = (Y2 — Y ) ^ ! -+- Y3W2, 2Û12 = ( r 2 — F — Y2 "+" ï ) w i "+" (^3 ~ Y3)W2'

Le système (2) ne contient alors que trois expressions auxiliaires indépen-
dantes ; il est involutif avec

Si = 2, Sz = I .

Par suite, l'application de deux congruences U est toujours possible et la corres-
pondance dépend d'une fonction arbitraire de deux arguments.

Une correspondance arbitraire dépend de deux fonctions arbitraires de deux
arguments mais une correspondance d'application doit associer les développables
doubles. Rapportons les deux congruences à leurs développables doubles, de telle
manière que ces développables seront fournies respectivement par les équations :

pi = Gte Pi = Cte.

La correspondance définie par les deux équations :

Pt = «^(p,) p2 = * a(p i , p2)

associe les développables et dépend d'une fonction arbitraire d'un argument.
Le calcul montre qu'on peut choisir le premier repère de manière à réaliser
l'application avec une telle correspondance.

Généralités sur l'applicabilité du deuxième ordre pour deux congruences V. -—

Deux congruences V sont applicables du premier ordre lorsque l'on a :

( i ) ~Qn ="Ô7i = Q^ = 0^4 = O.

Donnons aux repères la particularisation fondamentale. Formons les équa-
tions quadratiques entraînées par le système (1) ; nous en déduisons que l'appli-
cabilité du deuxième ordre exige six équations nouvelles de Pfaff.

( 2 ) Û i a = Q21 = Ö34 = Û 4 3 = ^33 — Un = Û44 - - QL2 = O.

On voit que si l'on impose au premier repère la première particularisation
spéciale, on doit imposer en même temps cette particularisation au deuxième
repère ; de plus pour être applicables du deuxième ordre, deux congruences V
doivent appartenir au même genre, c'est-à-dire doivent avoir des nappes focales
de même nature. Enfin à une surface focale d'une congruence correspond une
surface focale d'une congruence applicable et les asymptotiques sont en corres-
pondance car on a pour équations des asymptotiques sur une première et sur une
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seconde surface focale de la première congruence :

4 i 2 = O , Wl<*>21 -+- W3W4 3 = O .

Les congruences V sont en général indéformables du deuxième ordre. — Le
système de Pfaff qui fournit tous les couples de congruences V applicables est ;

( î ) Wl4 = W23 = Ü18 = ÛI4 = Q53 = QU = "ÛÎI = ûTT = 0^4* = û IT

Ces équations entraînent huit équations quadratiques extérieures. Le système
( Î ) devient un système en involution par une prolongation partielle qui consiste
à poser :

Le système de Pfaff (i) prolongé par (2; entraîne neuf équations quadra-
tiques, dans le cas général pour lequel a et ? ne sont pas nuls tous deux :

l [wi ÏÏ32-H a*>i2-4- pco34)] = [WS(Q3 2 — aw l2

(3) < [w3U24i — aw43 — fa2l ] = [wi'Ï24i + a w 4 3 -

f [wiQ3i] = [W3Q42] = [ w j f d ï + a w i i — aw33^J = [ü 3 (d t i -Hpw 2 2 - ^ 4 4 ^ = O.

Le système quadratique (3) est manifestement involutif; les trois équations
de chaque ligne forment des systèmes partiels involutifs et l'on a

Si = 9 , Si — I .

Il en résulte que le système de PfaiïjV admet une solution générale qui dépend
d'une seule fonction arbitraire de deux arguments ; c'est un résultat donné par
M. Cartan dans sa communication.

Si l'on remarque qu'une congruence V générale dépend de deux fonctions
arbitraires de deux arguments, on voit que sur une congruence V donnée il
n'existe pas en général de congruence applicable ; les congruences V sont donc
en général indéformables. Un problème intéressant mais difficile consiste à
rechercher les congruences V déformables.

Applicabilité du deuxième ordre pour deux congruences V générales — Deux con-
gruences V générales données ne sont, en général, pas applicables. Si on impose la
deuxième particularisation spéciale au premier repère, cette même particularisation
est imposée par une application du deuxième ordre ; de plus les trois invariants
fondamentaux >, >i, >2, et tous les invariants dérivés doivent avoir les mêmes
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valeurs numériques dans les deux eongreences sur deux droites correspondantes.
Cette remarque permet de rechercher si deux congruences sont applicables.

En particulier si X est égal à i pour la première congruence, il doit en
être de même pour la deuxième congmence : sur une congruence W on ne peut
donc appliquer que des congruences W.

Généralités sur l'applicabilité du deuxième ordre pour deux congruences U. —
Deux congruences U sont applicables du premier ordre quand on a :

U) QÂl = û7i = ôL = QZ = o.

Donnons aux: repères la particularisatioo fondamentale. 11 est facile de trouver
les nouvelles équations de Pfaff imposées par une applicabilité du deuxième ordre :

(2) orl2 = s ^ = QT;—HT: = O, Q^ = &Z - K = on-
On voit que si l'on impose au premier repère la première particularisation spé-
ciale, on doit imposer en même temps cette particularisation au deuxième
repère; de plus deux congruences U applicables appartiennent au même genre.

Si la première congruence a une surface focale, il en est de même pour la
deuxième congruence applicable ; les lignes asymptoliques des surfaces focales
se correspondent puisqu'elles sont fournies par :

= O ^1,(^34 + QI2) = O.

Les congruences U sont toujours dAformables du deuxième ordre. — Donnons
nous une congruence L .̂ Imposons au repère la première particularisation spé-
ciale. Le système de Pfaff qui fournit les congruences applicables sur la con-
gruence donnée comprend les dix équations écrites au paragraphe précédent. C«
système entraîne un système quadratique iuvolutif avec

si = 5, s2 = o.

11 en résulte qu'on pourra toujours déformer la congruence donnée.
Les congruences U! dépendent d'une fonction arbitraire de deux arguments.

Deux congruences Ui ne sont pas en général applicables.
On démontre aisément qu'une congruence U2 est toujours déformable.

Deux congruences U2 sont toujours applicables du deuxième ordre. — Donnons
nous une congruence U2. Choisissons son repère de façon que les restrictions
imposées par la première particularisation spéciale soient satisfaites.

Le système de Pfaff qui fournit les congruences applicables et la manière de
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réaliser l'application €st ;

(i) û^ =1574 = û^ — fÇ* — «£ - &T4 = û43 — u21 = 0,

ce système de Pfaff entraîne six équations quadratiques :

() [ u û ] = a|«iû^| -+- [w2û3i -t-û4a] ~ o,

ce système quadratique ne peut être satisfait que si Ton a :

(3) Q72 = o.

Le système de Pfaff formé par les équations (ij et (3) entraîne trois équations
quadratiques :

(4) [vJhi] = [*>iüIT| = 2[wiûI7| H- [wsûTi -f-ûlâ] = O.

Le système (4) est involutif avec si = 3 et 52 = o.
Par suite une congruence applicable et la correspondance dépendent de trois

fonctions arbitraires d'un argument. Comme toute congruence applicable est du
genre U2 et que les congruences tî2 dépendent de deux fonctions arbitraires d'un
argument, on prévoit que deux eongruences U2 sont toujours applicables en vertu
d'une correspondance qui dépend d'une fonction arbitraire d'un argument. Nous
allons montrer qu'il en est effectivement ainsi.

Donnons-nous une congruence U2. Imposons à son repère la première par-
ticularisation spéciale. Nous devons poser :

Plaçons-nous dans le cas général pour lequel la congruence donnée est de la

famille U'2. Nous pouvons choisir le repère de manière à avoir

h = 1.

Si l'on cherche à appliquer une autre congruence, on constate qu'il faut
d'abord imposer à son repère les mêmes particularisations que nous venons
d'imposer au repère de la congruence donnée ; toute' congruence applicable doit
aussi appartenir à la famille IP2.

Nous sommes conduits à poser :

puis annuler g, ce qui oblige à poser :
W 4 2 + 3JL>31 = 3&)> "H foi.

Le repère d'une congruence applicable devra subir les nouvelles particula-
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TÎsations. Considérons alors deux congruences U'2 données. Associons à chaque

droite un repère satisfaisant aux particularisations qui viennent d'être définies.

Le système de Pfaff qui fournit la correspondante de droites est ;

(5) Û18 = ^23 = ^43 Q21 = O u n = ^22

car les équations ( i )et (3) seront alors toutes satisfaites. Le système (5) entraîne

(6) 2[(û>1Q4l)] -H [u)LÛji -+- O42] = o, [*>iG42 — Ü31J = O.

La dernière de ces deux équations quadratiques est identiquement satisfaite tandis

que la première peut s'écrire :

[tu! {4Û41-HL-H K — l — ft^wa}].

Le système de Pfaff (5) n'entraîne donc qu'une équation quadratique; il est en

involution avec
Si = I , S% — O.

Il en résulte que la correspondance dépend d'une fonction arbitraire d'un argu-

ment. L'application est donc toujours possible.

Si on immobilise ci\ en annulant wi, on immobilise en même temps Ai ainsi

que les tangentes en eu et Ai aux courbes focales doubles. Toute correspondance

qui réalise l'application associe donc chacune des tangentes à la première courbe

focale avec Tune des tangentes à la deuxième courbe focale.

Généralités sur l'applicabilité singulière pour les congruences V. — En consi-

dérant les équations quadratiques entraînées par le système de Pfaff qui fournit

les couples de congruences V applicables du deuxième ordre, on remarque que

tout élément intégral pour lequel on a :

Un — 1222 = awi -h ?w3 = O

est un élément singulier. Nous obtiendrons donc des solutions singulières du

système de Pfaff considéré en étudiant le cas particulier pour lequel a et ? sont

nuls. Le système des équations quadratiques entraînées est alors résolu par les

équations nouvelles de Pfaff.

&32 = &4i = o ; Qji = «wi ; O42 = 6o>3 ;

Les quatre premières de ces équations exigent que l'on ait :

bu _+_ QKJ = o ; bu' -f- aw' =± o ; 2a^ri = [wida] ; 26w'3 = f(x)3d6]

D'ailleurs il faut supposer que a et b ne sont pas tous deux nuls car on obtien-
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drait alors la solution banale formée par les couples de congruences égales. Les

seules congruences sur lesquelles on puisse effectuer une application singulière

du deuxième ordre sont donc telles que l'on ait :

uw' — u'w = o.

S'il s'agit de congruences V générales, ces congruences devront donc appar-

tenir à la famille W comme d'ailleurs les congruences applicables sur elles.

Applicabilité singulière pour deux congruences W. — Donnons nous une con-

gruence W. Imposons à son repère la première particularisation spéciale puis

choisissons complètement ce repère. On ne pourra réaliser une application singu-

lière qu'avec un coefficient 6 égal et de signe contraire au coefficient a.

De plus le coefficient a devra satisfaire aux deux conditions :

(i) 2aw\ = [oiida] ; 2W3 = Wzda\

Rapportons la congruence donnée à ses développables et posons :

*>i = gidpi, w3 = g2.dp2

Les deux équations (i) s'écrivent alors :

[dpidbagS)] = o, [dp*d{agS)] = o

On peut donc poser :

L'équation différentielle qui fournit les deux familles d'asymptotiques sur l'une

quelconque des deux surfaces focales devient :

A(pi)dpi
i -h B{p2)dp.z* = o ((V-i-ws2 = o)

Sur une congruence W arbitraire on ne peut donc pas en général réaliser

une application singulière.

Considérons une congruence W telle que l'équation différentielle des

lignes asymptotiques présente la forme spéciale :

(2) F1(p1)dp1
2 + F2(p2)(ip2

2= o

Les fonctions Fi et F2 ne sont manifestement définies qu'à un même facteur

numérique près.

Posons
FtfcO = j.k{pi), F2(p2) = j.B(p2),

la quantité jf étant une constante numérique. Considérons la fonction a définie

par l'identité :

i l
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On aura ;

Considérons alors le système de Pfaff :

SJI = au!, cfn = —aoiif ïîy = o(y =£ 3i et 4a).

Ce système à 3 variables indépendantes p est complètement intégrable d'après

la règle de Frobenius. Il impose d'ailleurs toutes les seize expressions 0. La

solution générale dépend de constantes arbitraires : ce sont les paramètres de

position dans l'espace d'une congruence applicable sur la congruence donnée.

En faisant varier la constante j on obtient une suite de congruences appli-

cables. On peut donc réaliser une déformation singulière d'une congruence

singulière dont l'équation des asymptotiques présente la forme (2). C'est, aux

notations près, un théorème énoncé par M. Cartan dans sa communication au

Congrès de Strasbourg.

Propriété des surjaces focales d'une congruence W déformable d une façon sin-

gulière. — II est facile de vérifier que les surfaces focales d'une congruence W à

déformation singulière sont déformables projectivement du deuxième ordre.

Considérons en effet une telle congruence. Les conditions d'applicabilité de la

première surface focale engendrée par a{ sont

S7~2 = Q13 = Su = o ; Q^ = S^ = Ö7Ï = S7[ = 0, Q^ = Q2a
 = ï̂â*

Les conditions d'applicabilité de la deuxième surface focale engendrée par a2 sont :

STt = S^ = Q^ = o ; Ŝ I = S^ = Ô73 = S7v = o, H7I = 2̂2 = Û44*

Toutes ces conditions sont précisément remplies. Par suite les deux surfaces

focales sont applicables ; il en résulte que ces surfaces focales sont déformable&

d'après un théorème de M. Cartan (1).

Application singulière de congruences V particulières. — Les congruences par-

ticulières pour lesquelles on a, après la particularisation fondamentale

iuo' — wu' = 0

sont celles dont Tune des nappes focales est une droite ou celles qui admettent

pour nappes focales une courbe et une surface développable.

Le calcul montre que certaines de ces congruences admettent une déforma-

il) L'applicabilité projective des surfaces est étudiée dans un Mémoire de M. Cartan (Annales Ec.

Norm., tome XXXVIJ, septembre 1920).
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tioii singulière. Les congruenees linéaires non spéciales admettent même une
déformation singulière sur elles-mêmes.

La déformation d'une congruence qui admet pour nappes focales une surface
non développable et une droite est analogue à la déformation d'une congruence
W : cette déformation n'est possible que si l'équation des asymptotiques de la
surface focale présente la forme

= o
quand on a rapporté la congni3n.ce à ses développables ; si cette condition est rem-
plie, on obtient une infinité de déformées dépendant d'une constante arbitraire ;
d'ailleurs la surface focale prend une déformation projective du deuxième ordre.

Les autres cas qui doivent encore être considérés sont analogues entre eux ;
on obtient ce résultat que la déformation est toujours possible avec des déformées*
qui dépendent d'une fonction arbitraire d'un argument.

Etudions par exemple le cas d'une congruence dont la première nappe focale
est une surface développable tandis que la deuxième nappe focale est une courbe.
Donnons au repère la parlicularisation fondamentale. INous aurons u et u' nuls et
il faudra que a soit nul ; de plus la quantité b devra satisfaire à la condition :

[db^s] -+- 2W3 = o

Pour réaliser une application singulière on devra annuler toutes les

expressions 17 sauf :

Q7> = 60J3.

Si la congruence donnée est rapportée à ses développables, on devra avoir

bhJ = B(p2).

dette équation sert à définir b par l'intermédiaire de la fonction arbitraire B.

Les équations de Pfaff imposées par l'application singulière forment un
système complètement intégrable. On obtient donc, pour chaque détermination
delà fonction B, une congruence applicable sur la congruence donnée.

Deux congruences V applicables du troisième ordre sont égales. — On trouve

aisément les nouvelles équations de Pfaff imposées par une application du
troisième ordre sur une congruence "V dont le repère a subi la particularisation
fondamentale. Ce sont :

Q3i = ^ 2 = w ü = w' û — M Q = u' Q = o ; ö ^ = v ~Q; Û 4 1 = v' ô .
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Si les 4 coefficients u,u',w,w\ ne sont pas tous nuls il faut que l'on ait

ô72 — ôTi = o.

IL faut alors que toutes les expressions ÏÏ soient nulles, ce qui exige que les deux
congruences applicables soient égales.

Si les 4 coefficients sont nuls la première congruence est linéaire; il doit en
être de même de la seconde ; les deux congruences applicables sont donc encore
égales car les congruences linéaires ne diffèrent que par des déplacements
project ifs.

Déformation du troisième ordre pour une congruence U*. — Donnons nous
une congruence U'2. Imposons à son repère la deuxième particularisation spé-
ciale. Le système de Pfaff qui fournit les congruences applicables du troisième
ordre sur la congruence donnée s'obtient en annulant toutes les expressions

ü sauf

Ce système de Pfaff n'entraîne qu'une équation quadratique :

( ï ) [fc>iÛ2i] = O.

La solution générale du système de Pfaff considéré dépend alors d'une fonc-
tion arbitraire d'un argument. Il en résulte que sur une congruence U'2 quel-
conque on peut appliquer une infinité de congruences.

L'équation (ï) conduit à poser :

Cette nouvelle équation de Pfaff entraîne l'équation quadratique :

d%
1 w

Supposons qu'il s'agisse d'une congruence donnée non singulière ; il est facile
de voir qu'on peut achever de choisir le repère de manière à avoir :

[ W ^ W H — WU)] = O W'i =r [fe>i(w33 — W n ) | = O

Posons alors

tù± = dpi

La quantité a devra alors satisfaire à :

= o.
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11 suffira de choisir pour a une fonction quelconque de p, :

a = *(pi)

En faisant varier <ï> d'une manière continue on obtient une famille de défor-
mées dépendant d'une fonction arbitraire d'un argument.

Remarquons enfin que deux eongruences U'2 ne sont en général pas appli-
cables du troisième ordre ; cela résulte de cette remarque qu'une congruence U'2
générale dépend de deux fonctions arbitraires d'un argument.



CHAPITRE VIII

Propriétés projectives des complexes non spéciaux.

Complexes linéaires tangents. — Considérons un complexe non spécial ;
imposons à son repère la particularisation fondamentale. Nous aurons :

dr — (un -h ^22) r -+- w2 {r\ — J\) -h w3r2 — u/>.

On dit qu'un complexe linéaire Y est tangent quand il contient, au deuxième
ordre près, les droites s situées dans le complexe considéré au voisinage de la
droite r.

On peut poser :

s = r 4- Ar, Ar = dr -\ dlr ~f- -777- d3r -4-

La forme y doit satisfaire aux deux conditions :

Y|r = o y'dr = o.

On a donc un faisceau de complexes linéaires tangents :

Les droites communes de ce faisceau rencontrent la droite r et sont situées
dans le complexe linéaire tangent :

Yo = (n "H ri) ;

elles forment donc une congruence linéaire spéciale tangente. Cette congruence
établit une correspondance homographique entre les points m de la droite r et
les plans q passant par la droite r. Chaque point m est le foyer du plan q corres-
pondant dans l'un quelconque des complexes linéaires tangents. On trouve
aisément la correspondance entre les points m et les plans q :

m = (w>ai — wjaa), q = [ai
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Couples inffexionnels. — Cherchons les droites s exceptionnelles qui sont

« osculatrices » à y0 • ce sont tes droites s qui sont situées, au troisième ordre

près dans v0 ; elles satisfont donc à la condition :

(i) <\> = yoi<i2r = o ou 4> = —dyo\dr = w ^ -+-co2ny2-f- w3w3 = o,

si l'on pose, pour abréger

w i = W34 W2 i , W) = (J^a Qlï-^ W33 " WU> ^ 3 — W43 Wl2«

Les trois expressions m sont linéaires et homogènes en wi? w2, w3. On a,

en effet,

W 2 + W t = O (w> -+- C04)' = [/O1Wi] + [W2wi] + | W 3^ 3 ] = O.

On peut donc poser :

Tût r= ad\ *4- 6/;w> 4~ ^ W 3 , ^2 =T Ô^i -f- Cl'(àî -+- 6^3, ^3 = 6'Wj -f- 6'J)2 -jp ü"^^.

Lorsque le repère est complètement choisi, la condition (i) est une équation

de Monge à trois variables p.

Le complexe y0 est d'ailleurs un complexe tangent quelconque, car la forme y0

est modifiée par un changement de repère. Proposons-nous maintenant de

chercher les droites s exceptionnelles osculatrices à L'un des complexes tangents

ï = ?r+ ?iTo
Ces droites satisfont à :

Y j dlv = o ou pcp -f- pi^ = 0
si Ton pose :

cp = r | d2r — — dr | dr = 2(^1^3+ Ü>2
2).

Les droites s exceptionnelles les plus intéressantes sont à la fois osculatrices

à tous les complexes linéaires tangents ; nous les appellerons « droites s0 ». Ces

droites s0 satisfont aux deux équations de Monge :

cp = o <J> = O.

La première de ces deux équations exprime ce fait que les droites s0 ren-

contrent la droite r. Le système des deux équations a une signification géomé-

trique; par suite le faisceau de formes quadratiques différentielles ternaires

P? -+• ?ity

doit rester invariant quand on modifie le repère. On le vérifie en calculant,

grâce à l'emploi des covariants biiinéaires, les \ariations infiniment petites subies

par 9 et par ^ :

8j = 2(011

Pour étudier les droites s0 il est commode d'utiliser une représentation



géométrique. Considérons pour un instant <oi, w2j &% comme étant les coordonnées
homogènes d'un point M dans un plan Q. A toute droite s correspondra un point
M. Inversement à un point M correspondront les droites s pour lesquelles
WJ> w>, w3 sont proportionnelles aux coordonnées homogènes de M; toutes ces
droites définissent sur la droite r une même « corrélation anharmonique » (i); nous
pourrons dire pour abréger qu'elles sont situées sur une même direction de
droites.

L'équation
9 = 0

représente une conique E dont les points définissent les directions de droites
pour lesquelles la droite r est rencontrée par les droites s ; cette équation définit
donc les directions o'0) qui engendrent des développables du complexe considéré.
Si l'on modifie le repère, la conique E reste fixe.

L'équation
ty — o

représente une conique Fo dont les points définissent les directions de droites
osculatrices au complexe >.

L'équation
ocp -+- p i ^ = O

représente une conique F qui appartient au faisceau défini par les deux coniques
E et Fo ; les points de la conique F définissent les directions de droites oscula-
trices à l'un des complexes y.

On peut aussi remarquer que si le point M décrit une droite, les droites s dont
ce point est l'image restent situées dans une congruence tracée dans le complexe
considéré.

Les deux coniques E et Fo ont en général quatre points communs Mt. Les
droites s0 ont manifestement pour images les quatrepoints M>. Il existe donc, en
général, au voisinage d'une droite d'un complexe non spécial, quatre directions
d0 singulières dont les droites sont osculatrices à tous les complexes linéaires
tangents. L'ensemble du foyer m, et du plan focal ql relatifs à une direction dö

singulière constitue un « couple inflexionnel» (i).

11 est facile de former une équation qui fournit les positions des quatrepoints
m>: Posons, pour une direction d0 singulière :

w2 = — c.wi, w3 = -t-z.W), mi = a>-\-zt ai.

(i) La définition de ce terme est donnée par M. Kœnigs dans son livre sur les propriétés infinitésimales
de l'Espace réglé. (Gauthier-Villars, Paris 1882).
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En exprimant que l'expression quadratique ty est nulle on trouve l'équation
algébrique du quatrième degré en z dont les racines sont les valeurs des quantités zt:

*(z) = a'z" -+• 2bz* -h (a' — 2b')z* — ib"z -+- a = o.

On a d'ailleurs la propriété remarquable suivante. Le rapport anharmonique

des quatre points mt (et par suite aussi celui des quatre plans qt) est égal au

rapport anharmonique des quatre points M,- de la conique E. Adoptons pour le

montrer des coordonnées cartésiennes ordinaires dans le plan Q. Nous aurons :

et la conique E passera par l'origine O. Le rapport anharmonique des quatre
points m? est égal au rapport anharmonique des quatre nombres zx ou des quatre
quotients yt : xt ; il est donc égal au rapport anharmonique des quatre droites Om,.

Complexes linéaires tangents stationnait*es. — On dit qu'un complexe linéaire*/
est stationnaire lorsqu'il est tangent le long de la droite r et le long d'une
droite s déterminée.

Si l'on désigne par A la variation infiniment petite subie par une quantité
lorsqu'on passe de la droite r à la droite s, on doit avoir pour toutes les dépla-
cements d possibles :

Y | (s-hds) = o ou y I d(Ar) = o ou Ay \ dr = (pAr-+- piA-fo) | dr = o.

Le calcul montre qu'en général il existe trois complexes Y stationnaires qui
sont les complexes Y dont la conique F est dégénérée. A chaque complexe
stationnaire correspond une direction de droites s qui sont osculatrices et dont
l'image est au centre de la conique dégénérée

Première particularisalion spéciale du repère. — La première particularisa-
tion spéciale du repère consiste à simplifier dans toute la mesure possible les six
coefficients qui interviennent dans la forme quadratique ^, en profitant du
groupe des transformations subies par ces coefficients quand on modifie le
repère. Les transformations infinitésimales du groupe s'obtiennent au moyen
des covariants bilinéaires. On trouve :

oa = a(en -t- e33 — 2en) — 2tfe2i ; 8a' = a' (e44 — en) -h kbeti — Hb'ei2 4- 2(e32 -H e4l) ;
Sa" = d\ekkt -f- en — 2e22) H- 2bei2 ; 56 = 6 ( e u — e2i) -+- 2a"e24 •+- {a' — 2b')e\2 ;

W=b'(eu—en) — 6e2i 4- b"el2 -+- (e32 -+- e41
v, W = b"{en — en) — 2ae12 — (a'— 2b')en.

On déduit de ces équations :

§;a' — 2b') = (a' — 2b') [eu — eu) -+- 66e21 — 6b"el2.
12



On voit immédiatement que les 5 coefficients du polynôme # (z) subissent les
transformations linéaires et homogènes d'un groupe que nous désignerons par
« groupe g ».

En tenant compte des relations ;

eu — e2l = en — en -h e33 — e4V = £43 — en = ^

on constate que le groupe g ne dépend que des 4 paramètres qui servent de
coordonnées homogènes pour les points ai et n% mobiles sur la droite r.

Quand on modifie le repère, les 4 foyers inflexionnels restent fixes tandis
que les symboles ai et a2 subissent la tranformation linéaire et homogène la plus
générale. Les quatre racines de l'équation en z subissent donc une même transforma-
tion homographique. Le groupe $ est donc le groupe connu des transformations
subies par les coefficients d'une équation algébrique du quatrième degré quand on
donne à la variable une transformation homographique. Changeons légèrement
les notations pour pouvoir profiter plus aisément de résultats classiques. Posons :

On sait que les deux expressions

S = a 0 a 4 — 4*i?3 4 - 3(<x2)2, T = <xoa2a44- 2 a i a 2 o c 3 — oco a 3
 2 — o e 4 ( a i f

2 — !<x2)
3

sont des invariants relatifs tandis que le rapport du cube de S au carré de ï
est un invariant absolu. On vérifie d'ailleurs ces propriétés par le calcul qui
donne :

aS = — 2S(edJ -+• en), ST = —

Revenons à l'étude de la première particularisation spéciale du repère.
Excluons le cas singulier pour lequel l'équation en z aurait tous ses coefficients
nuls. Tous les points de la droite r seraient alors des foyers inflexionnels. Il
est facile de montrer que le complexe étudié serait linéaire.

Occupons-nous d'abord du cas très particulier pour lequel les quatre
racines de l'équation en z sont confondues. Commençons par choisir le point at

en coïncidence avec le foyer inflexionnel quadruple ; l'équation en z est ainsi
réduite à son premier terme. Après cette restriction a" subit une dilatation tandis
que a' subit une transformation linéaire non homogène. Nous pourrons donc
annuler a' et égaler a" à l'unité.

Supposons enfin que l'équation en z n'ait pas toutes ses racines confondues.
Commençons par choisir ai et a> en coïncidence avec deux des foyers
inflexionnels; l'équation en z est ainsi privée de son premier et de son dernier



termes. Après cette restriction on aura :

£6' == —b'(en -+- e^.z) -+- (e32 + eti) ; 8(0' — 26') = — (a' — 2b1) (e41 H- e22) ) 06 = _ 26e22^
86"= —26'c14.

On doit donc étudier à part les cas particuliers pour lesquels l'équation en
z privée de ses termes extrêmes n'a qu'un ou deux termes au lieu de trois.

Dans le cas général on pourra profiter des dilatations subies par 6 et b" en
égalant ces deux coefficients à l'unité positive ou négative ; ensuite on profitera
de la translation subie par b' en annulant ce coefficient. Remarquons que le
complexe 70 sera alors stationnaire puisque la conique Fo sera dégénérée.

Étudions le cas particulier pour lequel a' est double de b\ tandis que b et
b" ne sont pas nuls. On peut alors amener b et b" à être égaux à l'unité. Grâce à
la nouvelle forme de l'équation en z, on voit immédiatement que les quatre
foyers inflexionnels forment une division harmonique. On pourra enfin annuler
6' et par suite a' .

Les autres cas particuliers sont faciles à étudier; ils sont caractérisés par
l'existence d'une racine double, d'une racine triple ou de deux racines doubles.

En résumé, la première particularisation spéciale du repère conduit à dis-
tinguer six catégories de complexes non spéciaux et non linéaires ;

i°Les complexes quelconques G dont les foyers inflexionnels sont distincts
et ne forment pas une division harmonique;

20 Les complexes GL dont les foyers inflexionnels sont distincts et forment
une division harmonique ;

3° Les complexes H qui admettent un foyer inflexionnel double;
4° Les complexes H4 qui admettent un foyer inflexionnel triple;
5° Les complexes K qui admettent deux foyers inflexionnels doubles ;
6° Les complexes Kt qui admettent un foyer inflexionnel quadruple.

La forme quadratique 'l> peut être réduite respectivement à :

w2(Vw2 -h 2003 — 2ü)i) ; 2w2(w3 — w i ) ; w A ) 2

Surfaces réglées asymptotiques. —Nous appellerons « surfaces réglées asymp-
totiques » les surfaces réglées du complexe étudié telles que, pour tout déplace-
ment élémentaire de la droite génératrice sur l'une de ces surfaces, on ait nu
complexe linéaire tangent stationnaire.

Occupous-nous du cas général pour lequel les foyers inflexionnels sont
distincts. Donnons au repère la particularisation fondamentale. Adoptons ensuite
pour positions des points cii et ai les deux points doubles de l'involution définie
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par les deux couples de points mi et m>, m? et m4. Nous annulerons ainsi 6 et b\
Nous pourrons ensuite annuler a' puis égaler a et a" à l'unité. Dans ces conditions
nous aurons

<j, = (W l )
2 _t_ ib'iù^2 4- (w3)2.

Les directions de droites pour lesquelles il existe un complexe tangent
stationnaire ont pour images les trois sommets du triangle autopolaire relatif aux
deux coniques E et Fo. Il en résulte qu'il existe trois familles de surfaces réglées
asymptotiques. Chacune des familles satisfait à un système de deux équations de
Pfaff à trois variables p .

(02 = W1 - h (*)3 = O ; W2 = <*>! W3 = O *, (*>i = W3 = O .

Chacun de ces trois systèmes de Pfaff peut être considéié comme un système
de deux équations différentielles ; on voit ainsi que par une droite du complexe,
il passe une surface réglée asymptotique de chaque famille.



CHAPITRE IX

Géométrie tangentielle des complexes non spéciaux

Généralités sar la géométrie tangenllelle des complexes non spéciaux'. — Je rne
propose dans ce chapitre de porter mon attention sur les complexes linéaires
tangents à un complexe non spécial.

Désignons par r une droite mobile qui engendre un complexe non spécial.
Pour obtenir tous les complexes linéaires tangents Y relatifs à la droite i\ il nous
suffira de connaître l'un quelconque d'entre eux que nous désignerons par YI ;
on peut poser en effet :

le symbole p représentant un paramètre arbitraire.
D'ailleurs Yi dépendra en général des trois paramètres p. Il en résulte que les

complexes linéaires tangents Y dépendent en général de quatre paramètres dont
l'un joue un rôle accessoire.

Considérons une famille de complexes linéaires à n paramètres, le nombre
n étant supposé égal ou inférieur à 3. Désignons par Yi la forme d'un de ces
complexes et posons

Yi = ?[ciCz] -4- ... -4-P2O2C3] ; rfïi = dp[cic2] -t- ... -+- d^[ctCz\

Les droites communes au complexe YI et aux complexes infiniment voisins

appartiennent aux complexes linéaires de formes :

^ ' dpi '"•* âpn '

l'ensemble de ces droites communes constitue ce que nous appellerons 1' « élé-
ment caractéristique ».
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Supposons que n soit égal à 3. L'élément caractéristique est alors en général

constitué par deux droites dont nous désignerons Tune par r. La droite r dépend
de trois paramètres p ; elle engendre donc un complexe que nous appellerons
F a enveloppe » des complexes Yi. Il est facile de voir que chacun des complexes
Yi est tangent (suivant la droite r correspondante) au complexe enveloppé, car
on a :

Yi/r = o ; d(Yi/r) = o ; tfT,/r == o ; Tt/dr = o.

Remarquons en outre que la famille à trois paramètres formée par les com-
plexes Y tels que :

Y = ïi-+-KP*> PZ> Pa). r

enveloppe le même complexe que la famille formée par les complexes Yi-
On peut d'ailleurs considérer un complexe non spécial comme enveloppé

par le complexe YO ; donc, en général, un complexe non spécial est une enveloppe
à trois paramètres.

Remarquons qu'un complexe tangent non stationnaire dépend toujours de
trois paramètres p. Supposons en effet que la première particularisation spéciale
n'ait pas été effectuée, de telle sorte que le complexe adopté pour Y0 puisse être
l'un quelconque des complexes linéaires qui sont tangents suivant la droite r.
On a :

dy0 = Or -}- (Wll -+• W33)YO H- ^ir2 — m2r'i — n?3r'2 a v e c 6 = w32 -h w41,

Pour immobiliser le complexe tangent Yo- il fQut donc annuler les trois
expressions nr et l'expression 6. Si la conique Fo n'est pas dégénérée, c'est-à-dire
si le complexe y0 n'est pas stationnaire, on doit annuler les trois expressions
fondamentales w pour égaler à zéro les trois expressions m ; il est alors nécessaire
de laisser fixes les trois paramètres p.

L'étude tangentielle des complexes est surtout intéressante quand l'un des
complexes tangents Yi ne dépend pas effectivement des trois paramètres p ; ce
complexe Yi est alors stationnaire et il est naturel de choisir le repère de façon
que Yi joue le rôle du complexe YO-

Généralités sur les enveloppes à an paramètre. — A 'imposons au repère associé
à la droite génératrice r que la particularisation fondamentale. Supposons que le
complexe YO ne dépende que d'un paramètre. Les expressions m s'annulent en
même temps que l'une d'entre elles. 11 en résulte que la conique Fo est dégénérée
en une droite double et par suite cette conique a deux points doubles distincts ou
confondus communs avec la conique E. Les seuls complexes susceptibles d'être



considérés comme des enveloppes à un paramètre sont donc les complexes K
et K£.

Il est facile de vérifier que fous les complexes K sont des enveloppes à un
paramètre ; en donnant au repère la première particularisation spéciale, on voit
aisément que non seulement les expressions m mais aussi l'expression 0 s'annulent
en même temps que l'expression ^2, ce qui prouve que la position du complexe
Yo ne dépend que d'un paramètre.

On peut vérifier d'une manière analogue que tous les complexes K4 sont des
enveloppes à un paramètre

L'élément caractéristique d'une enveloppe a un paramètre est fourni par les
droites communes à deux complexes linéaires; il se confond donca\ec une con-
gruence linéaire L. Nous allons voir que dans les complexes K Ia congruence L
n'est pas spéciale tandis que dans les complexes K4 cette congruence est spéciale.

Propriétés des complexes K4. — Considérons un complexe Kj. Après la
première particularisation spéciale on peut poursuivre la détermination projec-
tile du repère, de manière à avoir :

6 = to

D'ailleurs le coefficient a n'est nul que pour des complexes particuliers. On
a d'ailleurs :

dy0 = (wlt 4- w33)To — w3r'2

Le complexe 70 ne dépend donc que d'un paramètre. De plus l'élément
caractéristique est formé par les droites communes aux deux complexes y0 et r2 ;
c"est une congruence linéaire spéciale.

Si on étudie un déplacement pour lequel l'expression w3 est nulle, on cons-
tate que la droite r rencontre la droite fixe rr

2 tout en restant dans le complexe
Yo. Il en résulte que toutes les droites de l'élément caractéristique appartiennent
au complexe étudié.

Il est intéressant de remarquer que les droites du couple inflexionnel qua-
druple appartiennent au complexe étudié.

Le foyer inflexionnel quadruple engendre une surface réglée dont les géné-
ratrices sont les directrices des congruences caractéristiques ; cette surface réglée
est développable ou non suivant que le coefficient a est nul ou non.

Propriétés des complexes K. — Considérons un complexe K. Après la
première particularisation générale du repère on peut annuler l'expression 0. On



— 96 —

a alors :

Le complexe Yo ne dépend donc que d'un paramètre. L'élément caractéris-
tique est formé par les droites qui rencontrent les droites n et r[.

Si on étudie un déplacement pour lequel l'expression w, est nulle_, on cons-
tate que la droite r rencontre les deux droites fixes ru et r[.

La congruence linéaire caractéristique est tout entière comprise dans le
complexe étudié.

Il est intéressant de remarquer que les droites de chacun des deux couples

inflexionnels doubles appartiennent au complexe étudié.
Chacun des deux foyers inflexionnels doubles engendre une surface réglée

dont les génératrices sont des directrices des eongruenees caractéristiques.

Classification des complexes K. — Après la première particularisation spé-
ciale du repère on peut toujours, d'une manière projective, annuler les expres-
sions, 6, w12 et u>21.

On doit alors poser :

Les coefficients X et V sont des in\ariants fondamentaux mais les coefficients
Qi et g2 dépendent du choix du repère tandis que le produit g\g2 est invariant.

Les coefficients gL et </2 ne sont nuls que dan» des cas particuliers.
On es,t ainsi amené à distinguer parmi les complexes K : ceux pour lesquels

</i et g2 ne sont pas nuls; ceux pour lesquels l'un des deux coefficients g est nul ;
ceux pour lesquels g>, et g2 sont nuls.

Lorsque g\ est nul, la surface réglée décrite par le foyer double ai est une
quadrique. Lorsque g{ et g2 sont nuls, chacun des deux foyers doubles décrit
une quadrique; nous allons étudier de plus près ce cas très particulier et nous
verrons que les deux foyers doubles restent situés sur une même quadrique.

Complexes K dont tous les Joyers wjlexionnels sont situés sur une quadrique.

— Considérons un complexe K pour lequel les coefficients g{ et gt sont nuls.
Nous aurons pour un déplacement du repère ;

w2<24 ; da2 = w 2 2 a 2 -

On en déduit que le réseau de complexes linéaires :
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est fixe, puisque Ton a :

*(<*>H "f" w>2 — ^33 — O)44) = M.

Les deux droites r2 et r2 sont situées sur la quadrique Q formée par les
droites communes de ce réseau ; mais le point ax est situé sur r2 tandis que le
point üi est situé sur i\; par suite les deux foyers inflexionnels doubles restent
situés sur la quadrique fixe Q.

Etude d'un complexe K très particulier. — Supposons que non seulement gi
et gi soient nuls mais que l'invariant fondamental X soit aussi nul.

Les points a% et «4 sont alors fixes ainsi que les deux plans [«10304 ] et [a2a3at].
Les points inflexionnels doubles restent donc situés dans deux plans fixes.

D'ailleurs chacune des deux directrices de la congruence linéaire caractéristique
pivote dans un plan fixe autour d'un point fixe.

On peut choisir le repère et les paramètres fondamentaux de manière à avoir :
2

ai = Ci -+-piC3 H c4 ; «> = C2 -+- pick - h 2JÖ3C3 ;
p%

C4
«3 = picz ; a 4 = — .

p%
On obtient ainsi un exemple très simple de complexe à foyers inflexionnela

quadruples.

Généralités sur les enveloppes à deux paramètres. — Nous venons de voir que
tous les complexes K et Ki étaient des enveloppes à un paramètre. 11 est facile de
vérifier que tous les complexes H et Hi sont des enveloppes à deux paramètres.

Considérons un complexe H ou un complexe H^ Donnons au repère la
première particularisation spéciale. Nous aurons dans le cas d'un complexe H :

Wi — O, rn2 = w 3 -f-
 W3» ^ 3 = <*>2, [(fc>2 - h w 3 )6 ) 2 i ] - H | 0ct>3] = O

et dans le cas d'un complexe Hi :

EJi = O , W2 = O, TÂJ3 == (0 2 , [û)3u>2i] "H [öcüi] = O.

Dans les deux cas, le complexe y0 reste fixe pour un déplacement qui annule
ù>2 et w3 ; par suite le complexe enveloppant Y0 ne dépend que de deux para-
mètres.

Il nous reste à chercher si les complexes à foyers inflexionnels distincts G ou
Gt peuvent être des enveloppes à deux paramètres. Nous pouvons supposer,
pour cette recherche, que la première particularisation spéciale a été donnée au
repère et nous contenter d'étudier s'il est possible que le complexe Y0

 n^ dépende
13
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que de deux paramètres (cela résulte de ces deux remarques que le complexe ^
est stationnaire après la particularisation spéciale et que l'on peut adopter pour
Yo l'un quelconque des trois complexes stationnaires).

Pour un complexe G on a, après la première particularisation spéciale :

t*Ji = — w 2 , nr2 = — tt>! -f- Cl'ù)2 -f- (1)3, ^ 3 -= -4- ü)2,

6 =

Si le complexe Y0 ne dépend que de deux paramètres, le coefficient ^3 est nul.
Cela ne 'peut arriver que pour certains complexes G exceptionnels car le

coefficient 3̂ est un invariant fondamental; ces complexes G seront des enveloppes
à deux paramètres.

On voit de même que pour certains complexes Gi exceptionnels le com-
plexe Yo ne dépend que de deux paramètres.

Eléments caractéristiques des enveloppes à deux paramètres. — Un élément
caractéristique d'une enveloppe à deux paramètres est fourni par l'ensemble des
droites qui sont communes à trois complexes linéaires; cet élément est donc une
« demi-quadrique » (dégénérée ou non),

On voit aisément que cette demi-quadrique n'est pas dégénérée quand il
s'agit d'un complexe G ou d'un complexe Gj.

Supposons qu'il s'agisse d'un complexe H. 11 est possible de choisir le repère
de «panière à annuler 0, On a alors ;

^Yo — (0)n "H W33) Yo "+- (waH-ws)^—(Ogr i -

L'élément caractéristique est alors formé par les droites qui rencontrent les
trois droites r*, r\ et r'2. Il est constitué par deux « couples » dont l'un est pré-
cisément le couple inflexionnel double.

S'il s'agit d'un complexe H*, l'élément caractéristique est formé de deux
H couples » dont l'un coïncide avec le couple inflexionnel triple.

Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant : quand l'élément caractéris-
tique d'une enveloppe à deux paramètres est une quadrique dégénérée en deux
couples le complexe enveloppé admet l'un de ces couples pour foyer inflexionnel
multiple.



CHAPITRE X

Déformation projective des complexes.

Généralités sur l'applicabilité du premier ordre pour deux complexes non spé~

ciaux. — Le système de Pfaff qui fournit les couples de complexes non spéciaux
applicables du premier ordre est :

( i ) w2 H" w4 = o ; ö^7 — ôTi = 0^2 = ^24 = o .

Ce système de Pfaff entraîne un système non involutif de cinq équations
quadratiques evtéiieures. On peut d'ailleurs profiter de l'indétermination laissée
aux deux repères en prolongeant le système (i) par les quatre équations de
Pfaff :

Le système de Pfaff formé par les neuf équations (i) et (2) entraîne six équa-
tions quadratiques extérieures :

(3)

= o ;

22 — un] 4- [Û)3U^] = o ; [wiû^T] -h [w2Ü32 — °4i] -+- [w3Û«] = o ;

^ ] 4- 2LÖ^Ö^] 4- [^"^3] — [öTT^i] = O ;

[Q Û ] = o ;

Û'22 — Q i i ] 4- [^T^sl ~ ^ 2 2 __ QJJÜTJ = O.

Le système quadratique (3) est involutif. Par un élément linéaire intégral
arbitraire à deux dimensions S2 il passe en effet comme nous allons le démontrer
u i élément linéaire intégral 83. Nous pouvons supposer que l'élément arbitraire
& est défini par deux éléments linéaires intégraux qui satisfont respectivement à :

ws = w3 = o et (Ü4 = o)» — °-
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Cela résulte de cette remarque que par un changement du premier repère
les trois expressions <*>i w£ w3, considérées comme les coordonnées homogènes
d'un point M dans un plan Q, subissent la transformation projective qui laisse
fixe la conique E; on peut donc amener une droite quelconque du plan Q (image
d'un élément g2̂  en coïncidence avec la droite qui joint les deux points situés sur
E et de coordonnées respectives <*>i, o, o et o, o, <*>?.

Considérons alors les deux éléments linéaires intégraux (a) et (b) pour lesquels
les expressions :

sont respectivement proportionnelles à:

i, o, o, a', a, a", a", a, a1\ A', A, A" et o, o, i, 6',... B".

Exprimons que les éléments linéaires (a) et (6) sont en involution et qu'un
élément linéaire intégral (w) est en involution avec (a) et avec (6). Nous obtien-
drons ainsi des équations qui traduisent ce fait que l'élément g2 à deux dimen-
sions défini par (a) et (6) et que l'élément g3 à trois dimensions défini par (a\
(b) et (<*>) sont tousdeux intégraux. Ces équations montrent que l'on peut exprimer
linéairement en w,, w2, w3 les neuf expressions :

Par suite ces équations définissent un seul élément &% qui contient l'élément 82.
En employant les notations du Mémoire de M. Cartan sur l'intégration des

systèmes d'équations aux différentielles totales on voit ainsi que le nombre entier
r3 est nul, ce qui exige que le nombre entier s3 soit auŝ si nul.

La solution générale du système (1), (2), qui fournit les couples de com-
plexes non spéciaux applicables ne dépend donc certainement pas de fonctions
arbitraires à plus de deux arguments. Puisqu'un complexe non spécial, arbitraire,
dépend d'une fonction arbitraire à trois arguments, nous devons en conclure
qu'en général deux complexes non spéciaux ne sont pas applicables et que sur
un complexe non spécial donné arbitrairement on ne peut en général appliquer
d'autres complexes. Les complexes non spéciaux sont par suite en général indc-
formables.

Pour connaître le degré de généralité de la solution du système (1), (2), il faut
chercher la valeur de l'entier r>. Il est facile de vérifier que par un élément
linéaire intégral du premier ordre gi il passe une infinité d'éléments ê2 dépendant
de quatre paramètres; par suite r2 est égal à 4 et s* est égal à 3. La solu-
tion générale du système de Pfaff (1) (2), qui fournit les couples décomplexes
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applicables ainsi que la correspondance de droites, dépend donc de trois fonctions
arbitraires de deux arguments.

Expressions de Pfajf qui sont égales sur deux complexes non spéciaux appli-

cables. — Considérons deux complexes non spéciaux applicables. Les équations
(i) et (2) du paragraphe précédent expriment que les huit expressions de Pfaff

w i 3 , W H , C*>23, k> £ 4 , CO33 W l o O)44 tO22, <*>34 -f- ü ) 2 1 , w + 3 - 4 - ^ 1 2

sont égales aux expressions correspondantes du deuxième complexe.
Posons pour abréger en supposant que le premier repère a subi la particu-

larisation fondamentale :

= a! a" — 62, 2a'0 = a" a — 6'2, 2a" 0 = a'a — b"1 ;

= b'b" — ab, 2b'0= b"b —a!b'y 26% = 66' — a"b.

En vertu des équations (3) du paragraphe précédent, les quatre expressions

quadratiques :

[wiWjJ -4- [û)2(wJ2 — w41)] H- [w3o)42],

-f- 6'0[<«>!(«)£J,

sont égales aux expressions correspondantes du deuxième complexe.
Posons alors :

?£ = (too2 — W4i) — 6o^i — (a'o — 6'o)w2 —

D'après ce qui précède, les quatre expressions quadratiques

doivent être égales aux expressions correspondantes du deuxième complexe.
Cela ne peut d'ailleurs être réalisé que si les trois expressions de Pfaff

?n ?2, <?j sont égales aux expressions correspondantes du deuxième complexe.

Remarque sur le choix du deuxième repère — Si deux complexes sont appli-
cables on peut réaliser les équations de Pfaff.

Û l 3 = GJ4 = Û23 = Û24 — Û 3 4 4 - Û £ l = Û43 -+-Û12 = Û33 — i i l t — £24V — Q22 = O.

En considérant les équations quadratiques entraînées, on arrhe à cette con-
clusion que le second repère peut encore être modifié sans nuire aux conditions
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d'applicabilité. Pour eette Modification eu iepèr& les deux expressions égales

E32 et Eu

ne sont pas nulles et le complexe linéaire qui joue le rôle de r0 est changé. On

peut donc supposer que le deuxième repère a été choisi de manière que Ton ait

un complexe linéaire tangent déterminé pour jouer le rôle de To.

Appliquons cette remarque à l'étude de l'applicabilité d'un complexe linéaire

non spécial sur un autre complexe. Nous adopterons le complexe linéaire étudié

comme complexe Fo. Dans ces conditions la forme Fo sera fixe, ce qui entraîne

les équations de Pfaff :
Tïi = ÏÏ2 = n3 = e = o.

Déformation des complexes enveloppes par un complexe linéaire dépendant d'an

paramètre. — M. Cartan a démontré que dans un espace conforme « les hypersur-

faces enveloppes d'une famille d'hypcrsphères dépendant d'un paramètre admettent

une représentation conforme sur l'hypersphère ». Si on applique ce théorème à

l'espace conforme à quatre dimensions on trouve par transposition dans l'espace

réglé que les complexes enveloppes d'une famille de complexes linéaires

dépendant d'un paramètre sont applicables sur un complexe linéaire.

Faisons la démonstration directe de l'applicabilité d'un complexe linéaire

sur un complexe K.

Donnons au repère associé à un complexe K la première particularisation

spéciale et supposons le repère complètement choisi. Les paramètres qui fixent la

position du repère associé à un complexe linéaire supposé applicable de\ront

satisfaire aux équations de Pfaff :

Q13 = Qi4 = Û23 = Qu = O34+-Q21 = Q,0-f-Q12 = Ü33 — U n = flT* —Q S 2 = °*

Û3V — " S I = Û|i — Û 2 2 - 4 - Q i 3 — Û « = Q43 — Q, 2 -= Q32-+-QU = O.

Ces équations de Pfalï'n'entraînent que quatre équations quadratiques exté-

rieures qui exigent pour être satisfaites que l'on ait trois nouvelles équations de.

Pfaff :
U81 = Q 3 2 — i h i = û42 = O.

Cos dernières équations n'entraînent que l'équation quadraticjue

Posons donc : o^2 = h^^.

Celte équation nouvelle de Pfaff entraîne :
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Nous pouvons d'ailleurs supposer que le premier repère a été choisi de

manière que l'on a :
(Ù12 =• o et Ü)21 — o ;

(il suffit pour cela de profiter de l'indétermination laissée au repère après la pre-
mière particularisation spéciale).

L'équation (i) devient

D'ailleurs <*>2 est une différentielle totale exacte, car son covariant est nuL 11
suffira pour réaliser l'application d*adopter :

h = ƒ(ƒ>*)

si /)3 est choisi de façon que sa différentielle soit égale à CÜ2.
On peut ainsi réaliser d'une infinité de manières, l'application d'un com-

plexe K sur un complexe linéaire, puisque la fonction ƒ est arbitraire.

Les complexes G applicables sur ait complexe linéaire. — Donnons au repère
associé à un complexe G la première particularisation spéciale. Supposons qu'un
complexe linéaire non spécial soit applicable sur le complexe donné. On peut
choisir le deuxième repère de manière à avoir :
n4 = n2 = IÏ3 = e = o,

Ces équations de PfalT entraînent quatre équations quadratiques qui exigent que
l'on ait :

4^31 — (Oj, 2Ö 3 i Q41 = - f - 6 ) 2 , 4-^42 = — W3.

Dès que le premier repère sera complètement choisi, toutes les expressions
QtJ seront donc connues. On aura en effet :

— <*>i ; 4^42 — — t ù z ; 4^32 = w 2 — 2Ô ; 4ü7i = — Ü ) 2 — 20.

D'ailleurs, on a en particulier l'équation quadratique extérieure :

On peut donc choisir les paramètres fondamentaux du complexe G applicable de
façon à avoir :

En cherchant les trois familles de surfaces réglées asymptotiques, on trouve
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que les surfaces de deux familles satisfont à Féquation :

(i)t -\- o>3 = o o u dpi — o.

Donc quand un complexe G est applicable sur un complexe linéaire, les
surfaces réglées asymptotiques de deux des trois familles s'assemblent en con-
gruences dépendant d'un paramètre.

Déformation d'an complexe spécial. — Donnons-nous un complexe spécial.
Imposons au repère associé la particularisation fondamentale. Le système de
Pfaff qui fournit les complexes spéciaux applicables est :

Ce système n'est pas involutif. On peut d'ailleurs profiter de l'indétermina-
tion des repères en prolongeant le système (i) par les deux équations de Pfaff .

(2) Û!^ = Q^ = O.

Le système formé par les équations (i) et (2) entraîne cinq équations quadra-

tiques :

(3) | Wl_Ü " ~ r 4— ~ i ^ luiï} - r J Q
43 _ Q ' i _ r l t f -Q^ ] _

II est facile de donner au système (3) une forme simple en donnant au pre-
mier repère une première particularisation spéciale qui intéresse les deux expres-
sions w12 et o>34.

Dans le cas général, on peut réaliser les deux équations de Pfaff :

II s'agit alors d'un complexe spécial donné à surface non développable comme
support. (Dans les cas particuliers où le support est une surface développable,
une courbe ou une droite, l'une au moins des deux expressions est nulle).

Plaçons-nous dans ce cas général. Les complexes applicables devront, ert
vertu des équations (2) avoir pour supports des surfaces non développables
et de plus les lignes asymptotiques se correspondent car leurs équations sont :

Le système (3), où l'on tient compte des simplifications fournies par (4) est
involutif. Les caractères ont pour valeurs respectives

Si = 5, Si = 1, 53 = 0.

Il en résulte que le système de Pfaff qui fournit les complexes applicables et
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la correspondance de droites, admet une solution générale qui dépend d'une
fonction arbitraire de deux arguments.

Mais un complexe spécial dont le support est une surface non développable
dépend précisément d'une fonction arbitraire de deux arguments. [1 est donc à
prévoir que tous les complexes spéciaux dont les supports sont des surfaces non
développables sont applicables sur le complexe donné et que par suite les com-
plexes spéciaux admettent tous une déformation du premier ordre.

Il en est effectivement ainsi. Pour le démontrer, on se donne deux complexes
spéciaux dont les supports sont des surfaces non développables ; on choisit les
deux repères et on considère le système de Pfaff qui fournit les correspondances
de droites capables de réaliser une application ; on constate alors que ce système
de Pfaff admet toujours des solutions.

14



APPENDICE

Rapports entre la géométrie réglée de l'espace à trois dimensions

et la géométrie conforme de Vespace à quatre

M. Gartan a remarqué dans sa communication au Congrès de Strasbourg

l'intérêt que présente, pour l'espace réglé E3 l'étude de l'espace conforme à

quatre dimensions g4.

Tandis que dans l'espace réglé, un complexe linéaire est défini par six

coordonnées homogènes x, dans l'espace g4 une hypersphère est définie par six

coordonnées homogènes « hexasphériques » y ; tandis que dans E3 un complexe

linéaire est spécial quand ses six coordonnées annulent une certaine forme qua-

dratique 4>(œ), dans l'espace 84 une hypersphère, point a des coordonnées

qui annulent une certaine forme quadratique W\y).

Il est facile d'imaginer que l'on exprime les variables a* au moyen des variablesy

d'une façon linéaire et homogène de telle manière que <ï> [x) se transforme en
xv(y\ On fera ainsi correspondre aux hypersphères de 84 les complexes linéaires de

E3; aux hypersphères-points de g4 correspondront les complexes linéaires

spéciaux de E3. A une variété ponctuelle décrite dans g4 par le centre

d'une hypersphère-point on fera correspondre dans E3 la \ariété réglée engendrée

par la directrice d'un complexe spécial. Aux lignes de courbure d'une hyper-

surface correspondront les « surfaces asymptotiques » d'un complexe.

L'étude de l'espace réglé s'enrichit donc par transposition " de tous les

résultats donnés par M. Cartan sur la déformation des hypersui faces dans l'espace

M i ) .

(1) Bull, de la Soc. Math, de France 1917 et 1918 : La déformation des hypersurfaces dans l'espace con-
forme réel à n > 5 dimensions.
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On peut raisonner directement âans Fespace réglé tout en profitant de la
symétrie des calculs de l'espace conforme : il suffit de choisir comme repère
non plus l'ensemble formé par quatre points mais l'ensemble formé par six com-
plexes linéaires convenablement choisis et de considérer le complexe linéaire
spécial comme élément générateur de l'espace.

Adopter pour repère mobile l'ensemble des quatre points a^asa* revient à
adopter un repère formé par six complexes spéciaux dont les directrices forment
les arêtes du tétraèdre aia2a3a,. On peut adopter comme repère six complexes
quelconques Ai A2 Â, À M N pourvu que Leurs formes soient indépendantes ; tout
complexe linéaire Y sera défini par six coordonnées homogènes telles que l'on ait :

Y = otiAi -h ?2 V2 -4- y3Ag + a A + f*M -+- VN

et le complexe Y sera spécial et par suite servira à définir une droite si Ton a
Y | Y = ai2Ai | Ai -4- SocjagAi | Ao-4-. . . = O.

Pour étudier un complexe linéaire non spécial engendré par la droite r et
admettant pour complexe tangent le complexe linéaire de forme ri 4- r\ il est
commode d'adopter comme repère l'ensemble des six complexes :

M = r N = 2J*' A = ri -4- r\ Ai = iri — ^V1

A2 = r2 4- rf2 A3 = ir\ — ir'2

Dans ces conditions un complexe linéaire Y est spécial si l'on a :
«i2 -4- a2

2 -4- a3
2 4 - a2 4- 2^v = O.

Si nous réservons pour un nouvel usage les symboles w,, eo2, fc>3, le déplace-

ment infiniment du repère est caractérisé par les six équations :

dM = 0M -f- w.At 4- w2A2-h o>a\q.

c?N = — ON 4- Xi^i 4 - /.2A

Les expressions 0, &>, y, +, m sont définies par

20 = (Cün - h O)22 — (O33 — O)44),

31 -4- W42), X — ~ (W

g—44), 2+3 = i(w
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Les formules (i) ne sont autres que les équations qui caractérisent le dépla-
cement infiniment petit du repère de l'espace ê4 où M et IN sont deux
hypersphères-points et les A des hypersphères : on obtient les équations fournies
par M. Gartan et indiquer : (i)

Les covariants bilinéaires des expressions 0, o>, ^, <h **, sont fournis, comme
on peut aisément le vérifier directement par les formules dannées dans ë4 par
M. Cartan.

Les relations (2) sont très utiles pour transposer dans l'espace réglé des calcul
effectués dans l'espace conforme.

(1) Afin d'avoir les mêmes notations que M. Cartan, j'ai employé dans l'Appendice des symboles Àt
pour désigner des complexes linéaires tandis que j'ai utilisé, dans le courant du Mémoire, ces symboles
pour représenter des points.
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