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PREMIÈRE THÈSE.

SUR LES

RELATIONS ENTRE LES NOMRRES

DES

CLASSES DE FORMES QUADRATIQUES BINAIRES
DE DÉTERMINANT NÉGATIF.

INTRODUCTION.

1. Notations. — Je désignerai par F(N) le nombre des classes de
formes quadratiques binaires [ax2-+- ibxy~\- cy2) à coefficients en-
tiers, positives, de Tordre propre, c'est-à-dire dont les coefficients
extrêmes ne sont pas pairs à la fois, et de déterminant b2 — ac = — N
ou de discriminant ac— h2 = N.

F,(N) est un nombre analogue, mais relatif aux formes de Tordre
impropre, c'est-à-dire aux formes dont les coefficients extrêmes sont
pairs à la fois.

Rien n'est supposé sur la primitivitê de ces formes.
Une classe équivalente à a{x2 + J 2 ) sera comptée pour >̂ une classe

équivalente à ai^ix2 -\- ixy -f- 2J2)> pour y

C. i
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Je poserai encore

= F ( N ) - Ft(N),

G(N) = F(N) + Ft(N),

et, avec les conventions en usage,

F(o) = o,

d'où
E ( o ) = —, G(o) = — — •

V ' 12 V 7 1 2

On peut remarquer que G(N) est le nombre total des classes de
formes de discriminant N.

J'aurai à considérer des sommes telles que

N étant un nombre entier positif. La sommation s'étend sur a, choisi
parmi les nombres entiers rendant N — a2 positif.

Si les nombres cr sont tous congrus (mod/?), on dira que la
somme correspondante est une somme (Vordre p.

Ce Mémoire a pour objet l'étude de sommes du cinquième ordre.

2. Historique. — Legendre ('), le premier, étudia un sujet con-
nexe au notre et découvrit que le nombre des décompositions d'un
entier en trois carrés est lié au nombre des classes de formes quadra-
tiques ayant cet entier pour discriminant. Mais c'est Gauss (2) qui éta-
blit le résultat de Legendre.

Jacobi montra avec quelle fécondité ses fonctions 6 s'appliquent à
la recherche des nombres de représentations d'un entier par certaines
formes quaternaires. On sait qu'il fut ainsi conduit à son célèbre théo-

(*) Histoire de VAcadémie royale des Sciences, année 1785 (Paris, 1788), p. 531
et suiv. Fo/raussi Théorie des Nombres, 3e édition, vol. I, 3e Partie.

(2) Disquisitiones Arithmeticœ, Braunschweig, 1801, art. 291 et suiv.
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rème sur les représentations du quadruple d'un nombre impair par
une somme de quatre carrés impairs ( '), puis, à diverses propositions
sur les décompositions d'un nombre en deux, quatre, six ou huit
carrés. Sa méthode consiste à développer en série de puissances (2)
des combinaisons convenables de fonctions 6, puis à égaler les coef-
ficients des mêmes puissances de l'argument.

Dans le cas de la représentation d'un nombre par quatre carrés,
Jacobi, par une transposition habile, donna à sa démonstration une
forme purement arithmétique. Trente ans plus tard, Kronecker, puis
Liouville, imitèrent ce procédé pour présenter, sous une apparence
arithmétique, des propositions d'abord obtenues au moyen des fonc-
tions 6.

Jacobi paraît avoir pressenti que les recherches de Legendre et de
Gauss prendraient, grâce aux fonctions elliptiques, une extension con-
sidérable; cependant, c'est seulement Kronecker qui réalisa cette pré-
vision en 1857 (3)> n o n Pas? ^ v ra* dire, au moyen des fonctions 6,
mais en considérant les modules singuliers de la théorie de la multipli-
cation complexe des fonctions elliptiques.

Voici les huit sommes ( ' ) qu'obtint Kronecker :

IL 2F(2/w —**),

III. 2(-i)*F(2/n — o-2)

(*) Note sur la décomposition d'un nombre en quatre carrés (Journal de Crelie,
t. 3, 1828, p. 191; Fundamenta Nova, t. I, p. 4o à 42, 65, 66; Journal de Crelle, t. 12,
i834, p. 167).

(2) Pour la définition des fonctions ©, voir le n° 18 du présent Mémoire. L'argument
auquel il est fait allusion est q.

(3) M o nats berichte der Koniglichpreussischen Akademie der Wissenschaften zu
Berlin, 29 octobre 1857, traduit par HOUEL, Journal de Mathématiques pures et appli-
quées, 2e série, t. 3, i858 : Sur les fonctions elliptiques et la théorie des nombres, par
M. Kronecker.

(4) Ueber die Anzahl der verschiedenen Classen quadratischer For men von nega-
tiver Déterminante [Journal de Crelle, t. 57, 1869, p. 248 ) . Ce Mémoire fut traduit en
français par Hoüel et publié dans le Journal de Mathématiques pures et appliquées,
2e série, t. V, 1860.
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et

IV. 2G(/rt — <72),

V. 2F(/w —<7*),

VI. 2(— i)*F(m-<72),

VII. 1 ( - I ) ^ F L A - - ( 4 ^ ) 2 ] ,

I(-„
Les sommes sont étendues à toutes les valeurs, entières, positives

ou nulles de o, rendant les parenthèses positives et entières :

11 est un nombre entier quelconque,
m un entier impair,
r un entier de la forme 8 k — i,
s un entier de la forme 8k: -}- i.

Ce sont donc des sommes d'ordre un et quatre.
Kronecker indiquait aussi l'équation

i22E(n)qtl=z(i~h iq + 2 g4-h 2g*-h. . .)3,

qui est l'expression analytique du résultat de Legendre.
En 1860, Jouhert (') démontra quelques-unes des formules de

Kronecker, toujours grâce à la multiplication complexe.
En 1861-1862, Hermite (2), reprenant les méthodes de Jacobi,

donne des développements nom eaux de combinaisons de fonctions 0,

notamment de -4-^ i étant, ou non, différent de k.

(*) Sur la théorie des fonctions elliptiques et son application à la théorie des nombres
(C. JR. Acad. Se, t. 50, 1860, p. 774, 832, 907, io44, !og5 et n/J5).

(2) Lettre adressée à M. Liouville sur la théorie des fonctions elliptiques et ses appli-
cations à l'Arithmétique (C. R. Acad. Se, t. 53, 1861, p. 214, ou Journal de Mathéma-
tiques pures et appliquées, 2e série, t. VII, 1862, p. 25, ou encore Œuvres, publiées par
M. Emile Picard, t. il, 1908, p. 109). — Sur les théorèmes de M. Kronecker relatifs aux
formes quadratiques (C. R. Acad. Se, t. 55, 1862, p. n-85; Journal de Mathéma-
tiques pures et appliquées, 2e série, t. IX, 1864, p» *45, ou Œuvres, t. II, 1908,
p. 241).
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Ces développements lui permirent, de façon tout à fait élémentaire,
mais très ingénieuse et très subtile, d'introduire des nombres de
classes, ou même, plus simplement, des nombres de formes quadra-
tiques réduites. La démonstration des formules de Kronecker était
ainsi ramenée à l'application des méthodes de Jacobi, convenablement
étendues. Hermite donnait d'ailleurs, lui aussi, un théorème sur les
décompositions en trois carrés, par l'équation

A peu près à la même époque, Liouville (') avait été conduit, en
arithmétisant certaines considérations analytiques, à des relations
arithmétiques très générales contenant des fonctions arbitraires. En
appliquant à ses travaux le très élégant artifice d'Hermite, Liouville
parvint à la démonstration purement arithmétique des formules de
Kronecker.

Ce dernier, cependant, annonça en 1862 (2) qu'il avait, de son
côté, imaginé la méthode d'Hermite, et il montra, par de nouvelles ap-
plications, combien est étroit le lien qui unit les fonctions Q aux rela-
tions entre les nombres des classes de formes quadratiques. Il déclara
en outre être en possession d'un procédé arithmétique de démonstra-
tion de ses formules, inspiré également des idées de Jacobi. A dire
vrai, il ne publiait pas son raisonnement, mais en amorçait un autre,
bien différent, sans toutefois lever la difficulté principale.

Kronecker avait énoncé ses résultats sans démonstration. Stephen
Smith développa ces dernières dans le sixième de ses intéressants

(*) Note de M. Liouville, à Ja suite de la lettre d'Hermite {Journal de Mathéma-
tiques pures et appliquées, t. VII, 2e série, 1862).

Voir aussi, dans le même Recueil, les Tomes III à YIII (2e série), où Liouville donne de
très nombreux et très intéressants résultats arithmétiques, mais, en général, sans démons-
tration.

(2) Monatsberichte der KgL pr. AkacL der Wissenschaften zu Berlin, mai 1862,
p, 309.
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Reports ( '), en partant de la multiplication complexe. De plus, il ré-
suma les résultats obtenus dans ce domaine en 1865.

En 1867, 1868 et 1869, Liouville (2) persévérant vraisemblable-
ment dans ses méthodes d'arithmétique, donna, sans démonstration,
diverses sommes du type de Kronecker et des ordres 3 et 5, et aussi
des sommes de types nouveaux, tels que

2t*F( m— *2),

I F(2/w —3/*).

En 1875, Kronecker (3) revint encore sur ses formules et appro-
fondit la manière dont ses théorèmes se relient aux fonctions 6. Il
laissait entendre que le sujet était épuisé, mais cependant, en 1879-
1880 et i883, M. Gierster (4), partant des théories de M. F. Klein
sur les correspondances modulaires, étendit considérablement le do-
maine des formules du type de Kronecker, en montrant qu'à chaque
nombre premier correspond un groupe de formules de Tordre corres-
pondant.

Il exposa notamment les résultats suivants, rattachés à la fonction
de ricosaèdre :

ce Soient d et a des entiers qui satisfont à l'équation da = n et de

plus d > y//i, d'où a < yn. Si S est un diviseur quelconque de AÏ, on

(*) Report of the thlrty-fiftli meeting of thé British Association for the advance-
ment of Science. — Report on the theory of Numbers (Birmingham, J 8 6 5 ; London,
1866), ou Papers (Oxford, 189/4), p. 289.

(2) Journal de Mathématiques pures et appliquées, 2e série, t. XII, p. 98; t. XIII,
p. 2, et t. XIV, p. 2, 7, 8. Voir aussi 2e série, t. III à VIII.

(3) Monatsberichte Ak. zu Berlin, 19 avril 1875, p. 223.
(4) Ueber Relationen zwischen Classenzahlen binârer quadratischer Formen von

negativer Déterminante {Gô'ttinger Nachrichten, 4 juin I^79)- — Sitzungsberichte der
Münchener Akademie. Sitzung vom 7 Februar 1880; Mathematische Annalen, XVII
Band, 1880, p. 71 et 7 3 ; XXI et XXII, i883.
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pose ( ' )

W(/i) = 2(rf—a).

» De plus, H(/z) est le nombre des classes de formes

à coefficients entiers, non équivalentes, de déterminant

dont les coefficients extrêmes P, R sont tous deux pairs. On compte
ap#2-+- 2pr2 pour *-> et 2p#24- 2 p , r r + 2pj 2 pour g-

» £[,(/?) est le nombre des classes de formes définies de la même
manière que pour H(/z), mais en prenant seulement celles susceptibles
de représenter des nombres résidus quadratiques de 5, H_{(/?.) est le
nombre des mêmes classes de formes susceptibles de représenter des
nombres non résidus quadratiques de 5, de sorte qu'on a tou-
jours (2)

H1(«) = H_1(n).
» D'ailleurs

H1(o)=H_1(o)^o,

H(o)=——
V ' 1 2

(*) La définition des fonctions *F+1 (n) etW^(n) est insuffisante, car elle n'envisage pas
le cas de n carré. Nous donnons (n° 16) la définition complète d'après MM. Klein et
Fricke.

On trouvera d'ailleurs les formules de M. Gierster dans les Vorlesungen liber die
Theorie der elliptischen Modulfunctionen de MM. Félix Klein et Robert Fricke (Teubner,
1890-1892), 2 ter Band., p. 23r, 232, 233 et p. 202 et suiv. et leur démonstration, par
application des équations modulaires de l'Icosaèdre.

(2) Rl(n) et H_ t(/i) n'existent que si n est résidu de 5. Voir d'ailleurs la Note placée
à la fin de ce Mémoire.
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et

si /n'est pas entier.

» k0 représente tous les nombres o, ± 5, ± 1 0 , ... , dont la valeur

absolue est =y/4^-
» k+i représente tous les résidus quadratiques (mod5), c'est-

à-dire, les nombres i, 4, 6, 9, ..., qui sont = \Jf\n.
» k_t représente tous les non résidus (mod5)? c'est-à-dire les

nombres 2, 3, 7, 8, ..., qui sont = \//\.n.
» # représente tous les nombres o, ± 1 , ± 2 , ± 3 ..., qui sont,

en valeur absolue, ~^\/^n.
» Dans ces conditions, on a les relations suivantes :

I(1). n~±i (mod5);

(1) 22

( 2 )

(3)
(4) 32

]I(2). n==±2 (mod5):

(0 32H(4/»-ArJ ) = * ( / i ) ,

(2) 2SH(4n~A:«:1) = V(/i),

(3) . 32H(4/i —A-iO == *(/i).

III. n = o (mod5) = 5̂ /w, où m^âo (mod5):

Le second membre de la relation I (i) s'écrit encore, en vertu de la relation

(
et non

— 2 * ( / l ) + 4 1 I r
: p l ( « )

comme l'indiquent MM. Klein etFricke (/oc. c«V., p. 232).
(2) Pour la relation II(i) et pour les deux relations III, MM. Klein et Fricke indiquent

des seconds membres deux fois trop forts.



FORMES QUADRATIQUES BINAIRES DE DETERMINANT NEGATIF. 9

» Les sommations de gauche s'étendent aux nombres k0, k+n k_A

et k, et les signes inférieurs se correspondent, ainsi que les signes
supérieurs. (^ j est le symbole de Legendre. »

M. Gierster énonçait également (*) des formules se rapportant
au 3e, au f, au 11e et au i3* ordre, mais c'est M. Hürwitz (2) qui
démontra celles du 7e, du 1 Ie et du i3e ordre, et qui donna la théorie
générale complète pour un ordre quelconque premier.

Stieltjes ( 3 ) , en i883 , revenant aux méthodes d'Hermite, établit
diverses formules de Liouville et donna d'autres expressions d'un type
encore différent, par exemple

2(-l)"T"5F(4N — 2 S2).

Hermite(4), en 1884 et 1887, compléta ses Mémoires de 1861-1862
et précisa sa méthode de démonstration des formules de Kronecker.
Il indiqua divers développements intéressants, notamment ceux
d e SftF)' &*(.*)&,(*) e t ïH^Wî^r c e s d e r n î e r s s o n t d'ailleurs dus à
M. Appell.

En i885, M. Hürwitz (5), partant des formules de Kronecker, en

( j) Mathematische Annalen, t. XVII, p. 82 (pour le 7e ordre); t. XXI, i883, p. 49;
t. XXII, i883, p. 198, 2o3, 206.

(2) Leipziger Berichten, 15 décembre i884; Mathematische Annalen, t. XXV, i885,
p. 157, ou encore KLEIN et FRICKE, Ouvrage cité, 4e et 6e Parties.

(8) Sur un théorème de Liouville (C. R. Acad. Se), t. 97, p . i358 et I 4 I 5 . — Voir
aussi Correspondancey p. 58 et 62.

(4) Bulletin de l'Académie des Sciences de Saint-Pétersbourg, t. XXIX, i884; repro-
duit dans les Acta mathematica, t. V, ou Œuvres, t. IV (en préparation). — Remarques
arithmétiques sur quelques formules de la théorie des fonctions elliptiques {Journal
de Crelie, t. 100).

Il faut encore citer : BIEHLER, Sur les développements en série des fonctions double-
ment périodiques de troisième espèce, 1879, Paris, Mémoire qui contient des formules
intéressantes. — APPELL, Sur les fonctions doublement périodiques 'de troisième espèce
(Annales de VÉcole Normale supérieure, 3e série, t. I, i884); et du même auteur :
Développements en série des fonctions doublement périodiques de troisième espèce
(même Recueil, 3e série, t. II, i885).

(5) Ueber die Anzahl der C lassen quadratischer For men von negativer Détermi-

nante (Journal de C relie, t. 99).
G. 2



IO JACQUES CHAPELON.

tire, par des transformations de fonctions 0, les expressions de di-
verses sommes du type de Kronecker et relatives aux ordres 4 et 8.

En 1900 et 1901, M. Karel Petr publie trois Mémoires (1) où il
indique encore de nouveaux développements en série et notamment
les développements fondamentaux retrouvés en 1907 par M. Georges
Humbert. Il en déduit diverses formules rentrant dans les types de
Stieltjes ou de Liouville, et d'autres d'un genre plus nouveau.

Enfin, en 1907, M. Georges Humbert (2) démontre de très nom-
breuses formules des types de Kronecker, Liouville et Stieltjes. Il re-
trouve et complète les formules de M. Gierster relatives aux sommes
d'ordre trois et donne, sur le même sujet, des formules plus profondes
que celles de M. Gierster. Il montre enfin la merveilleuse fécondité des
méthodes d'Hermite, en établissant des développements d'un genre
tout à fait nouveau, où s'introduisent diverses fonctions arithmétiques
liées aux minima et aux carrés des minima des classes de même déter-
minant. Il peut ainsi calculer des sommes doubles de la forme

V V (-_ i)*+rF(N — ̂ r2 — j 2 )

x y

et d'autres sommes plus compliquées encore.

3. On voit, d'après ce rapide exposé, que deux méthodes bien dis-
tinctes permettent d'établir et d'étendre les formules de Kronecker.
L'une, surtout utilisée par les mathématiciens allemands, conduit à des
relations très générales quant kY ordre, mais peu nombreuses. L'autre,
celle d'Hermite et des mathématiciens français, semble apte à donner
un grand nombre de relations pour un même ordre, mais cette fécon-
dité même paraît devoir entraver son application à un ordre tant soit
peu élevé.

(1) Académie des Sciences de Bohême, 1900-1901.
(2) Formules relatives aux nombres de classes des formes quadratiques binaires et

positives (Journal de Mathématiques pures et appliquées, 6e série, t. III, 1907).
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4. Je me suis proposé, dans ce travail, de retrouver et de compléter
les formules du cinquième ordre données par M. Gierster et rappelées
plus haut, en appliquant exclusivement les méthodes d'Hermite et les
procédés déjà employés par AI. (T. Humberl pour le troisième ordre.

Voici le plan de ce Mémoire :

Dans un premier Chapitre, j'établis diverses relations entre certaines
fonctions des diviseurs d'un nombre. Les fonctions de diviseurs qui se
présentent dans nos recherches et dans celles des mathématiciens alle-
mands sont, en effet, très variées. Il était indispensable, pour pouvoir
simplifier et comparer les formules, de ramener toutes ces fonctions à
un certain nombre de types.

Dans un second Chapitre, je rappelle des théorèmes élémentaires
sur les fonctions 6, diverses formules d'Hermite, et enfin les formules
fondamentales de MM. Karel Petr et Georges Humbert.

Dans un troisième Chapitre, je démontre certaines relations liées à
la transformation du cinquième ordre des fonctions 6.

Dans un quatrième Chapitre, j'applique ces relations à la recherche
de divers nombres de représentations d'un nombre entier par certaines
formes quaternaires. Je n'insiste cependant pas sur ce sujet, me bor-
nant à chercher les relations qui doivent être utiles dans la suite. Un
résumé, placé à la fin du Chapitre, donne d'ailleurs les principaux
résultats obtenus.

Le cinquième Chapitre contient la recherche des sommes

2F(N —cr») et Ï F ^ N —<J*)

relatives au cinquième ordre. Il me suffit, pour cela, d'appliquer une
méthode très analogue à celle que M. Humbert a donnée pour le troi-
sième ordre.

Enfin, je termine par un sixième Chapitre où, grâce aux relations
établies dans le quatrième, je simplifie les expressions trouvées pour
les sommes cherchées, ce qui me permet de retrouver les formules de
M. Gierster, puis d'obtenir des formules définitives dont les seconds


